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PRrEFACIO

Este libro es la segunda edicién de un texto disefiado para cursos de seiiales y sistemas a nivel
licenciatura. Si bien tales cursos se encuentran con frecuencia en los programas de Ingenieria
Eléctrica, los conceptos y las técnicas que conforman el nicleo de este tema son de funda-
mental importancia para todas las disciplinas de la ingenierfa. De hecho, el alcance de las
aplicaciones actuales y potenciales de los métodos de anilisis de seiiales y sistemas continda
expandiéndose a medida que los ingenieros se enfrentan a nuevos retos que involucran la
sintesis o el an4lisis de procesos complejos. Por estas razones sentimos que un curso de
seflales y sistemas no s6lo constituye un elemento esencial de los programas de ingenieria,
sino que también puede llegar a ser uno de los cursos més gratificantes, estimulantes y ftiles
que los estudiantes de ingenieria pueden tomar durante su educaci6n a nivel licenciatura.

Nuestro tratamiento del tema de sefiales y sistemas en esta segunda edicién conserva
la misma filosofia general de la primera edicién, pero con cambios significativos en la redac-
cién y la estructuracién, ademds de contar con algunas adiciones. Estos cambios se han di-
sefiado tanto para auxiliar al instructor en la presentacién de material como para ayudar al
estudiante a dominarlo. En el prefacio de la primera edicién establecimos que nuestro
enfoque general de las sefiales y los sistemas habia sido guiado por el continuo desarrollo de
tecnologias para el disefio y puesta en préctica de sefiales y sistemas, razén por la cual resul-
ta cada vez m4s importante para un estudiante estar familiarizado con técnicas adecuadas
para analizar y sintetizar sistemas tanto continuos como discretos. Al momento de escribir el
prefacio de esta segunda edici6n, esa observacién y nuestro principio guia resultan m4s vali-
dos que nunca. En consecuencia, si bien los alumnos que estudian seiiales y sistemas deberian
tener una sélida formacién en las disciplinas cuya base son las leyes de la fisica, también
deben poseer sélidos antecedentes sobre el uso de las computadoras para el an4lisis de fen6-
menos y para la puesta en préctica de sistemas y algoritmos. En consecuencia, los programas
de ingenieria reflejan ahora una combinacidn de temas, algunos sobre modelos continuos y
otros orientados al uso de computadoras y a las representaciones discretas. Por estas razones,
los cursos de sefiales y sistemas que presentan de manera conjunta los conceptos de tiempo
discreto y tiempo continuo adoptan un papel cada vez més importante en la educacién de los
estudiantes de ingenieria y en su preparacién para desarrollos actuales y futuros en sus cam-
pos especificos de actividad.

Es con estos objetivos en mente que hemos estructurado el presente libro para desa-
rrollar en paralelo los métodos de anélisis de sefiales y sistemas continuos y discretos. Este en-
foque ofrece una ventaja pedagdgica clara y extremadamente importante. Es decir, seremos
capaces de recurrir a las similitudes que existen entre los métodos continuos y los discre-
tos para compartir el conocimiento y la intuicién desarrolladas en cada dominio. Igualmente,
podemos explotar sus diferencias para acrecentar la comprensién de las propiedades especi-
ficas de cada uno de ellos.

Al organizar el material, tanto en la primera como en esta segunda edicién, hemos con-
siderado esencial también iniciar al estudiante en algunos de los usos mas importantes de los
métodos basicos que son desarrollados en el libro. Esto no sélo le proporciona una apre-
ciacién del alcance de las aplicaciones de las técnicas que se estdn aprendiendo y de las
recomendaciones para un estudio mas profundo, sino que le ayuda a profundizar en la com-

xvii



xviii Prefacio

prension del tema. Para alcanzar este objetivo hemos incluido un tratamiento introductorio
de los temas de filtrado, comunicaciones, muestreo, procesamiento discreto de sefiales con-
tinuas y retroalimentacién. De hecho, en lo que representa uno de los mayores cambios de
esta segunda edicién, hemos introducido el concepto de filtrado en el dominio de la fre-
cuencia muy al principio de nuestro tratamiento del andlisis de Fourier, esto con el doble
propésito de proporcionar motivacién y conocimiento sobre este tema tan importante. Ade-
més, nuevamente hemos incluido al final del libro una bibliografia actualizada para auxiliar
al estudiante interesado en proseguir con estudios adicionales y més avanzados sobre los
métodos y aplicaciones del andlisis de sefiales y sistemas.

La organizacién del libro refleja nuestra conviccién de que el dominio completo de una
materia de esta naturaleza no puede lograrse sin una cantidad significativa de préctica en el
uso y la aplicacién de las herramientas que se estdn desarrollando. En consecuencia, en esta
segunda edicién hemos incrementado significativamente el nimero de ejemplos dentro de
cada capitulo. También hemos enriquecido uno de los beneficios clave de la primera edicién,
es decir, los problemas de tarea al final de cada capitulo. Como en la primera edicién, hemos
incluido un nimero importante de problemas, jmés de 600! La mayoria de los problemas
incluidos en esta edicién son nuevos y por lo tanto proporcionan al instructor mayor flexi-
bilidad en la preparacién de las tareas. Ademds, con el objeto de acrecentar la utilidad de los
problemas tanto para el estudiante como para el instructor, hemos hecho algunos cambios en
la organizacién y la presentacién de los mismos. En particular, en cada capitulo los hemos
organizado bajo diferentes encabezados especificos cada uno de los cuales abarca el mate-
rial de todo el capitulo pero tiene diferente objetivo. Las primeras dos secciones de problemas
de cada capitulo hacen énfasis en la mecanica de aplicacion de los conceptos y métodos basi-
cos que se presentan en el capitylo. Para la primera de estas dos secciones, cuyo encabezado
de Problemas bésicos con respuestas, al final del libro proporcionamos sus respuestas pero no
asf las soluciones. Dichas respuestas constituyen una forma sencilla e inmediata para que el
estudiante corrobore su comprension del material. Los problemas de esta primera seccién
son por lo general apropiados para incluirse en las series de problemés de tarea. Ademss,
para dar al instructor flexibilidad adicional en la asignacién de problemas de tarea incluimos una
segunda seccién de Problemas bésicos para los cuales no se dan las respuestas.

Una tercera seccién de problemas en cada capitulo, agrupados bajo el encabezado de
Problemas avanzados, est4 orientada a explorar y a propiciar desarrollos adicionales con
base en los fundamentos e implicaciones précticas del material del texto. Con frecuencia
estos problemas requieren deducciones matemdticas y un uso mds elaborado de los concep-
tos y métodos presentados en el capitulo correspondiente. Algunos capitulos también inclu-
'yen una seccién de Problemas de extension, los cuales involucran extensiones del material
presentado en el capitulo y/o del uso de conocimientos sobre aplicaciones que se encuentran
fuera del alcance del texto principal, como circuitos avanzados o sistemas mecanicos.
Esperamos que la variedad y la cantidad de problemas incluidos en cada capitulo propor-
cione a los estudiantes los medios para alcanzar un mejor entendimiento del material y a los
instructores una considerable flexibilidad para integrar series de tarea adecuadas a las
necesidades especfficas de sus estudiantes.

Hemos supuesto que los estudiantes que utilicen este libro tienen antecedentes basicos
sobre célculo, asi como alguna experiencia en la manipulacién de nimeros complejos y se
* han visto expuestos a las ecuaciones diferenciales. Con estos antecedentes, el libro es auto-
suficiente. En particular, no se requiere experiencia previa sobre andlisis de sistemas, con-
volucién, andlisis de Fourier o transformadas de Laplace o z. Antes de iniciar el aprendizaje
de la materia de sefiales y sistemas la mayoria de los estudiantes habré tenido cursos como
teoria bdsica de circuitos para los ingenieros electricistas o de fundamentos de dindmica para
los ingenieros mecanicos. Dichas materias abordan algunas de las ideas bésicas que son
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desarrolladas con mayor detalle en este texto. Sin duda estos antecedentes pueden ser de
gran valor para los estudiantes, ya que les proporcionan una perspeciva adicional al momen-
to de estudiar el libro.

El prélogo, que sigue a este prefacio, ha sido escrito para motivar y proporcionar al lec-
tor una perspectiva sobre el tema de sefiales y sistemas en general y sobre nuestro tratamien-
to del mismo en particular. Iniciamos el capitulo 1 presentando algunas ideas elementales
relacionadas con la representacién matemdtica de las sefiales y los sistemas. Analizamos en
particular transformaciones (como desplazamientos y escalamiento en tiempo) de la variable
independiente de una sefial. Presentamos también algunas de las sefiales continuas y discre-
tas més importantes, tales como las exponenciales real y compleja y el escalén e impulso uni-
tarios, tanto continuos como discretos. El capitulo 1 también ofrece una introduccién a las
representaciones mediante diagramas de bloques de las interconexiones de sistemas, y en él
se analizan varias propiedades bdsicas de los sistemas, tales como la causalidad, 1a linealidad
y la invariancia en el tiempo. En el capitulo 2 nos basamos en estas dos tltimas propiedades y,
junto con la propiedad de sifting (seleccién) de los impulsos unitarios, desarrollamos la re-
presentacién mediante la suma de convolucién de sistemas lineales discretos invariantes en el
tiempo y Ia representacién mediante la integral de convolucién de sistemas LTI continuos.
En esta parte hacemos uso del conocimiento obtenido al desarrgllar el caso discreto para
ayudarnos en la deduccién y comprensién de su contraparte continua. Después abordamos
el andlisis de sistemas LTI causales caracterizados por ecuaciones lineales con coeficientes
constantes diferenciales y de diferencias. En este andlisis introductorio repasamos las ideas
bésicas involucradas en la solucién de ecuaciones diferenciales lineales (con las cuales la
mayorifa de los estudiantes ya estdn familiarizados) y también proporcionamos un analisis
sobre métodos analogos para ecuaciones de diferencias lineales. Sin embargo, el enfoque
principal de nuestro desarrollo en el capitulo 2 no se centra en métodos de solucién, ya que
posteriormente se desarrollan procedimientos mas convenientes haciendo uso de métodos
de transformadas. En su lugar, en este primer vistazo nuestra.intencién es proporcionar al
estudiante una apreciacién de estas clases de sistemas de extrema importancia, las cuales se
encontrar4n con frecuencia en los capitulos subsecuentes. Finalmente, el capitulo 2 concluye
con un breve anilisis de las funciones singulares —escalones, impulsos, dobletes y otras— en
el contexto del papel que juegan en la descripcién y anélisis de sistemas LTI continuos. En
particular, hacemos énfasis en la interpretacién de estas sefiales en términos de la forma
en que son definidas bajo la convolucién; esto es, en términos de las respuestas de sistemas
LTI a estas seiiales idealizadas.

Los capitulos 3 al 6 presentan un desarrollo minucioso y completo de los métodos del
andlisis de Fourier tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto, y en conjunto repre-
sentan la més significativa reorganizacién y revision de esta segunda edicién. En particular,
como seiialamos previamente, hemos introducido el concepto de filtrado en el dominio de la
frecuencia mucho mds temprano en el desarrollo para motivar al estudiante y proporcionar
al mismo tiempo el ejemplo de una aplicacién concreta de los métodos de Fourier que ahf se
desarrollan. Aligual que en la primera edicion, iniciamos las exposiciones del capitulo 3 enfa-
tizando e ilustrando las dos razones fundamentales de la importancia que juega el papel del
andlisis de Fourier en el estudio de las sefiales y sistemas tanto continuas como discretas:
1) clases extremadamente amplias de sefiales que pueden ser representadas como sumas ponde-
radas o integrales de exponenciales complejas; y 2) la respuesta de un sistema LTI a una
entrada exponencial compleja es la misma exponencial multiplicada por un niimero comple-
jo caracteristico del sistema. Sin embargo, en contraste con la primera edicién, el foco de
atencion del capitulo 3 son las representaciones en series de Fourier de sefiales periddicas
continuas y discretas. De esta manera, no sélo introducimos y examinamos muchas de las
propiedades de las representaciones de Fourier sin recurrir a la generalizacién matemadtica
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adicional requerida para obtener la transformada de Fourier para sefiales aperiédicas, sino
que también podemos presentar su aplicacién al caso del filtrado en una etapa muy temprana
de su desarrollo. En particular, aprovechando el hecho de que las exponenciales complejas son
.funciones propias de los sistemas LTI, introducimos la respuesta a la frecuencia de un sistema
LTI y la usamos para discutir el concepto de filtrado selectivo en frecuencia, para incorporar
los filtros ideales, y para dar varios ejemplos de filtros no ideales descritos por ecuaciones
diferenciales y de diferencias. De esta manera, con un minimo de mateméticas preliminares,
proporcionamos al estudiante una apreciacién més profunda de lo que significa la repre-
sentacién de Fourier y por qué es una herramienta tan vtil.

Posteriormente, en los capitulos 4 y 5 y con base en los cimientos establecidos en el
capitulo 3, desarrollamos primero la transformada continua de Fourier en el capitulo 4 y, de
forma paralela, la transformada de Fourier de tiempo discreto en el capitulo 5. En ambos
capfitulos deducimos la representaciéon mediante la transformada de Fourier de una sefial
aperiédica como el limite de la serie de Fourier de una sefial cuyo periodo se hace arbitra-
riamente grande. Esta perspectiva enfatiza la estrecha relacién que existe entre la serie y la trans-
formada de Fourier, relacién que desarrollamos atin més en secciones subsecuentes y la cual
nos permite transferir el conocimiento alcanzado sobre la serie de Fourier en el capitule 3 al con-
texto més general de la transformada de Fourier. En ambos capitulos hemos incluido un
anélisis de las muchas propiedades importantes de la transformada de Fourier, haciendo
especial énfasis en las propiedades de convolucién y multiplicacién. En particular, la
propiedad de convolucién nos permite explorar por segunda ocasién el tema del filtrado
selectivo en frecuencia, mientras que la propiedad de multiplicacién sirve como punto de par-
tida para el tratamiento del muestreo y de la modulacién que hacemos en capitulos posteriores.
Finalmente, en las dltimas secciones de los capitulos 4 y 5 usamos métodos de transformada
para determinar las respuestas en frecuencia de sistemas LTI descritos por ecuaciones dife-
renciales y de diferencias, asi como para proporcionar varios ejemplos que ilustran c6mo la
transformada de Fourier puede ser utilizada para calcular las respuestas de tales sistemas.
Para complementar dichos anilisis (asf como tratamientos posteriores de las transforma-
das de Laplace y z) hemos incluido de nuevo un apéndice al final del libro, el cual contiene
una descripcién del método de expansién en fracciones parciales.

Nuestro estudio del anélisis de Fourier en estos dos capitulos es caracteristico del
tratamiento paralelo que hemos desarrollado. Especificamente, en nuestro anilisis en el capi-
tulo S seremos capaces de usar como base gran parte del conocimiento obtenido en el capitu-
lo 4 para el caso continuo, y hacia el final del capitulo 5 enfatizamos la dualidad completa
entre las representaciones de Fourier continua y discreta. Ademads, hacemos evidente la na-
turaleza especial de cada dominio contrastando las diferencias entre los anélisis de Fourier
continuo y discreto.

Como podran notar aquellos que estén familiarizados con la primera edicién, las exten-
siones y alcances de los capitulos 4 y 5 en esta segunda edicién son considerablemente més
reducidos que en sus contrapartes de la primera. Esto se debe no sélo al hecho de que la serie
de Fourier se trata ahora en un capitulo aparte, sino también a que movimos varios temas al
capitulo 6. El resultado, creemos, proporciona varios beneficios significativos. Primero, la pre-
sentacién en tres capitulos més cortos de los conceptos y los resultados basicos del anélisis
de Fourier, junto con la introduccién del concepto de filtrado selectivo en frecuencia,
deberan ayudar al estudiante a organizar su comprensién de este material y a lograr algiin
conocimiento acerca del dominio de la frecuencia, ademds de que le permitird apreciar sus
aplicaciones potenciales. Asi, teniendo los capitulos 3 al 5 como cimiento, nos podemos aden-
trar en un anélisis mds detallado de algunos temas y aplicaciones importantes. En el capitu-
lo 6 profundizamos en las caracteristicas de los sistemas LTI tanto continuos como discretos.
Por ejemplo, introducimos las representaciones de magnitud-fase y en diagramas de Bode
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para las respuestas en frecuencia, y analizamos el efecto que tiene la fase de la respuesta en
frecuencia sobre las caracteristicas en el dominio del tiempo de la salida de un sistema LTT.
Ademas, examinamos el comportamiento en los dominios del tiempo y de la frecuencia de
los filtros ideales y no ideales y los compromisos entre éstos que deben ser considerados en
la practica. Estudiamos también con cuidado los sistemas de primer y segundo 6rdenes y su
papel como bloques bésicos en el andlisis y la sintesis de sistemas mas complejos tanto con-
tinuos como discretos. Por ultimo, analizamos otros ejemplos més complejos de filtros conti-
nuos y discretos. Estos ejemplos, junto con numerosos aspectos de filtrado que son explo-
rados en los problemas al final del capitulo, le proporcionan al estudiante alguna apreciacién
de la riqueza y sabor de esta importante materia. Si bien todos los temas tratados en el capi-
tulo 6 estaban presentes en la primera edicién, creemos que, al reorganizarlos y juntarlos en
un capitulo separado inmediatamente después del desarrollo bésico del andlisis de Fourier,
hemos simplificado la introduccién de este importante tema en los capitulos 3 al 5 y presen-
tado en el 6 una visidén considerablemente mas coherente de los temas de los dominios del
tiempo y de la frecuencia.

En respuesta a las sugerencias y preferencias expresadas por muchos de los usuarios de
la primera edicién, hemos modificado la notacién al tratar la transformada de Fourier para
hacerla mds-consistente con la notacién utilizada tipicamente para las transformadas conti-
nua de Fourier y de tiempo discreto. Especificamente, desde el capitulo 3 sefialamos la trans-
formada continua de Fourier con X(jw) y la transformada de Fourier de tiempo discreto con
X(eJ»). Como sucede con todas las notaciones opcionales, no hay una seleccién dnica que sea
.mejor para la notacién de la transformada de Fourier. Sin embargo, es nuestra impresién, y
la de muchos de nuestros colegas, que la notacién empleada en esta edicién representa la
mejor seleccién. ‘

Nuestro tratamiento del muestreo en el capitulo 7 descansa principalmente en el teo-
rema de muestreo y sus aplicaciones. Sin embargo, para colocar este tema en perspectiva,
empezamos analizando los conceptos generales de la representacién de una sefial continua
en términos de sus muestras y la reconstruccién de sefiales usando la interpolacién. Después de
usar los métodos del dominio de la frecuencia para deducir el teorema del muestreo, considera-
mos tanto el dominio del tiempo como el de la frecuencia para lograr entender el fenémeno
de traslape que resulta del submuestreo. Uno de los usos més importantes del muestreo es el
procesamiento discreto de sefiales continuas, un tema que exploramos con cierta extensién
en este capitulo. En seguida, nos enfocamos al muestreo de sefiales discretas. El resultado
bésico bajo el muestreo discreto se desarrolla de manera paralela a como se usé para el caso
continuo, y se describen las aplicaciones de este resultado a los problemas de decimacién e
interpolacién. Una vez mds, una gran variedad de aplicaciones, tanto en tiempo continuo
como en tiempo discreto, son consideradas en los problemas.

Nuevamente el lector familiarizado con nuestra primera edicién notard otro cambio,
que en este caso consiste en la inversidn en el orden en que se presentan el muestreo y las
comunicaciones. Hemos decidido colocar el muestreo antes que las comunicaciones en esta
segunda edicién porque asi podemos basarnos en la simple intuicién para motivar y describir
el proceso de muestreo y de la reconstruccion a partir de las muestras, y también porque este
orden de presentacién nos permite hablar con mayor facilidad, en el capitulo 8, de algunas
formas de sistemas de comunicacién que se relacionan con el muestreo o dependen funda-
mentalmente del uso de una versién muestreada de la sefial que serd transmitida.

Nuestro tratamiento de las comunicaciones en el capitulo 8 incluye un profundo anili-
sis de la modulaci6n senoidal de amplitud en el tiempo continuo (AM), el cual comienza con
la aplicacién directa de la propiedad de multiplicacién para describir el efecto de la AM
senoidal en el dominio de la frecuencia y para sugerir cémo se puede recuperar la sefial mo-
duladora original. Después desarrollamos varios temas y aplicaciones adicionales relacionados
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con la modulacién senoidal, incluyendo el multiplexaje por divisién de frecuencia y la mo-
dulacién de banda lateral tinica. En los problemas de ese capitulo se describen muchos otros
ejemplos y aplicaciones. Varios temas adicionales son cubiertos en el capitulo 8, el primero
de los cuales es de la modulacién de la amplitud de un tren de pulsos y el multiplexaje por
divisién de tiempo, el cual muestra una estrecha relacién con el tema del muestreo tratado
en el capitulo 7. De hecho, hacemos esta relacién ain més explicita y proporcionamos una
vista del importante campo de las comunicaciones digitales mediante la introduccién y breve
descripcién de los temas de modulacién de amplitud de pulsos (PAM) y de interferencia
intersimbolos. Por 1ltimo, nuestro anélisis de la modulacién en frecuencia (FM) proporciona
al lector una introduccién al problema de la modulacién no lineal. Aunque el anilisis de los
sistemas de FM no es tan directo como el caso de AM, nuestro tratamiento introductorio
indica c6mo los métodos del dominio de la frecuencia pueden ser usados para alcanzar un
conocimiento significativo sobre las caracteristicas de las sefiales y sistemas de FM. Creemos
que a través de estos andlisis y de los muchos otros aspectos de la modulacién y de las comu-
nicaciones que se exploran en los problemas de este capitulo el estudiante podra apreciar
tanto la riqueza del campo de las comunicaciones y el papel central que las herramientas de
sefiales y sistemas juegan dentro de éL

Los capitulos 9y 10 tratan sobre las transformadas de Laplace y z, respectivamente. En
su mayor parte dirigimos nuestra atencion a las versiones bilaterales de estas transformadas,
aunque en la ltima seccién de cada capitulo analizamos las transformadas unilaterales y su
uso para resolver ecuaciones diferenciales y de diferencias con condiciones iniciales dife-
rentes de cero. Ambos capitulos incluyen discusiones sobre la cercana relacién entre estas
transformadas y la transformada de Fourier, la clase de transformadas racionales y su repre-
sentacién en términos de polos y ceros, la regiéon de convergencia de la transformada de
Laplace o z y su relacién con las propiedades de la sefial con la que est4 asociada, transfor-
maciones inversas haciendo uso de la expansién en fracciones parciales, la evaluacién
geométrica de las funciones de los sistemas y de las respuestas en frecuencia a partir de dia-
_gramas de polos y ceros y las propiedades bésicas de la transformada. Ademads, en cada capi-
tulo examinamos las propiedades y los usos de las funciones del sistema para sistemas LTI
En estos andlisis incluimos la determinacién de las funciones del sistema para los sistemas
caracterizados por ecuaciones diferenciales y de diferencias, el uso del 4lgebra de funciones del
sistema para las interconexiones de sistemas LT y la construccién de representaciones median-
te diagramas de bloques en cascada, en paralelo y de forma directa de sistemas con funciones
racionales del sistema. :

Las herramientas de las transformadas de Laplace y z constituyen la base de nuestro
examen de sistemas lineales retroalimentados en el capitulo 11. Empezamos este capitulo
describiendo varios usos y propiedades importantes de los sistemas retroalimentados, inclu-
yendo la estabilizacion de sistemas inestables, el disefio de sistemas de rastreo y la reduccién de
la sensibilidad del sistema. En secciones subsecuentes usamos las herramientas que hemos desa-
rrollado en los capitulos previos para examinar tres temas que son de importancia para los
sistemas retroalimentados, tanto continuos como discretos. Estas son el andlisis del lugar
geométrico de las raices, los diagramas de Nyquist y el criterio de Nyquist, asi como los dia-
gramas logaritmicos de magnitud/fase y los conceptos de margenes de fase y de ganancia
para sistemas retroalimentados estables.

La materia de seiiales y sistemas es extraordinariamente rica y se pueden adoptar
diversos enfoques para disefiar un curso introductorio. Fue nuestra intencién con la primera
edicién, y nuevamente con esta segunda, el proporcionar a los instructores una gran flexibi-
lidad para estructurar sus presentaciones de la materia. Para lograr dicha flexibilidad y para
maximizar la utilidad de este libro para los instructores hemos decidido presentar tratamien-
tos cabales y a profundidad de un conjunto coherente de temas que forma el niicleo de la
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mayoria de los cursos introductorios de sefiales y sistemas. Profundizar en dichos temas sig-
nifica omitir por necesidad la introduccién a temas tales como la descripcién de seiiales
aleatorias y los modelos de espacio estado que algunas veces se incluyen en los primeros cur-
sos sobre sefiales y sistemas. Tradicionalmente, en muchas escuelas, tales temas no son inclui-
dos en cursos introductorios sino que se desarrollan con mayor profundidad en cursos de
licenciatura subsecuentes o en cursos dedicados explicitamente a su investigacién. Aunque
no hemos incluido en este libro una introduccién al espacio estado, los instructores de cursos
introductorios lo pueden incorporar con facilidad dentro del tratamiento de las ecuaciones
diferenciales y de diferencias que pueden encontrarse a lo largo de todo el libro. En los capi-
tulos 9 y 10, en particular, el estudio de las representaciones mediante diagramas de bloques
para sistemas con funciones racionales del sistema y de transformadas unilaterales, asi como
su uso para resolver ecuaciones diferenciales y de diferencias con condiciones iniciales for-
man puntos naturales para apartarse hacia la discusién de las representaciones de espacio
estado.

Un curso semestral tipico usando este libro cubriria los capitulos del 1 al 5 con pro-
fundidad razonable (aunque varios temas de cada capitulo pueden ser omitidos a criterio del
instructor) incluyendo ademds temas seleccionados de los demds capitulos. Por ejemplo, una
posibilidad seria la de presentar varios de los temas bdsicos de los capitulos 6,7 y 8 junto con
un tratamiento de las transformadas de Laplace y z y quizds una breve introduccioén al uso
de los conceptos de la funcién del sistema para analizar sistemas retroalimentados. Una va-
riedad de formatos alternos es posible, incluyendo uno que incorpore una introduccién al
espacio estado o uno en el cual se insista més en los sistemas continuos reduciendo el énfa-
sis sobre los capitulos 5 y 10, asi como sobre los temas de tiempo discreto en los capitulos 3,
7,8y11. ,

Ademds de estos ejemplos sobre c6mo estructurar un curso, este libro puede ser utiliza-
do como texto bésico para un curso completo de dos semestres sobre sistemas lineales. Alter-
nativamente, las porciones del libro no utilizadas en un primer curso sobre seiiales y sistemas
pueden, junto con otras fuentes, formar la base para un curso subsecuente. Por ejemplo, gran
parte del material del libro constituye un puente directo hacia materias tales como an4lisis
de espacio estado, sistemas de control, procesamiento digital de sefiales, comunicaciones y
procesamiento estadistico de sefiales. En consecuencia, un curso subsecuente puede construir-
se de tal manera que use algunos de los temas del libro, junto con algin material suplemen-
tario, para proporcionar una introduccién a una o mds de estas materias avanzadas. De
hecho, un nuevo curso que sigue este modelo ha sido desarrollado en el MIT.y ha demostra-
do ser no sélo popular entre nuestros estudiantes, sino un componente crucial de nuestro cu-
rriculum sobre sefiales y sistemas.

Como ocurrié con la primera edicion, durante el proceso de creacion de este libro
hemos tenido la fortuna de recibir ayuda, sugerencias y apoyo de numerosos colegas, estu-
diantes y amigos. Las ideas y perspectivas que forman el corazén de este libro han continuado
evolucionando como resultado de nuestras propias experiencias en la ensefianza de sefiales
y sistemas y de las influencias de muchos colegas y estudiantes con quienes hemos trabajado.
Quisiéramos agradecer al profesor Ian T. Young, por sus contribuciones a la primera edicién
del libro, y agradecer y dar la bienvenida al profesor Hamid Nawab, por el significativo papel
que tuvo en el desarrollo y en la completa restructuracién de los ejemplos y problemas de
esta segunda edicién. También expresamos nuestro aprecio a John Buck, Michael Daniel y
Andrew Singer por haber escrito el compafiero de MATLAB para este texto, disponible s6lo
en Estados Unidos. Ademas, queremos agradecer a Jason Oppenheim por el uso de una de
sus fotografias originales y a Vivian Berman por sus ideas y ayuda en el disefio de la cubier-
ta del libro. Asimismo, como se indica en la pigina de reconocimientos que sigue, estamos
profundamente agradecidos con los muchos estudiantes y colegas que dedicaron un signi-
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ficativo nimero de horas a una gran diversidad de aspectos de la preparacién de esta segun-
da edicién.

También queremos expresar nuestras sinceras gracias al sefior Ray Stata y a la empre-
sa Analog Devices, Inc., por su generoso y continuo apoyo al procesamiento de sefiales y a
este texto a través del financiamiento del puesto de Profesor Distinguido de Ingenieria
Eléctrica. También agradecemos al M.I.T. (Massachusetts Institute of Technology) por pro-
porcionar apoyo y un estimulante ambiente dentro del cual desarrollamos nuestras ideas.

El 4nimo, la paciencia, el apoyo técnico y el entusiasmo proporcionados por Prentice-
Hall y en particular por Marcia Horton, Tom Robbins, Don Fowley y sus predecesores y por
Ralph Pescatore de TKM Productions y el grupo de produccién de Prentice Hall, han sido
cruciales para hacér realidad esta segunda edicién.

Alan V. Oppenheim
Alan S. Willsky

Cambridge, Massachusetts
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ProLoGO

Los conceptos de sefiales y sistemas surgen en una gran variedad de campos, las ideas y las
técnicas asociadas con estos conceptos juegan un importante papel en dreas tan diversas de
la ciencia y la tecnologia como las comunicaciones, la aerondutica y la astrondutica, el disefio
de circuitos, la acustica, la sismologia, la ingenieria biomédica, los sistemas de generacién y
distribucién de energia, el control de procesos quimicos y el procesamiento de voz. Aun
cuando la naturaleza fisica de las seifiales y los sistemas que surgen en todas estas disciplinas
puede ser bastante diferente, todas ellas tienen dos caracteristicas bdsicas en comiin. Las
sefiales, las cuales son funciones de una o m4s variables independientes, contienen informa-
cién acerca del comportamiento o la naturaleza de algiin fendmeno, mientras que los sis-
temas responden a sefiales particulares produciendo otras sefiales o algiin comportamiento
deseado. Los voltajes y corrientes como una funcién del tiempo en un circuito eléctrico son
ejemplos de seiiales, y un circuito es él mismo un ejemplo de un sistema, el cual en este caso
responde a la aplicacién de voltajes y corrientes. Como otro ejemplo, cuando el conductor de
un automovil oprime el pedal del acelerador, el automévil responde aumentando la veloci-
dad del vehiculo. En este caso, el automévil es el sistema, la presién sobre el pedal del ace-
lerador es la entrada del sistema y la velocidad del automévil es la respuesta. Un programa
de computadora para el diagnéstico automatizado de electrocardiogramas puede ser visto
como un sistema cuya entrada es un electrocardiograma digitalizado que produce estima-
ciones de pardmetros tales como la frecuencia de las pulsaciones del corazén como salida.
Una cdmara es un sistema que recibe luz desde diferentes fuentes, asi como la luz reflejada
por los objetos, para producir una fotografia. Un brazo robot es un sistema cuyos movimien-
tos son la respuesta a entradas de control.

En los muchos contextos en los cuales surgen las sefiales y los sistemas, hay una diver-
sidad de problemas y cuestiones que son muy importantes. En algunos casos se nos presenta
un sistema especifico que nos interesa caracterizar con detalle para entender cémo respon-
dera a diversas .entradas. Algunos ejemplos podrian ser el andlisis de circuitos para cuan-
tificar su respuesta a diferentes fuentes de voltaje y de corriente, as{ como determinar las ca-
racteristicas de la respuesta de un avién tanto a los comandos del piloto como a las rachas de
viento.,

En otros problemas de anilisis de sefiales y sistemas, en lugar de analizar sistemas exis-
tentes, nuestro interés puede estar enfocado al disefio de sistemas para procesar sefiales en
formas particulares. Un contexto muy comun en el cual se presentan tales problemas es en el
disefio de sistemas para mejorar o restaurar sefiales que han sido degradadas de alguna
forma. Por ejemplo, cuando un piloto se estd comunicando con una torre de control de trafi-
co aéreo, la comunicacién puede verse degradada por el nivel de ruido dentro de la cabina
del avién. En éste y en muchos casos similares es posible disefiar sistemas que retendran la
sefial deseada, en este ejemplo la voz del piloto, y rechazardn (cuando menos con buena
aproximacién) la sefial no deseada, es decir, el ruido. Un conjunto similar de objetivos puede
encontrarse en el drea general de la restauracién y mejoramiento de imdgenes. Por ejemplo,
las imAgenes del espacio enviadas por sondas o por los satélites de observacion de la Tierra
por lo general representan versiones degradadas de las escenas reales debido a las limita-
ciones del equipo, a los efectos de la atmésfera y a errores en la transmisién de la sefial que
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envia las imdgenes hacia la Tierra. En consecuencia, las imdgenes recibidas del espacio son

_rutinariamente procesadas por sistemas para compensar algunas de estas degradaciones.
Ademds, dichas imdgenes a menudo son procesadas para resaltar ciertas caracteristicas,como
lineas (que corresponden por ejemplo a cauces de rios o a fallas geol6gicas) o fronteras regio-
nales en las cuales se presentan agudos contrastes en color o tono.

Ademds del realce y la restauracién, en muchas aplicaciones existe la necesidad de di-
sefiar sistemas para extraer de las sefiales piezas especificas de informacién. Estimar la fre-
cuencia de los latidos del corazén a partir de un electrocardiograma serfa un ejemplo. Otro
ejemplo se presenta en el pronéstico econémico. Podemos desear, por ejemplo, analizar la
historia de una serie de tiempo econdmica, tal vez un conjunto de promedios de la bolsa de
valores, para poder estimar tendencias y otras caracteristicas como variaciones estacionales
que pueden ser usadas en la prediccion del comportamiento futuro de la bolsa. En otras apli-
caciones, el interés puede orientarse al disefio de sefiales con propiedades particulares. En
especial, al usar sistemas de comunicacién se presta una considerable atencién al disefio de
sefiales que cumplan con los requerimientos y limitaciones para una transmisién exitosa. Por
ejemplo, la comunicacién de larga distancia a través de la atmésfera requiere el uso de
sefiales con frecuencias dentro de una parte especial del espectro eléctromagnético. El di-

“sefio de sefiales de comunicaciones debe tomar en cuenta también la necesidad de una recep-
cién confiable ante la presencia tanto de distorsién debida a la transmisién a través de la
atmdsfera como de interferencia de otras sefiales que estdn siendo transmitidas simultdnea-
mente por otros usuarios,

Otra clase de aplicaciones muy importantes en las cuales surgen los conceptos y técni-
cas de sefiales y sistemas son aquellas en las cuales deseamos modificar o controlar las ca-
racteristicas de un sistema dado, quiz4s a través de la seleccion de sefiales de entradas especi-
ficas o0 mediante la combinacion del sistema con otros sistemas. Un ejemplo de esta clase de
aplicaciones es el disefio de sistemas de control para regular plantas de procesamiento quimi-
co. Las plantas de este tipo estdn equipadas con una gran variedad de sensores que miden
seiiales fisicas como la temperatura, la humedad y la composicién quimica. El sistema de con-
trol en la planta debe responder a estas sefiales de los sensores ajustando cantidades tales
como velocidades de flujo y temperatura para poder regular el proceso quimico en curso. El
disefio de pilotos autométicos de aviones y sistemas de control por computadora representa
otro ejemplo. En este caso, el sistema de control del avién hace uso de sefiales que miden la
velocidad del avidn, su altitud y direccién para ajustar variables como la entrada de com-
bustible y la posici6én del timén y de los alerones. Estos ajustes se hacen para asegurar que el
avidn siga un curso especificado, para suavizar el viaje del avién y para mejorar su respuesta
a los comandos del piloto. Tanto en este caso como en el anterior, un concepto importante,
conocido como retroalimentacién, tiene un papel primordial, ya que las seiiales medidas son
alimentadas de nuevo y usadas para ajustar las caracteristicas de respuesta de los sistemas.

' Los ejemplos de los parrafos precedentes representan s6lo una parte de la extraordi-
nariamente amplia variedad de aplicaciones para los conceptos de las sefiales y sistemas. La
importancia de estos conceptos deriva no sélo de la diversidad de fen6menos y procesos den-
tro de los cuales se presentan, sino también de la coleccién de ideas, técnicas analiticas y
metodologfas que han sido y est4n siendo desarrolladas y usadas para resolver los problemas
que involucran las sefiales y sistemas. La historia de este desarrollo se extiende a lo largo de
muchos siglos y aunque la mayor parte de este trabajo fue motivado por aplicaciones especi-
ficas, muchas de estas ideas han demostrado tener una importancia central en problemas
dentro de una variedad ‘mucho mds grande de contextos que aquellos para los cuales se
desarrollaron originalmente. Por ejemplo, las herramientas del anélisis de Fourier, las cuales
constituyen la base del andlisis en el dominio de la frecuencia de sefiales y sistemas, y las
cuales desarrollaremos con bastante detalle en este libro, se pueden encontrar desde los
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problemas de astronomia estudiados por los antiguos babilonios hasta el desarrollo de la fisi-
ca matematica en los siglos xvm y xix.

En algunos de los ejemplos que hemos mencionado las sefiales varian continuamente
en el tiempo, mientras que en otros su evolucién es descrita sdlo en puntos discretos del tiem-
po. Por ejemplo, en el andlisis de circuitos eléctricos y de sistemas mecénicos las sefiales
varian de manera continua. Por otro lado, el promedio diario de la bolsa de valores es por su
propia naturaleza una sefial que evoluciona en puntos discretos del tiempo (es decir, al cierre
de cada dia). En lugar de una curva en funcién de una variable continua, el promedio diario de
la bolsa de valores es, por lo tanto, una secuencia de valores asociados con los instantes de tiem-
po discretos en los cuales es especificada. Esta distincién en la descripcién bdsica de la evolu-
cién de las seiiales y de los sistemas que responden o que procesan estas sefiales conduce natu-
ralmente a dos marcos de referencia paralelos para el andlisis de sefiales y sistemas, uno para
fenémenos y procesos que son descritos en el tiempo continuo y otro para aquellos que son
descritos en el tiempo discreto.

Los conceptos y las técnicas asociados tanto con las sefiales y los sistemas continuos
como con las sefiales y sistemas discretos tienen una historia muy rica y estdn conceptual-
mente muy relacionados. Histéricamente, sin embargo, debido a que en el pasado sus aplica-
ciones han sido suficientemente diferentes, se han estudiado y desarrollado en su mayor
parte de manera un tanto separada. Las sefiales y los sistemas continuos tienen raices muy
fuertes en problemas asociados con la fisica, y en el pasado reciente, con los circuitos eléctri-
cos y las comunicaciones. Las técnicas de sefiales y sistemas discretos tienen fuertes raices en
el andlisis numérico, la estadistica y el andlisis de las series de tiempo asociadas con aplica-
ciones como el andlisis de datos econémicos y demogréficos. En las tltimas décadas, sin
embargo, las disciplinas de sefiales y sistemas continuos y discretos se han entrelazado cada -
vez mis y sus aplicaciones se han interrelacionado en gran medida. El {mpetu principal para
esto proviene de los grandes avances en la tecnologfa para la construccién de sistemas y pa-
ra la generacion de sefiales. En especial, el continuo desarrollo de las computadoras digitales
de alta velocidad, de circuitos integrados y complejas técnicas para la fabricacién de disposi-
tivos de alta densidad ha hecho cada vez més ventajoso el considerar el procesamiento de
sefiales continuas representdndolas mediante muestras en el tiempo (es decir, convirtién-
dolas a sefiales discretas). Como un ejemplo, el sistema de control por computadora para un
avién moderno de alto desempefio digitaliza las salidas de los sensores como la velocidad del
vehiculo para estar en posibilidad de producir una secuencia de mediciones muestreadas que
son después procesadas por el sistema de control.

Debido a la creciente interrelacion entre sefiales y sistemas continuos y sefiales y siste-
mas discretos, y debido también a la estrecha relacién entre los conceptos y técnicas asociados
con cada uno, hemos decidido desarrollar en este texto los conceptos de sefiales y siste-
mas continuos y discretos en forma paralela. Dado que muchos de los conceptos son simi-
lares (pero no idénticos), al tratarlos en esta forma se puede combinar la intuicién y el
conocimiento, y por consiguiente tanto las similitudes como las diferencias entre ellos se
comprenden mejor. Ademds, como se hard evidente conforme se avance a lo largo del libro,
hay algunos conceptos que son intrinsecamente ms féciles de entender dentro de un marco
de referencia que dentro del otro pero, una vez entendidos, el conocimiento es transferido
con facilidad. Atin més, este tratamiento paralelo facilita grandemente nuestra compren-
si6n del importante contexto préctico en el cual se relnen el tiempo continuo y el tiempo
discreto, es decir, el muestreo de las sefiales continuas y su procesamiento usando sistemas dis-
cretos.

Como las hemos descrito hasta ahora, las nociones de sefiales y sistemas son conceptos
en extremo generales. A este nivel de generalidad, sin embargo, s6lo pueden hacerse las afir-
maciones mds vastas acerca de la naturaleza de las sefiales y los sistemas y sus propiedades
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pueden discutirse s6lo en los términos mds elementales. Por otro lado, una nocién funda-
mental y de gran importancia al tratar con sefiales y sistemas consiste en que, mediante la
cuidadosa seleccién de subclases, cada una con propiedades particulares que después pueden
ser explotadas, podemos analizar y caracterizar estas sefiales y estos sistemas con gran pro-
fundidad. El principal enfoque de este libro se centra en la clase particular de sistemas linea-
les invariantes en el tiempo. Las propiedades de linealidad e invariancia en el tiempo que
define a esta clase de sistemas conduce a un conjunto sobresaliente de conceptos y técnicas
que no sélo son de gran importancia prictica sino también manejables analiticamente y satis-
factorios desde el punto de vista intelectual.

Como hemos enfatizado en este prélogo, el andlisis de seiiales y sistemas tiene una
larga historia de la cual han surgido algunas técnicas bdsicas y principios fundamentales que
ofrecen 4reas de aplicacion amplisimas. En efecto, el anélisis de sefiales y sistemas evoluciona
y se desarrolla constantemente en respuesta a nuevos problemas, técnicas y oportunidades.
Esperamos que este desarrollo acelere su ritmo, ya que las tecnologias mejoradas hacen posi-
ble la construccién de sistemas y de técnicas de procesamiento de sefiales cada vez mas com-
plejos. En el futuro veremos cémo las herramientas y los conceptos de sefiales y sistemas son
usados en un niimero cada vez mayor de aplicaciones. Por estas razones sentimos que el tema
del andlisis de sefiales y sistemas representa un conjunto de conocimientos que es de impor-
tancia esencial para el cientifico y el ingeniero. Hemos seleccionado el conjunto de temas
presentados en este libro, la organizacién de su presentacion y los problemas de cada capitu-
lo de una manera que, consideramos, serd de gran ayuda para que el lector obtenga una sélida
base sobre los fundamentos del anélisis de sefiales y sistemas; para lograr entender algunas
de las muy importantes aplicaciones bésicas de estos fundamentos en problemas de filtra-
do, muestreo, comunicaciones y andlisis de sistemas retroalimentados, y para dominar un
enfoque poderoso y ampliamente aplicable en la formulacién y solucién deproblemas com-
plejos.



SENALES Y SISTEMAS

1.0 INTRODUCCION

Como se describié en el prélogo, las nociones intuitivas de sefiales y sistemas surgen de
una rica variedad de contextos. Ademds, como veremos ¢n este libro, hay un marco de refe-
rencia analitico —esto es, un lenguaje para describir sefiales y sistemas y un conjunto de
herramientas extremadamente poderoso para analizarlos— que se aplica de manera si-
milar a problemas en muchos campos. En este capitulo iniciamos el desarrollo del marco de
referencia analitico para sefiales y sistemas introduciendo la descripcién y representacion
matemdtica de €stos. En los capftulos subsecuentes nos valemos de estas bases para desa-
rrollar y describir conceptos y mélodos adicionales que incrementan de manera conside-
rable tanto la comprensién como la habilidad para analizar y resolver los problemas que
involucran sefiales y sistemas, los cuales surgen de una amplia gama de aplicaciones

1.1 SENALES CONTINUAS Y DISCRETAS

1.1.1 Ejemplos y representacion matematica

Las sefiales pueden describir una amplia variedad de fenémenos fisicos Aunque las
sefiales pueden representarse de muchas formas, en todos los casos la informacién en una
sefal estd contenida en un patrén de variaciones que presenta alguna forma determina-
da. Por ejemplo, considere ¢l circuito sencillo de la figura 1.1. En este caso, los patrones
que adopta la variacién en el tiempo de los voltajes de la fuente y del capacitor, v; y v,,
son ejemplos de sefiales. De manera similar, como se ilustra en la figura 1.2, las varia-
ciones en el tiempo de la fuerza aplicada (f) y la velocidad (v) resuftante del automdévil
son sefiales. Otro ejemplo podria ser el mecanismo vocal humano, €l cual produce el
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habla mediante la creacién de fluctuaciones en la presion actstica. La figura 1.3 ilustra el
registro de una sefial de voz obtenido mediante un micr6fono que detecta las variaciones

~ de la presién acustica, las cuales son convertidas de este modo en una sefial eléctrica.
Como se puede observar en la figura, los diferentes sonidos corresponden a diferentes
patrones en las variaciones de la presién actistica, y el sistema vocal humano produce un
discurso inteligible al generar secuencias particulares de esos patrones. Por otro lado,
para la foto monocromdtica que se muestra en la figura 1.4, lo que es importante es el
patrén de variaciones en la brillantez de la imagen.
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Figura 1.4 Una fotogralia
monacrematica.

Las sefales se representan matemadticamente como funciones con una o mds varia-
bles independientes. Por ejemplo, la sefial de una voz puede ser representada matemiti-
camente por la presion acustica como una funcidn del tiempo, y una imagen puede ser
representada por la brillantez como una funcion con dos variables cspaciales. En este
libro enfocaremos nuestra atencion en sefales que involucran una sofa variable indepen-
diente. Por conveniencia nos referiremos por lo general a la variable independiente como
el tiempo, aunque de hecho puede no representar al tiempo en ciertas aplicaciones
especificas. Por ejemplo, las sefales que representan variaciones de cantidades {isicas con
respecto a la profundidad. como densidad, porosidad vy resistividad eléctrica, son usadas
en geofisica para estudiar la estructura de la Tierra. Asimismo, el conocimienlo sobre las
variaciones que existen entre la altitud y la presién del aire, la temperatura y la velocidad
del viento ¢s extremadamente importante en las investigaciones mecteoroldgicas. La figu-
ra 1.5 muestra un ejemplo tipico del perfil vertical promedio anual del viento como una
funcién de la altura. Las variaciones de la velocidad del viento medidas con respecto a la
altura se usan para examinar los patrones meteorologicos, asi como las condiciones del
viento que puedan afectar a un avion durante la aproximacion final y el aterrizaje.

A 1odo lo largo del libro consideraremos dos tipos bdsicos de seinales: continuas y
discretas. En el caso de las sefiales continuas la variable independiente es continua, por lo
que estas seflales se definen para una sucesién continua de valores de la variable inde-
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Figura 1.5 Un perfil tipico
vertical anual def viento. (Adaptado
de Crawford y Hudson, National
Severe Storms Labaratory Report,
ESSA ERLTM-NSSL 48, agosto de
1970.)
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Figura 1.6 Ejemplo de una sefial discreta: el indice semanal Dow-Jones del mer-
cado de valores, del 5 de enero de 1929 al 4 de enero de 1930.

pendiente. Por otra parte, las sefiales discretas s6lo estdn definidas en tiempos discretos v,
en consecuencia, para estas sefiales la variable independiente toma solamente un conjun-
to discreto de valores. La sefial de una voz como una funcién del tiempo y la presién
atmosférica como una funcién de la altitud son ejemplos de sefiales continuas El indice
Dow Jones semanal del mercado de valores es un ejemplo de una sefial discreta, lo cual
se ilustra en la figura 1.6. Se pueden encontrar otros ejemplos de sefiales discretas en estu-
dios demogréficos en los cuales diversos atributos, como ingreso promedio, indice de
criminalidad o kilogramos de pescado capturado, son tabulados contra variables discretas
como tamafio de la familia, poblacién total o tipos de barcos pesqueros, respectivamente.

Para distinguir entre las sefiales continuas y las discretas usaremos el simbolo ¢ para
denotar la variable independiente continua y n para indicar la variable independiente dis-
creta. Ademds, para sefiales continuas encerraremos la variable independiente entre
paréntesis (), mientras que para seiiales discretas la encerraremos entre corchetes [-].
Con frecuencia también habr4 ocasiones en que serd 1itil representar las sefiales gréfica-
mente. En la figura 1.7 se muestran ejemplos de una seiial continua x(¢) y de una sefial
discreta x[n]. Es importante notar que la sefial discreta x[n] est4 definida sélo para va-
lores enteros de la variable independiente. Nuestra seleccién de la representacién grafi-
ca de x[n] enfatiza este hecho, y para hacerlo alin més notorio, en ocasiones nos referire-
mos a x[n] como una secuencia discreta.

Una sefial discreta x[n] puede representar un fenémeno para el cual la variable
independiente es intrinsecamente discreta. Sefiales como los datos demograficos son un
ejemplo de esto. Por otro lado, una clase muy importante de sefiales discretas surge del
muestreo de sefiales continuas. En este caso, la sefial discreta x[n] representa muestras
sucesivas de un fenémeno subyacente para el cual la variable independiente es continua.
Debido a su velocidad, capacidad de cémputo y flexibilidad, los procesadores digitales
modernos se usan para construir muchos sistemas précticos que comprenden desde pilo-
tos automaticos digitales hasta sistemas digitales de audio. Estos sistemas requieren del
uso de secuencias discreto que representan las versiones obtenidas como muestra de las
sefiales continuas —por ejemplo, posicién del avién, velocidad y rumbo para un piloto
automatico, 0 voz y musica para un sistema de audio—. También las imagenes en peri6di-
cos, 0 en este-libro para no ir més lejos, consisten en realidad en una malla muy fina de
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Figura 1.7 Representaciones graficas de (a) una sefial continua y (b) una
sefal discreta. .

puntos, y cada uno de estos puntos representa una muestra de la brillantez del punto co-
rrespondiente en la imagen original. Sin embargo, no importa cuil sea el origen de los
datos, la sefial x[n] estd definida solamente para valores enteros de n. No tiene sentido
referirse a la 34 muestra de una sefial digital de voz, asi como tampoco lo tiene el refe-
rirse al ingreso promedio de una familia que tiene 24 miembros.

A lo largo de la mayor parte de este libro trataremos las sefiales discretas y conti-
nuas por separado, pero en paralelo, de manera que podamos recurrir al conocimiento
obtenido en un dmbito para ayudar a entender el otro. En el capitulo 7 retomaremos el
tema del muestreo, y en ese contexto presentaremos de manera conjunta los conceptos
de tiempo continuo y tiempo discreto para examinar la relacién entre una sefial conti-
nua y una discreta obtenida por muestreo a partir de la primera.

1.1.2 Senales de energia y de potencia

A partir de los ejemplos proporcionados hasta ahora, vemos que las sefiales pueden re-

* presentar una amplia variedad de fenémenos. En muchas aplicaciones,-aunque no en
todas, las sefiales que examinamos estan directamente relacionadas con cantidades fisicas
que capturan potencia y energia de un sistema fisico. Por ejemplo, si v(¢) e i(t) son, respec-
tivamente, el voltaje y la corriente a través de un resistor con resistencia R, entonces la
potencia instantdnea es

p() = V(i) = V(). (1.1)
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La energia total gastada durante el intervalo de tiempo )y <t < p es

['tz L
p(tydt = J % V2(£)dt. 12)
Uy t,
y la potencia promedio durante este intervalo de tiempo es
[ b ' L
11 pydr=—1—| Lypar. 13)
tz_tl-”; t2-t1th

De manera similar, para el automévil ilustrado en la figura 1.2, la potencia instant4nea
disipada a través de la friccién es p(f) = bv(¢), por lo que podemos definir entonces la
energfa total y la potencia promedio en un intervalo de tiempo de la misma manera que
en las ecuaciones (1.2) y (1.3).

Con ejemplos fisicos sencillos como éstos a manera de mot1vac16n, resulta comun y
util usar como convencién una terminologia similar para potencia y energia para cual-
quier seiial continua x(¢) o para cualquier sefial discreta x[n]. Mds aiin, como veremos
pronto, con frecuencia encontraremos conveniente considerar sefiales que adoptan valo-
res complejos. En este caso, la energfa total en el intervalo de tiempo 1 =t < f; en una
seflal continua x(f) se define como '

F (O)ds (14)

donde Ix| denota la magnitud del ndmero x (posiblemente complejo). La potencia pro-
mediada en tiempo se obtiene dividiendo la ecuacién (1.4) entre la longitud, # — #,, del
intervalo de tiempo. De manera similar, la energfa total en una seiial discreta x[r] en el inter- -
valo de tiempo n; = n < n; se define como

S et 15)

y dividiéndola entre el niimero de puntos en el intervalo, n, — n1 + 1, se obtiene la poten-
cia promedio durante el intervalo. Es 1mportante recordar que los términos “potencia” y

“energfa” se usan aquf independientemente de si las cantidades de las ecuaciones (1.4) y (1.5)
estdn en verdad relacionadas con la energfa fisica.! No obstante, encontraremos conve-
mente usar estos términos de una manera general.

Ademds, en muchos sistemas estaremos interesados en examinar la potencia y la
energfa en sefiales sobre un intervalo de tiempo infinito, es decir, para —© < t < +® o
para —» < n < +. En estos casos, definimos la energfa total como los limites de las
ecuaciones (1.4) y (1.5) conforme el mterva]o de tiempo se incrementa sin limite. Esto es,
en tiempo continuo,

T +o
E. % Lim f [x(8)|2dt = f lx(#)|2dt, (1.6)
~T .
y entiempo discreto, )
+N +o ‘ ' ’
E.% lim > WrlR= > kinlP ' (1.7)
n=-—-N ' n=—w

1Aun si existiera esta relacidn, las ecuaciones (1.4) y (1.5) pueden tener las dimensiones y escalamientos
equivocados. Por ejemplo, comparando las ecuaciones (1.2) y (1.4), vemos que si x(7) representa el voltaje a
través de un resistor, entonces la ecuacién .(1.4) debe dividirse entre la resistencia (medida, por ejemplo, en
ohms) para obtener unidades de energfa fisica.
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Obsérvese que para algunas sefiales, la integral de la ecuacién (1.6) o la suma en la
ecuacién (1.7) pueden no converger —es decir, si x(f) o x[n] son iguales todo el tiempo a
un valor constante diferente de cero—. Estas sefiales tienen una energfa infinita, mien-
tras que las sefiales con E» <  tienen energia finita.

De una manera andloga, la potencia promedio en el tiempo en un intervalo infini-
to se define como

T
2 ym L 2
P. 11'-{2 2TJ_Tlx(t)l dt (1.8)
y 1 +N
A
P, = lim ——— 2 1.9
e DI 19

en tiempo continuo y tiempo discreto, respectivamente. Con estas definiciones, podemos

" identificar tres clases importantes de sefiales. La primera es la clase de sefiales con
energia total finita, es decir, aquellas sefiales para las cuales E. < «. Estas sefiales deben
tener potencia promedio cero, ya que en el caso. continuo, por ejemplo, vemos de la
ecuacién (1.8) que '

E.
P. = Jim >2= 0. (1.10)

Un ejemplo de una sefial de energia finita es la que tiene valor 1 para0<¢t=1yOen
cualquier otro caso. En este ejemplo Ex = 1y P« = 0.

Una segunda clase de sefiales son aquellas con potencia promedio finita P.. A par-
tir de lo que acabamos de observar, si P~ > 0, entonces, forzosamente, E- = . Esto, por
supuesto, tiene sentido, ya que si hay una energia promedio diferente de cero por unidad
de tiempo (es decir, potencia diferente de cero), entonces integrando o sumando ésta
sobre un intervalo de tiempo infinito se obtiene una cantidad infinita de energia. Por
ejemplo, la sefial constante x[n] = 4 tiene energfa infinita, pero la potencia promedio es
P.. = 16. También hay sefiales para las cuales ni P= ni E» son finitas. Un simple ejemplo
es la sefial x(¢) = t. Encontraremos otros ejemplos de sefiales en cada una de estas clases
en el resto de este y los siguientes capitulos.

1.2 TRANSFORMACIONES DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE

Un concepto central en el andlisis de sefiales y sistemas es el de la transformacién de una
sefial. Por ejemplo, en el sistema de control de un avidn, las sefiales correspondientes a las
acciones del piloto son transformadas mediante sistemas eléctricos y mecénicos en cam-
bios en el empuje del avi6n o en las posiciones de sus superficies de control,como el timén
o los alerones, los cuales a su vez son transformados a través de la dindmica y cinematica
del vehiculo en cambios de velocidad y direccién del avién. De la misma forma, en un sis-
tema de audio de alta fidelidad, una sefial de entrada que representa la musica grabada
en una cinta o en un disco compacto se modifica para enriquecer las caracterfsticas -
deseables, eliminar el ruido de la grabacién o balancear los diversos componentes de la
sefial (es decir, agudos y graves). En esta secci6n nos enfocaremos en una clase muy limi-
tada, pero importante, de transformaciones de sefiales elementales que involucran modi-
ficaciones sencillas de la variable independiente, es decir, el eje del tiempo. Como veremos
en esta seccién y en las subsecuentes de este capitulo, dichas transformaciones elemen-
tales nos permiten introducir varias propiedades bésicas de las sefiales y los sistemas En
los capitulos posteriores encontraremos que también juegan un importante papel en la
definicién y caracterizacion de clases de sistemas mucho mas ricas e importantes.
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1.2.1 Ejemplos de transformaciones de ia variable independiente

Un ejemplo simple y muy importante de transformacién de la variable independiente de
una sefial es un corrimiento de tiempo. En la figura 1.8 se ilustra un corrimiento discreto
en el cual tenemos dos seiiales x[n] y x[n — no] que son idénticas en forma pero estdn
desplazadas una con respecto a la otra. También encontraremos corrimientos continuos,
como se ilustra en la figura 1.9, en la cual x(¢r — ;) representa una versién de x(¢) retar-
dada (si 1 es positivo) o adelantada (si % es negativo). Las sefiales que estdn relacionadas
de esta forma se presentan en aplicaciones como el radar, el sonar y el procesamiento de
seflales sismicas, en las cuales varios receptores situados en diferentes localizaciones
detectan una sefial que est4 siendo transmitida a través de un cierto medio (agua, roca,
aire, etc.). En este caso, la diferencia en el tiempo de propagacién desde el punto de ori-
gen de la sefial transmitida a cualquier par de receptores tiene como resultado un corri-
miento de tiempo entre las sefiales obtenidas por los dos receptores.

Una segunda transformaci6n bésica del eje del tiempo es la inversion de tiempo. Por
ejemplo, como se ilustra en la figura 1.10, la sefial x[-n] se obtiene a partir de la sefial x[n]
mediante un reflejo respecto a n = 0 (es decir, invirtiendo la sefial). De manera similar,
como se ilustra en la figura 1.11, x(—f) se obtiene a partir de la sefial x(¢) mediante el refle-
jo de t = 0. Esto es, si x(¢) representa una sefial de audio grabada en una cinta, entonces
x(—t) es lamisma grabacién pero tocada en sentido contrario. Otra transformacion es la de
escalamiento de tiempo. En la figura 1.12 hemos ilustrado tres seiiales, x(f), x(2f) y x(¢/2), que
estan relacionadas por cambios lineales de escala en la variable independiente. Si pensamos
nuevamente en el ejemplo de x(f) como una grabacién en cinta, entonces x(2¢f) es la
grabacidn tacada al doble de la velocidad y x(#/2) es la grabaci6n tocada a media velocidad.

Con frecuencia resulta interesante determinar el efecto de transformar la varlable
independiente de una sefial x(f) determinada para obtener una sefial de la forma¥(af +
donde a y 8 son nimeros dados. Esta transformaci6n de la variable indepen l'enré’éon-
serva la forma de x(¢), excepto que la sefial resultante puede ser alargada linealmente si
la| < 1, comprimida linealmente si ja| > 1, invertida en tiempo si a < 0,y desplazada en
tiempo si B es diferente de cero. Esto se ilustra en los siguientes ejemplos.

x[n]

il
0 e

xfn~ng}

Figura 1.8 Sefiales discretas
relacionadas por un corrimiento de

: tiempo. En esta figura no > 0,
de manera que x[n — ng} es una
_ I ; I, .,tﬂn version atrasada de x[n} (es decir,

' qluut‘ n cada punto en x[n] ocurre mds
No tarde en x[n — ne)).
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x[nj -

: mm,w,rllolﬂ |

(@

x{—n}

» X(t-tg)

= “lphr.mﬂﬂﬂ

Figura 1.9 Sefiales continuas rela-
cionadas mediante un corrimiento de . : (b)
tiempo. En esta figura, & < 0, de manera
que x{t — b) es una version adelantada
de x() (es decir, cada punto en x(§)
ocurre con anticipacion en x{t — k)).

Figura 1.10 (a) Una sefial discreta x[n]; (b) su reflejo
x[—n] alrededor de n = 0.

xt)
x(t)
t
t
x(2t)
x(—9
t
x(t/2)
t
(b) ) ' ’ ' : . t

D Figura 1.12 Sefiales continuas
Figura 1.11 (a) Una sefial continua x(1); relacionadas mediante escalamiento de
(b) su reflejo x{—1) alrededor de t = 0. ~ tiempo.
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Nz Ejemplio 1.1

Dada la sefial x(f) mostrada en la figura 1.13(a), la sefial x(¢ + 1) corresponde a un ade-
BF lanto (corrimiento a la izquierda) por una unidad a lo largo del eje ¢ como se ilustra en la
W figura1.13(b). Especificamente, observamos que el valor de x(f) en t = 1, ocurre en x(t + 1)
! ent = t— 1. Por ejemplo, el valor de x(f) ent = 1 se encuentraenx(t + 1)ent=1—-1=0.
Asimismo, ya que x(f) es cero para t < 0, tenemos que x(¢ + 1) es cero parat < —1. De
igual manera, ya que x(t) es cero para t > 2, x(t + 1) es cero parat > 1.

x{

[

(a)

-

x(t+1)

(b)

1 x(—t+1)

(c)

x(31)

(d)

31+

-

-2/3 0 273
(o)

Figura 1.13 (a) La sefial continua x(f) que se usé en los ejemplos 1.1-1.3
para ilustrar las transformaciones de la variable independiente; (b) la sefial
desplazada en tiempo x(t + 1); (c) la sefial x{—¢ + 1) obtenida medlante un
corrimiento de tiempo y una inversion de tiempo; (d) la sefial x( 1) escalada en
tiempo y (e) la sefial x(zt + 1) obtenida mediante un cornmlento de tiempo y-
un escalamiento.
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Consideremos también la sefial x(—¢ + 1), la cual se puede obtener remplazando
tcon —ten x(t + 1). Esto es, x(—t + 1) es la versi6n invertida en tiempo de x(t + 1).
Entonces, x(—t + 1) se obtiene gréficamente al reflejar x(¢ + 1) alrededor del eje t como
se muestra en la figura 1.13(c).

Ejemplo 1.2

Dada la sefial x(¢) mostrada en la figura 1.13(a), 1a seiial x(4¢) corresponde a una com-
presién lineal de x(#) por un factor de$ como se ilustra en la figura 1.13(d). Especffica-
mente, notamos que el valor de x(t) en ¢t = & ocurre en x(3¢) en ¢ = §f. Por ejemplo, el
valor de x(f) en ¢t = 1 se encuentra en x(81) en ¢t =§(1) =§. Ademds, ya que x(¢) es cero
para t < 0, tenemos que x(#¢) es cero para ¢ < 0. De manera semejante, ya que x(¢) es
i cero para t > 2, x(2¢) también es cero para t > §.

Ejemplo 1.3

Suponga que' deseamos determinar el efecto que tendria transformar la variable inde-
pendiente de una sefial determinada, x(f), para obtener una sefial de la forma x(at + B),
donde a y 8 son nimeros dados. Una aproximacién sistem4tica para hacerlo consiste en
retardar o adelantar x(¢) de acuerdo con el valor de B8y después realizar el escalamien-
to de tiempo y/o la inversién de tiempo en la sefial resultante de acuerdo con el valor de
a. La sefial retardada o adelantada se alarga linealmente si la| < 1, se comprime lineal-
mente si [a| > 1y se invierte en tiempo si @ < 0.

Para ilustrar esta aproximacién, mostraremos c6mo se determina x(§¢ + 1) parala
sefial x(f) mostrada en la figura 1.13(a). Ya que 8 = 1, primero adelantamos (corrimien-
to a la izquierda) x(¢) una unidad como se muestra en la figura 1.13(b). Puesto que |a| =%,
¢ podemos comprimir en forma lineal la sefial desplazada de la figura 1.13(b) mediante un

¥ factor de § para obtener la sefial mostrada en la figura 1.13(e).

Ademais de su uso en la representacién de fenémenos fisicos como el corrimiento
de tiempo en una sefial de sonar y el adelanto o retroceso de una cinta de audio, las trans-
formaciones de la variable independiente son extremadamente ftiles en el anélisis de
sefiales y sistemas. En la seccién 1.6 y en el capftulo 2 usaremos transformaciones de la
variable independiente para introducir y analizar las propiedades de los sistemas. Estas
transformaciones también son unportantes para defimr y examinar algunas propiedades
importantes de las senales

1.2.2 Senales periodicas .

Un tipo importante de sefiales que encontraremos con frecuencia en todo el libro es la
clase de sefiales periédicas. Una seiial periédica continua x(t). tiene la caracteristica de
que hay un valor positivo T para e] cual

x(8) = x(¢ +T) (11M)

para todos los valores de t. En otras palabras, una sefial periédica-tiene la propiedad de
que no cambia paranncorrmucnm.d&uempo%En este caso decimos que x(f) es pe-
riédica con perzodo T. Las seiiales peri6dicas continuas surgen en una gran variedad de
contextos. Por ejemplo, como se ilustra en el problema 2.61, la respuesta natural de sis-
temas en los cuales se conserva la energia, como los circuitos LC ideales sin disipacién de
energfa resistiva y los sistemas mecanicos ideales sin pérdidas por friccién, son sefiales
periédicas y de hecho, estdn compuestas de algunas de las sefiales peri6dicas bdsicas que
presentaremos en la seccién 1.3.
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x(t)

NANAN

t  periddica continua.

En la figura 1. 14 se muestra un ejemplo de una sefial periddica continua. A partir
~dela flgura o de la ecuacién (1.11) podemos deducir ficilmente que si x(f) es periédica
~con penodo T, entonces x(f) = x(t + mT) para toda ¢ y para cualquier entero m. Por tanto,

x(f) también es peri6dica con periados 2T, 3T, 47, . . . El periodo fundamental T de x(?)
es el valor positivo més pequefio de T para el cual la ecuacién (1.11) se satisface. Esta
definicién del periodo fundamental es vélida excepto cuando x(t) es una constante En
este caso el periodo fundamental es indefinido ya que x(¢) es periédica para cualquier
valor de T (de manera que no hay un valor positivo mds pequefio). Una sefial x(f) que es
no periédica se conoce como una sefial aperiédica.

Las sefiales peri6dicas discretas son definidas de manera analégica. Especificamen-

te, una sefial discreta x[n} es periédica con periodo N, donde N es un entero positivo, si
no cambia con un cornm1ento de tlempo de N, es decir, si

x[n] = x[n +N] (1.12)

para todos los valores de n. Si la ecuacién (1.12) se satisface, entonces x[n} es también
periédica con periodos 2N, 3N, . . . El periodo fundamental Nq es el valor positivp mds
‘pequefio de N para el cual la ecuacién (1.12) se satisface. En la figura 1.15 se muestra un
ejemplo de una sefial periédica discreta con periodo fundamental N, = 3.

x[n}

sl | A .
[T T

N riédica discreta con periodo fun-
damental Ap = 3.

Ejemplo 1 4

Permitasenos mostrar el tipo de resolucién de problemas que se requiere para determi- L
nar si una sefial dada es o no es peri6dica. La sefial cuya periodicidad se desea verificar
est4 dada por ] '

{cos(t) sit<0 (1.13)
x(t) =

sen(f) sit=0"

¥ De la trigonometria sabemos que cos(t + 2m) = cos(?) y sen(t + 2m) = sen(t). Asf, con-

# siderandoat> 0y at < 0 por separado, vemos que x(f) se repite sobre cada intervalo
de longitud 2. Sin embargo, como se ilustra en la figura 1.16, x(f) también tiene una dis-
& continuidad en el origen del tiempo que no repite en ningtin otro momento. Puesto que
B cada caracterfstica en la forma de una sefial periédica debe repetirse periédicamente,
concluimos que la sefial x(¢) no es periédica.
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Figura 1.16 Lasefial x(f) considerada en el ejemplo 1.4.

1.2.3 Senales par e impar

Otro conjunto de propiedades ttiles de las sefiales est4 relacionado con la simetria que
presentan con la inversi6n de tiempo. Una seiial x(¢) o x[n] es conocida como una sefial
par si es idéntica a su contraparte invertida en el tlempo es decir, con su reflejo respecto
del origen. En tlempo continuo una sefal es pﬁr sicT

X=0=4@, | (1.14)

mientras que una sefial en tiempo discreto es par si
x[—n] = x[n]. (1.15)
A una seiial se le considera impar si
x(=9 = —x(t), (1.16)
x[—n] = —x[n). 117)

Una seiial impar debe ser necesariamente Oen t =007 = 0, ya que las ecuaciones (1.16)
. 'y (1.17)zequieren que x(0) = —x(0) y x[0] = —x[0]. En la figura 1.17 se muestran ejem-
. plos dersefiales par e impar continua. :

(a

x(t)

Figura 1.17 (a) Una sefial
B par continua; (b) una sefial impar
®) continua.
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X[n]= {1,"20
- 0,n<0
-—g—g-—‘l. 0123 n

N
1
B N v —3-2-1 ‘2 } I see . ’ .
..... oo I l I 0 273 ‘'n Figura 1.18 Eje_mplodeta
®, S descomposicién par e impar de una
2 sefial discreta.

Un hecho importante es que cualquier sefial se puede separar en la suma-de-dos
sefiales, una de las cuales es pary la-otra es impas. Para ver esto, considere la sefial

Y enk) =50 ¥ x-0) (L18)

la cual corresponde a la parte par de x(t). De manera sumlar, la parte impar de x(f) esté
dada por

Odix(t)} ='5 [x(8) - x(—t)]. (1.19)

Verificar que la parte par es de hecho par, que la parte impar es impar y que x(¢) es la
suma de las dos es un ejercicio simple. Definiciones exactamente andlogas son validas en
el caso de discreto. La figura 1.18 proporciona un ejemplo de la descomposicién par-impar
de una seiial discreta.

1.3 SENALES EXPONENCIALES Y SENOIDALES

En esta seccién y en la siguiente presentamos varias sefiales bdsicas continuas y discretas.
Estas sefiales no s6lo ocurren con frecuencia, sino que también sirven como bloques fun
damentales a partir de los cuales podemos construir muchas otras sefiales.
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1.3.1 Senales continuas exponencial compleja
y senoidai

La sefial continua exponencial compleja es de la forma y
x(t) = Cet, ' (1.20)

donde C y a son, en general, niimeros complejos. Dependiendo de los valores de estos
pardmetros, la exponencial compleja puede adoptar varias caracteristicas diferentes.

Seriales exponenciales reales
Como se ilustra en la figura 1.19, si C y a son reales [en cuyo caso x(t) se llama exponen-

cial real], bisicamente hay dos tipos de comportamiento. Si a es positiva, entonces con-
forme ¢ se incrementa x(f) es una exponencial creciente, una forma que se usa para
describir muchos procesos fisicos diferentes, incluyendo reacciones en cadena en explo-
siones atémicas y reacciones quimicas complejas. Si a es negativa, entonces x(¢) es una
exponencial decreciente, una sefial que también se utiliza para describir una amplia va-
riedad de fenémenos, entre los que se incluyen.los procesos de desintegracién radiactiva
y las respuestas de circuitos RC y de sistemas mecdnicos amortiguados. En particular,
como se muestra en los problemas 2.61 y 2.62, la respuesta natural del circuito de la figu-
ra 1.1 y del automévil en la figura 1.2 son exponenciales decrecientes. También notamos
que para a = 0, x(f) es constante.

x(®

\0

@

x(t)

C

\_ Figura 1.¥9 Exponencial

t  realcontinua M) = Ceat (a) a>0
by , by a<
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Seriales periodicas exponencial compleja y senoidal

Una segunda clase de exponenciales complejas de importancia se obtiene conszderango

el campo puramente 1mag1nano Especificamente considere que 0
x(f) = e/, (1.21)

Una propiedad importante de esta sefial consiste en que es periddica. Para verificar lo
anterior, recordamos de la ecuacién (1.11) que x(¢) serd periédica con periodo T si

got = efot +T), , (1.22)
.0, puesto que
efot + T) = ejog efanT,
se desprende que, para ;1ue sea periddica, debemos tener -

el = 1. . (1.23)

Si wy = 0, entonces x(¢) = 1, la cual es perlédlca para cualquier valor de T.Siawp # 0,
entonces el periodo fundamental Ty de x(r) [es decir, el valor positivo mds pequefio de T
para el cual la‘ecuacion (1.23) se cumple] es

2

T0=m.

(1.24)

De esta forma, las sefiales e/ y e~joo tienen el mismo periodo fundamental.
Una sefial relacionada en forma muy estrecha con la exponencial periddica com-
pleja es la sefial senoidal -

x(f) = A cos(wot + ¢), (1.25)

como se ilustra en la figura 1.20. Puesto que las unidades de ¢ son los segundos, las de ¢
y wo son radianes y radianes por segundo, respectivamente. También es comiin escribir
wy = 21 fo donde fotiene como unidades los ciclos por segundo, o hertz (Hz). Al igual que
la sefial exponencial compleja, la sefial senoidal también es peri6dica con periodo funda-
mental To dado por la ecuaci6n (1.24). Las sefiales senoidal y exponencial compleja tam-

x(t) = A cos (wgt + ¢)

1 —
A+ g

Acosd)}

Figura 1.20 Seiial senmdal
continua.
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bién se usan para describir las caracteristicas de muchos procesos fisicos,—en particular
los sistemas fisicos en los cuales se conserva la energia—. Por ejemplo, como se muestra en’
el problema 2.61, la respuesta natural de un circuito LC es senoidal, como lo es el
movimiento arménico simple de un sistema mecédnico que consiste en una masa conecta-
da mediante un resorte a un soporte estacionario. Las variaciones de presién actistica que
corresponden a una sola nota musical son también senoidales.

Usando la relacién de Euler,2 la exponencial compleja en la ecuacién (1.21) se
puede escribir en términos de sefiales senoidales con el mismo periodo fundamental:

eiod = cos wot + j sen . (1.26)

De manera similar, la sefial senoidal de la gcuacién (1.25) puede escribirse en términos de
exponenmales complejas periédicas, una vez mas con el mismo periodo fundamental:

A cos(ant + ¢) = 4ez¢ezwor + Leiveion, (1.27)

Observe que las dos exponenciales en la ecuacién (1.27) tienen amplitudes complejas. De
manera alternativa, podemos expresar una senoide en términos de la sefial exponencial
compleja como

A cos(axt + ¢) = AReleilw + 9}, (1.28)

en donde, si ¢ es un niimero complejo, Re{c} denota su parte real. También usaremos la
notacién 9mic| para la parte imaginaria de c, de manera que, por ejemplo,

A sen(wot + ¢) = AImleiwt + ¢)), (1.29)

De la ecuacién (1.24) vemos que el periodo fundamental 7o de una sefial senoidal
continua o una exponencial compleja periGdica es inversamente proporcional a |ax|, a la
cual nos referiremos como la frecuencia fundamental. En la figura 1.21 vemos gréafica-
mente lo que esto significa. Si disminuimos la magnitud de ay, se reduce la velocidad de
oscilacién y por tanto se incrementa el periodo. Exactamente los efectos contrarios ocu-
rren si incrementamos la magnitud de wo. Considere ahora wy = 0. En este caso, como
mencionamos anteriormente, x(f) es constante y por tanto es peridédica con periodo T
para cualquier valor positivo de T. Entonces, el periodo fundamental de una seiial cons-
tante es indefinido. Por otra parte, no hay ambigiiedad al determinar que la frecuencia
fundamental de una sefial constante sea cero. Esto es, una sefial constante tiene una
velocidad de oscilacién igual a cero.

Las sefiales periédicas —y, en particular, la sefial peridédica exponencial compleja de
la ecuacién (1.21) y la sefial senoidal de la ecuacién (1.25)— proporcionan ejemplos
importantes de sefiales con energia total infinita pero potencia promedio finita. Por ejem-
plo, considere la sefial peri6dica exponencial de la ecuacién (1.21) y suponga que calcu-
lamos la energia total y la potencia promedio en esta sefial en un periodo:

T, 2
Eperiodo = f le""o‘l dt
0

z (1.30)
= J 1-dt =Ty,

0

2Tanto la relacién de Euler como otras ideas bésicas relacionadas con la manipulacién de nimeros com-
plejos y exponenciales son examinadas en la seccién de revisién matemética de los problemas al final del capftulo.
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x¢(t) = cos w,t

CAAMAAD

Xo{t) = cos wot

Figura 1.21 Relacién entre la
frecuencia fundamental y el periodo
para sefiales senoidales continuas;
© . aqui @1 > w2 > ws, l0 cual implica
quehi<h<h.

1 .
Pperiodo = TOEperiodo =1. (1.31)

Ya que hay un nimero infinito de periodos conforme ¢ varia de —« a +x, la energia total
integrada en todo tiempo es infinita. Sin embargo, cada periodo de la sefial parece exac-
tamente el mismo. Puesto que la potencia promedio de la sefial es igual a 1 en cada periodo,
al hacer el promedio en los miltiples periodos siempre conduce a una potencia pro-
medio de 1. Es decir, la sefial peri6dica exponencial compleja tiene una potencia promedic
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finita igual a

T
- i L ot 275 —
P = lim ZTJ_T|dwo [°dt = 1. (1.32)

El problema 1.3 proporciona ejemplos adicionales de cdlculos de energia y potencia para
sefiales periédicas y aperiédicas.

Las exponenciales periédicas complejas juegan un papel fundamental en gran parte
del andlisis de sefiales y sistemas, en parte debido a que sirven como una base extremada-
mente qtil para muchas otras sefiales. Con frecuencia encontraremos provechoso conside-
rar conjuntos de exponenciales complejas relacionadas arménicamente —esto es, conjuntos
de exponenciales periddicas, las cuales son periédicas con un periodo comin 7o. Especi-
ficamente, una condicién necesaria para que una exponencial compleja ¢/ sea periddica
con periodo Ty es que

ol = 1, (1.33)
lo cual implica que w7 sea un miltiplo de 27, es decir, |
wTy = 27k, k=0,%1,%2,.... (1.34)
Por tanto, si definimos
_2m
@ =T (1.35)

veremos que, para satisfacer la ecuacién (1.34), » debe ser un mdltiplo entero de wo. En
otras palabras, un conjunto de exponenciales complejas relacionadas arménicamente es
un conjunto de exponenciales periddicas con frecuencias fundamentales que son todas
multiplos de una sola frecuencia positiva wo:

O(t) = ek, k=0,x1,%2,.... (1.36)

Para k = 0, ¢«(f) es una constante, mientras que para cualquier otro valor de k, ¢«(f) es
periédica con frecuencia fundamental |k|wo y periodo fundamental

2m _ T (137)
|klwo |kl

La késima arménica ¢«(f) es también periédica con periodo Ty, ya que atraviesa exacta-
mente |k| de sus periodos fundamentales durante cualquier intervalo de tiempo de longi-
tud To.

Nuestro uso del término “arménica” es congruente con su uso en mdsica, donde se
refiere a tonos que resultan de variaciones en la presion acistica a frecuencias que son
multiplos enteros de una frecuencia fundamental. Por ejemplo, el patrén de vibraciones
de una cuerda en un instrumento como el violin se describe como una superposicién
—es decir, una suma ponderada— de exponenciales periddicas relacionadas armoénica-
mente. En el capitulo 3 veremos que se puede construir una clase muy rica de sefiales pe-
ribdicas usando las seiiales relacionadas armdnicamente de la ecuacién (1.36) como blo-
ques fundamentales.

Ejemplo 1.5

Algunas veces resulta conveniente expresar la suma de dos exponenciales complejas
como el producto de una sola exponencial compleja y una sola senoide. Por ejemplo,
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g suponga que deseamos dibujar la magnitud de la sefial
x(2) =/e2t + e, (1.38)

| Para lograrlo, primero factorizamos una exponencial compleja a partir del miembro
derecho de la ecuacién (1.38), donde la frecuencia de este factor exponencial es el prome-
¥ dio de las frecuencias de las dos exponenciales en la suma. Haciendo esto obtenemos

x(H) = efZ.St(e—jO.S + eiO.St), (1.39)
lo cual, mediante la relacién de Euler, podemos rescribir como

x(f) = 2el25t cos(0.5¢). (1.40)

e 1

T

A partir de esta ecuacién se puede obtener difectamente una expresién para la magni-
g tud de x(z):

|x(8)| = 2|c0s(0.§t)|. _ (1.41)

Aquf hemos aprovechado el hecho de que la magnitud de la exponencial compleja e/2-5¢
es swmpre unitaria. Entonces, [x(?)| se conoce comiinmente como una senoide rectifi-
cada de onda completa, como se muestra en la figura 1.22.

ix(®)
2

L ] I ]
0 2m 4 6w 8 t

Flgura 1.22 La senoidél rectificada en onda completa del ejemplo 1.5.

Sefiales exponenciales complejas generales

El caso més general de una exponencial compleja se puede expresar e interpretar en tér-
minos de los dos casos que hemos examinado hasta ahora: 1a exponencial real y la expo-
nencial periédica compleja. Especificamente, considere una exponencial compleja Ce#,
donde C se expresa en forma polar y a en forma rectangular. Esto es,

= [Clei®
y
a=r+ jwo.
Entonces
Ceat = |Clei e + ot = |Clert el +6), (142)

Usando la relacién de Euler podemos expandir ésta atin més de la siguiente forma:

Cea = |Cler cos(wot + ) + j|Cle sen(awot + 6). (1.43)
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Asi, para r = 0 las partes real e imaginaria de una exponencial compleja son senoidales.

. Para r > 0 estas sefiales corresponden a senoidales multiplicadas por una exponencial
creciente, y para r < 0 corresponden a sefiales senoidales multiplicadas por una expo-
nencial decreciente. Ambos casos se muestran en la figura 1.23. Las lineas punteadas en
la figura corresponden a las funciones *|Cle™. Gracias a la ecuacién (1.42) podemos ver
que |Cle es la magnitud de la exponencial compleja. De este modo, las curvas punteadas
actiian como una envolvente de la curva oscilatoria de la figura en la que los picos de las
oscilaciones apenas tocan estas curvas, y de esta manera la envolvente nos proporciona
una manera conveniente de visualizar la tendencia general de la amplitud de las oscila-
ciones.

x(t) -

Figura 1.23 (a) Sefial senoidal
creciente x(f) = Cef c0s (wot + 6),
r> 0; (b) senoidal decreciente

x(f) = Cetcos (wot + 6), r<0.

®)

Las sefiales senoidales multiplicadas por las exponenciales decrecientes se conocen
cominmente como senoides amortiguadas. Ejemplos de tales sefiales surgen en la res-
puesta de circuitos RLC y en sistemas mecédnicos que contienen tanto fuerzas de amor-
tiguamiento como de restauracion, un ejemplo de lo cual se encuentra en los sistemas de
suspensién automotriz. Estas clases de sistemas tienen mecanismos que disipan energia
(resistores, fuerzas de amortiguamiento como es la friccién) con oscilaciones que decaen
con el tiempo. En los problemas 2.61 y 2.62 se encuentran ejemplos que ilustran estos sis-
temas y su respuesta natural senoidal amortiguada.

1.3.2 Seiiales discretas exponencial compleja y senoldal

Aligual que en tiempo continuo, una sefial muy importante en tiempo discreto es la sefial
o secuencia exponencial compleja, definida por

x[n] = Ca, (1.44)
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donde Cy a son, en general, nimeros complejos. Esto puede expresarse de forma alter-
na como

x[n] = Cefn, (1.45)
donde
a = eb,

Aunque la forma de la secuencia exponencial compleja discreta mostrada en la ecuacién
(1.45) es més andloga a la forma continua de la exponencial, con frecuencia conviene més
expresar la secuencia exponencial compleja de discreta en la forma de la ecuacién (1.44).

Seiiales exponenciales reales

Si Cy a son reales, podemos tener uno de varios tipos de comportamiento, como se ilus-
tra en la figura 1.24. Si |a| > 1, la magnitud de la sefial crece exponencialmente con 7,
mientras que si |a| < 1, tenemos una exponencial decreciente. Més aiin, si a es positiva,
todos los valores de Ca” son del mismo signo, pero si a es negativa, entonces el signo de
x[n] se alterna. Observe también que si @ = 1, entonces x[n] es una constante, mientras
que si a = —1, el valor de x[n] se alterna entre +C y —C. Las exponenciales discretas
reales son usadas a menudo para describir el crecimiento poblacional como una funcién
de la generacién, y el rendimiento total de las inversiones como una funcién del dia, del
mes o del trimestre.

Senales senoidales

Otra exponencial compleja importante se obtiene usando la expresion dada en la ecua-
cién (1.45) y forzando a que B sea puramente imaginaria (de manera que |a| = 1). Especi-
ficamente, considere

x[n] = e, (1.46)
Como en el caso continuo, esta sefial esté relacionada en forma muy estrecha con la sefial
senoidal
x[n] = A cos(won + ¢). (147)
Si tomamos a n como adimensional, entonces las unidades de ap y ¢ son radianes. Tres
ejemplos de secuencias senoidales se muestran en la figura 1.25.

Como antes, la relacién de Euler nos permite relacionar las exponenciales comple-
jas y las senoidales:

efor = cos won + j sen won (1.48)
y
A .. A . .
A cos(axn + @) = 7d¢ el + Se o e~fonn, (1.49)

Las sefiales de las ecuaciones (1.46) y (1.47) son ejemplos de sefiales discretas con energia
total infinita pero potencia promedio finita. Por ejemplo, ya que |e/#| = 1, cada muestra
de la sefial en la ecuacién (1.46) contribuye con 1 a la energia de la sefial. Entonces, la
energfa total para —® < n < « es infinita, en tanto que la potencia promedio por punto
de tiempo es obviamente igual a 1. En el problema 1.3 se presentan otros ejemplos de
célculos de energia y potencia para sefiales discretas.
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Figura 1.24 Sefial expo-
nencial real x[n] = Ca™
@a>1(b)0<a<t,;

) -1<a<0(d)a<-1.
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x[n] = cos (2wn/12)

{a)

x[n] = cos (87n/31)

R
Bl

n

®)

x[n] = cos (n/6)

Rl “““]ml

Figura 1.25 Sefales senoidales discretas.

Seriales exponenciales complejas generales

La exponencial compleja general discreta se puede escribir e interpretar en términos de
sefiales exponenciales reales y senoidales. Especificamente, si escribimos C y a en forma
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polar, a saber, -

C = |Clef®
y
a = |ajge,
entonces
Can = |C||a|? cos(won + 8) + j|Cllaj” sen(won + 6). (1.50)

Por tanto, para |a| = 1, las partes real e imaginaria de una secuencia exponencial com-

‘ pleja son senoidales. Para ja|] < 1 ellas-corresponden a secuencias senoidales multipli-
cadas por una exponencial decreciente, y para |a| > 1 corresponden a secuencias senoidales
multiplicadas por una exponencial creciente. Ejemplos de estas sefiales se muestran en la
figura 1.26. : '

Figura 1.26 (a) Sefiales senoidales crecientes discretas;
{b) senoidal decreciente discreta.

1.3.3 Propledades de periodicidad de exponenciales discretas

Asi como existen muchas similitudes entre las sefiales continuas y las discretas, también
hay importantes diferencias. Una de éstas concierne a la sefial exponencial discreta ejev.
En la seccién 1.3.1 identificamos las siguientes dos propiedades de su contraparte con-
tinua e/« (1) mientras mis grande sea la magnitud de wy, mayor seré la velocidad de
oscilaci6én de la sefial, y (2) e/ es periédica para cualquier valor de wo. En esta seccién
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describiremos las versiones discretas de ambas propiedades y, como veremos mds ade-
lante, hay diferencias precisas entre cada una de éstas y su contraparte continua.

El hecho de que la version discreta de 1a primera propiedad sea diferente de la pro-
piedad continua es una consecuencia directa de otra distincién extremadamente importante
entre las exponenciales complejas discretas y las continuas. Especificamente, considere la
exponencial compleja discreta con frecuencia wo + 2

ey +2mn = ¢2m gjuy = efun, (1.51)

De la ecuacién (1.51) vemos que la exponencial con frecuencia wo + 27 es la misma que
aquella con frecuencia wy. De esta manera tenemos una situacién muy diferente al caso
continuo, en el cual las sefiales e/ son todas distintas para distintos valores de wy. En el
caso discreto, estas sefiales no son distintas, ya que la sefial con frecuencia wy es idéntica
a las seifiales con frecuencias wo * 27, ax * 47y las que les siguen. Por tanto, al conside-
rar las exponenciales complejas, necesitamos tomar en cuenta solamente un intervalo de
frecuencia de longitud 27 dentro del cual se escoge an. Aunque de acuerdo con la ecua-
cién (1.51), cualquier intervalo de longitud 27 serd adecuado, en la mayoria de las oca-
siones usaremos el intervalo 0 < wy < 27 o el intervalo —7 < wy < 7.

Debido a la periodicidad que implica la ecuacién (1.51), la sefial ef* no tiene un
incremento continuo en la velocidad de oscilacién conforme ax se incrementa en magni-
tud. Por el contrario, como se ilustra en la figura 1.27, conforme incrementamos wp a par-
tir de 0, obtenemos sefiales que oscilan cada vez mds rapido hasta que alcanzamos wy = .
Conforme continuamos incrementando wo disminuimos la velocidad de oscilacién hasta
alcanzar e = 2, la cual produce la misma secuencia constante que wp = 0. Por tanto,
las exponenciales discretas de baja frecuencia (esto es, que varia lentamente) tienen valo-
res de ay cerca de 0, 27 o cualquier otro miiltiplo par de s, mientras que las de alta fre-
cuencia (correspondientes a variaciones rapidas) se localizan cerca de wp = * oy otros
muiltiplos impares de . Observe en particular que para wp = 7 0 cualquier otro muilti-
plo impar de ,

em = (em) = (-1)", (1.52)
de manera que esta sefial oscila rdpidamente, cambiando de signo en cada punto de tiem-
po [como se ilustra en la figura 1.27(e)].

La segunda propiedad que deseamos considerar concierne a la periodicidad de la

exponencial discreta compleja. Para que la sefial e/® sea periédica con periodo N > 0,
debemos tener

gofn + N) = giog, (1.53)
0, de manera équivalente,
egoN =1, (1.54)

Para que la ecuacién (1.54) se cumpla, weN debe ser un miiltiplo de 2. Esto es, debe
haber un entero m tal que

woN = 27m, ‘ (1.55)
o equivalentemente

23

(1.56)

yi§
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De aé}jerdo con la ecuacién (1.56), la sefial ef@ es periédica si wy/27 es un nimero
racional y es no periédica en otras circunstancias. Estas mismas observaciones también
son vélidas para sefiales senoidales discretas. Por ejemplo, las sefiales representadas en la
figura 1.25(a) y (b) son peti6dicas, mientras que la sefial en la figura 1.25(c) no lo es.

Usando los célculos que acabamos de hacer, podemos determinar también el perio-
do y la frecuencia fundamentales de las exponenciales complejas discretas, donde defini-
mos la freciiencia fundamental de una sefial periddica discreta en la misma forma en que
lo hicimos para una continua. Esto es, si x[n] es periédica con periodo fundamental N, su
frecuencia fundamental es 27/N. Considere entonces una exponencial compleja peri6di-
ca x[n] = @ con wy # 0. Como acabamos de ver, wo debe satisfacer la ecuaci6n (1.56)
para algun par de enteros m y N, con N > 0. En el problema 1.35 se muestra que si wp # 0
ysiNym no tienen factores en comtin, entonces el periodo fundamental de x[n] es N.
Valiéndonos de este hecho junto con la ecuacién (1.56), encontramos que la frecuencia
fundamental de la sefial periédica efos es

2w _ o
5= (1.57)

Observe que el periodo fundamental también se puede escribir como
N=m (2") : (1.58)
wo

. Estas dos dltimas expresiones de nuevo difieren de su contraparte continua. En la
tabla 1.1 hemos resumido algunas de las diferencias entre la sefial continua e/o¢ y la sefial
discreta ef@n, Observe que, al igual que en el caso continuo, la sefial discreta que resulta
de hacer ay = ( tiene una frecuencia fundamental de cero y su periodo fundamental es

indefinido.

'I'ABLA 1.1 Comparacion de seﬁales gonty gienn,

elont ’ ' : elonn

Seflales distintas para distintos valores de ay ~ Seilales idénticas para valores de wyp
separados por miltiplo de 27

-

Periédica para cualquier eleccién de o - Peri6dica sélo si wy = 277m/N para algunos enteros N > 0y m.
Frecuencia fundamental wy : Frecuencia fundamental* wy/m
Periodo fun.damental Periodo fundamental*

wy = 0: indefinido ay = 0: indefinido

w # 0:2 - um%O:m(?;’f)

* Supone que m y N no tienen ningun factor en comiin.

- Para obtener un conocimiento adicional sobre estas propiedades, consideremos de
nuevo las sefiales ilustradas en la figura 1.25. Primero, considere la secuencia x[n] =
cos(2mm/12), mostrada en la figura 1.25(a), la cual puede tomarse como un conjunto de
muestras de la senoidal continua x(¢) = cos(27#/12) en puntos enteros de tiempo. En este
caso, x(f) es periédica con periodo fundamental 12 y x[n] también es peridica con perio-
do fundamental 12. Es decir, los valores de x[n] se repiten cada 12 puntos, exactamente
en multiplos con el periodo fundamental de x(¢).

e A A R £ e
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En contraste con lo anterior, considere la sefial x{n] = cos(87/31) mostrada en la figu-
ra 1.25(b), la cual se ve como el conjunto de muestras de x(f) = cos(8m/31) en puntos
enteros de tiempo. En este caso, x(f) es periédica con periodo fundamental 31/4. Por otro
lado, x[n] es periddica con periodo fundamental de 31.La razén de esta diferencia es que la
sefial discreta esta definida s6lo para valores enteros de la variable independiente. Entonces,
no hay muestras en el tiempo ¢ = 31/4, cuando x(f) completa un periodo (empezando en
t = 0). De manera similar, no hay muestraen¢ = 2 - 31/4 o en t = 3 - 31/4, cuando x(f) ha
completado dos o tres periodos, pero hay una muestra en ¢t = 4 - 31/4 = 31, cuando
x(¢) ha completado cuatro periodos. Esto se puede observar en la figura 1.25(b), donde el
patrén de valores de x[n] no se repite con cada ciclo individual de valores positivos o nega-
tivos. Por el contrario, el patrén se repite después de cuatro ciclos, es decir, cada 31 puntos.

.. De manera semejante, la sefial x[n] = cos(n/6) puede verse como el conjunto de
muestras de la sefial x(f) = cos(#/6) en puntos enteros de tiempo. En este caso, los valores
de x(f) en puntos enteros de muestras nunca se repiten, ya que estos puntos muestra
nunca corresponden a un intervalo que sea exactamente un multiplo del periodo, 127, de
x(¢). Entonces, x[] nunca és periédica, aunque €l ojo, al interpolar visualmente entre los
puntos muestra, sugiera una envolvente de x(¢), la cual es periédica. El uso de los con-
ceptos de muestreo para reforzar el concepto ‘de periodicidad de secuencias senoidales
discretas se explora con mayor profundidad en el problema 1.36.

Ejemplo 1.6

Suponga que deseamos determinar el periodo fundamental de la sefial discreta
x[n] = &@m3n + fGuid)n, (1.59)

La primera exponencial del lado derecho de la ecuacién (1.59) tiene un periodo funda-
mental de 3. Mientras que esto se puede verificar con la ecuacién (1.58), hay una forma
mas simple de obtener esa respuesta. De manera particular, observe que el dngulo
(27/3)n del primer término se debe incrementar por un miiltiplo de 2+ para que los va-
lores de esta exponencial se repitan. Vemos entonces que si n se incrementa por 3, el dngu-
lo se incrementara por un solo miltiplo de 27. Con respecto al segundo término, vemos
que al incrementar el dngulo (37/4)n por 27 requeririamos que 7 se incrémentara en 8/3,
lo cual es imposible, ya que n estd limitado a ser entero. De manera similar, al incre-
mentar el 4ngulo en 47 requeririamos un incremento no entero de 16/3 para n. Sin
embargo, al incrementar el 4ngulo en 647 se requiere que # se incremente a 8, y entonces
el periodo fundamental del segundo término es 8.

Ahora, para que la sefial completa x[n] se repita, cada término de la ecuacién
(1.59) debe pasar por un nimero entero de su propio periodo fundamental. El incre-
mento mds pequefio de n para llevar esto a cabo es 24. Es decir, en un intervalo de 24
puntos, el primer término del lado derecho de la ecuacién (1.59) habra pasado a través
de ocho de sus periodos fundamentales, el segundo término a través de tres de sus perio-
dos fundamentales y la sefial completa x{n] habré pasado exactamente a través de uno
de sus periodos fundamentales.

Aligual que en el caso continuo, en el andlisis de sefiales y sistemas discretos también
es importante considerar conjuntos de exponenciales periddicas relacionadas arménica-
mente (esto es, exponenciales peri6dicas con periodo comin N). De la ecuacién (1.56) sabe-
mos que éstas son precisamente las sefiales cuyas frecuencias son multiplos de 27/N. Esto es,

oi[n] = ek@TNIn K =0,%1,. ... (1.60)
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niwi - o - En el caso continuo todas las exponenciales complejas relacionadas arménicamente
g ke k= 0, 1, %2, etc., son distintas. Sin embargo, debido a la ecuacién (1.51), éste
2l noesel caso en tiempo discreto. Especificamente,

S . , Sranln] = eile+N)@mNN

" (1.61)

"‘5 EUBIA i = k(QmwN)ngj2m — ¢k[n].

IO Esto implica que solamente hay N exponenciales periddicas distintas en el conjunto dado
v o enla-ecuacién (1.60). Por ejemplo,

goln] = 1, @uln] = ePmN, goln] = efmiN, . . gy _i[n] = 27N - DuN  (162)

son todas distintas, y cualqmer otra di[n] es idéntica a una de éstas (por ejemplo, pa{n] =
¢oln]y ¢-1[n] = ¢n-1ln)).

T

LBy e

,1,4 MS FUNCIONES IMPULSO UNITARIO Y ESCALON UNITARIO

En esta seccién presentamos otras sefiales bés1cas —especificamente, las funciones im-
pulso unitario y escalén unitario continuas y discretas— que son de importancia consi-
derable en el andlisis de seflales y sistemas. En el capftulo 2 veremos c6mo se pueden usar
las sefiales impulso unitario como bloques fundamentales bésicos para la construccién y
representacién de otras seilales. Empezaremos con el caso discreto.

1.4.1 Las secuenclas discretas impulso unitario y escalon unitario

Una de las sefiales discretas mds sunples es el impulso unitario (o muestra unitaria), la
cual se define como

| 0, n#0
8n] = [ (1.63)

1, n=0

y estd representada en la figura 1.28. En adelante, a todo lo largo del libro nos referire-
‘ f""&u mos a §[n] indistintamente como impulso unitario o muestra unitaria.

w,

S[n]

- 1 :
. .o o | 00660600 . Flgura 1.28 |mpulso unitario

0 , n  discreto (muestra).

Una segunda sefial discreta bésica es el escalén unitario discreto, sefialada como
u[n] y definida por :

uln] = {(1) : : g . » (1.64)

La secuencia escal6n unitario se muestra en la figura 1.29.
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ufn]
1
Figura 1.29 Secuencia escal6n
0 N unitario discreto.
Intervalo de la sumatoria

"""""" ! 3[m)

[

]

[
M’—O—I—v—ﬁ—w——v—v_

n 0 m

8[m |
0 n M Figura 1.30 Suma consecutiva de
(b) la ecuacion (1.66): (a) n < 0; (b) n> 0.

Existe una relacién muy cercana entre el impulso unitario y el escalén unitario dis-
_creto. De manera particular, el impulso unitario discreto es la primera diferencia del
escalén discreto

g 8[n] = u[n] — u[n—1]. (1.65)

Y alainversa, el escalén uniéio discreto es la sumatoria de la muestra unitaria. Esto es,
) n

Culnl= > olm, (1.66)

lo cual se ilustra en la figura 1.30. Ya que el dnico valor diferente de cero de la muestra
unitaria est4 en el punto en el cual su argumento es cero, vemos, a partir de la figura, que
la sumatoria en la ecuacién (1.66) es 0 para n < 0y 1 para n = 0. Adem4s, cambiando la
variable de la sumatoria de m a k = n — m en la ecuacién (1.66), encontramos que el
escalén unitario discreto también se puede escribir en términos de la muestra unitaria
como

0
uln] = > 8ln - k],
k==
o de manera equivalente,

ufn] = i&[n — K. (1.67)
k=0
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Intervalo de la sumatoria

B
3[n—K] T TR
n 0 k

M Flgura 1.31 Re|aci6n dada en |a

ecuacion (1.67): (@) n< 0; (b) n> 0.

La ecuacién (1.67) se ilustra en la figura 1.31. En este caso el valor diferente de cero de
8[n— k] se encuentra en el valor de k igual a n, por lo cual nuevamente vemos que la
sumatoria en la ecuacién (1.67) esOparan <0y 1 paran = 0.

Una interpretacién de la ecuacién (1.67) es semejante a la superposicién de impul-
sos retrasados; es decir, la ecuacién se puede ver como la suma de un impulso unitario
8[n] en n = 0, un impulso unitario é(n— 1] enn = 1,y otro, §[n— 2] ,en n = 2, etc. En el
capitulo 2 haremos un uso explicito de esta interpretacién.

La secuencia iinpulso unitario se puede utilizar para obtener muestras del valor de
una sefial en n = 0. En particular, ya que 8[n] es diferente de cero (e igual a 1) sélo para
n = 0, se desprende que

" x[n]é[n] = x[0]6[n]. (1.68)

De manera més general, si consideramos un impulso unitario 8{n — no] en n = no, en-
tonces

x[n)8[n ~ nmo] = x[no)é[n — ng). (1.69)

Esta propiedad de muestreo del impulso unitario juéga un papel central en los capitulos
2y17.

1.4.2 Las funciones continuas escalén
unitario e impulso unitario

La funcién escalén unitario u(t) continua se define de manera similar a su contraparte
discreta. Especificamente

0, t<0 .
H=41" , 1.70
u() {1, t>0 ( )

como se muestra en la figura 1.32. Observe que el escalén unitario es discontinuoen t = 0.
La funcién impulso unitario 8(f) continua esta relacionada con el escalén unitario de
manera andloga a la relacién que existe entre las funciones discretas impulso unitario y
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u(t)

Figura 1.32 Funci6n escalén
o t  ynitario continuo.

escalén unitario. En particular, el escalén unitario continuo es la integral continua del
impulso unitario

um=Jtaﬂm; 1.71)

-

Lo anterior también sugiere una relacién entre () y u(f) anéloga a la expresién para 8[n]
en la ecuacién (1.65). En particular, a partir de la ecuacién (1.71) vemos que el impulso
unitario continuo puede obtenerse de la primera derivada del escalén unitario continuo:

am=%9 | 1.72)

En contraste con el caso discreto, esta ecuacién presenta cierta dificultad formal
como representacién de la funcién impulso unitario, ya que u(f) es discontinua en t = 0
y, en consecuencia, formalmente no es diferenciable. Sin embargo, podemos interpretar la
ecuacién (1.72) al considerar una aproximacién del escalén unitario ua(z), como se mues-
tra en la figura 1.33, la cual se eleva del valor 0 al valor 1 en un corto intervalo de tiem-
po de longitud A. Por supuesto, el escalén unitario cambia de valor instantdneamente y
entonces puede considerarse como una idealizacién tan corta de ua(f) para A que su
duracién no es significativa para propésitos pricticos. De manera formal, u(f) es el limite
de ua(?) conforme A — 0. Consideremos ahora la derivada

dua(t
aa(r) = 220 .73)
como se muestra en la figura 1.34.
UA(t) '
3,
1= 1
. A
] /
0 A t 0 A t A
[
Figura 1.33 Aproximacion continua al Figura 1.34 Derivada de ﬁf’ ’

escal6n unitario ua(8). ua(B). i
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3@) k 8(t)
k

0 t 0 t

Figura 1.35 Impulso Figura 1.36 Impulso
unitario continuo. escalado.

Observe que 8a(f) es un pulso corto de duracién A y con un area unitaria para
cualquier valor de A. A medida que A — 0, 8a(¢) se vuelve m4s angosto y més alto, mante-
niendo su 4rea unitaria. Su forma limite,

&) = lim a(t), (1.74)

puede considerarse como una idealizacién del pulso corto 8a(¢) conforme la duracién A
se vuelve insignificante. De hecho, ya que 8(¢) no tiene duracién sino 4rea, para mostrar-
la adoptamos la notacién gréifica de la figura 1.35, donde la flecha en ¢ = ( indica que el
drea del pulso est4 concentrada en ¢ = 0 y la altura de la flecha asi como el “1” a un lado
de la misma se usan para representar el drea del impulso. De manera més general un
impulso escalado k5(¢) tendré un 4rea k, y entonces

Jt k&(n)dr = ku(r).

La figura 1.36 muestra un impulso escalado con érea k, donde se busc6 que la altura
de la flecha utilizada para representar el impulso escalado fuera proporcional al 4rea del
impulso.

Al igual que en tiempo discreto, podemos proporcionar una interpretacién grafica
sencilla de la integral continua de la ecuacién (1.71); esto se muestra en la figura 1.37. Ya
que el 4rea del impulso unitario continuo 8(7) estd concentrada en 7 = 0, vemos que la
integral continua es 0 para ¢t < 0 y 1 para ¢ > 0. También observamos que la relacién en
la ecuacion (1.71) entre el escalon y el impulso unitario continuos puede rescribirse en for-
ma diferente, andloga a la forma discreta de la ecuacién (1.67), cambiando la variable de
integracibSnde raoc=t— 7

t 0
u(?) =J 8(7')d7'=J 8(t — o)(—do),

@

o, en forma equivalente,
u(t) = J &(t — d)do. (1.75)
0

La interpretacién grifica de esta forma de relacién entre u(f) y 8(f) se muestra en
la figura 1.38. Puesto que en este caso el drea de 6(t — o) estd concentrada en el punto
o = t,de nuevo vemos que la integral en la ecuacién (1.75) es O parat <0y 1 parat> 0.
Este tipo de interpretacion gréfica del comportamiento del impulso unitario dentro de
una integracion serd extremadamente fitil en el capitulo 2.
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Intervalo de integracién Intervalo de integracién
e emmeeo -, dt—a) -
! 8(7)
l
t‘ 0 T t 0 o
@ (a)
Intervalo deA integraciéon ‘ Intervalo de integracion
5r) : 18“-0‘)
0 t T 0 t o
{b) (b)
Figura 1.37 Integral continua dada en la Figura 1.38 Relacion dada en la ecuacion
ecuacién (1.71): (@) t < 0; (b) t > 0. (1.75): (@) t< 0; (b) t> 0.

Al igual que con el impulso discreto, el impulso continuo tiene una propiedad de
muestreo muy importante. En particular, por diversas razones, serd importante conside-

- rar el producto de un impulso y funciones x(¢) continuas bien definidas. La interpretacién

dé esta cantidad se desarrolla con mayor facilidad usando la definicién de 8(¢) de acuer-
do con la ecuacién (1.74). Especificamente, considere

xi(t) = x(£)8a(2).

‘En la figura 1.39(a) hemos dibujado las dos funciones de tiempo x(¢) y 8a(¢), y en la figu-
ra 1.39(b) observamos una vista ampliada de la porcién diferente de cero del producto de
ambas. Por construccién, xi(¢) es cero fuera del intervalo 0 < ¢ < A. Para A es suficiente-
mente pequeiia de manera que x(¢) sea aproximadamente constante sobre este intervalo,

x(2)8a(t) = x(0)8a(2).
Ya que 8(7) es el limite a medida que A — 0 de (), tendremos que
x(8)8(t) = x(0)8(2). (1.76)

Empleando el mismo argumento, tenemos una expresién andloga para un impulso con-

centrado en un punto arbitrario, digamos #. Es decir, ;

]

x(£)8 (t — 1) = x(t)5(t — to).
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3,0
_/\_/ X(t)

0A t ‘

@
3,0
x{0)
Figura 1.39 El producto

0 A 1 X(Déa(f:(a) graficas de ambas fun-
o ciones; (b) vista ampliada de la parte
®) diferente de cero de su producto.

Aunque nuestro andlisis del impulso unitario en esta seccién ha sido algo informal,
nos proporciona un conocimiento intuitivo importante acerca de esta sefial que nos serd
de gran utilidad en todo el libro. El impulso unitario, como hemos expresado, debe verse
como una idealizacién. Como ilustraremos y presentaremos con mds detalle en la seccién
2.5, cualquier sistema fisico real tiene algo de inercia asociada con él y entonces no
responde instantineamente a las entradas. En consecuencia, si un pulso de duracién lo
suficientemente corta se aplica a esos sistemas, la respuesta del sistema no ser4 influen-
ciada de forma perceptible por la duracién del pulso o por los detalles de la forma del
pulso. En cambio, la principal caracteristica del pulso que realmente importar4 es el efec-
to neto integrado del pulso, es decir, su 4rea. Para sistemas que responden mucho mis
rapido que otros, el pulso tendré que ser de duracién mucho mds corta antes de que los
detalles de la forma del pulso o su duracién pierdan importancia. No obstante, para
cualquier sistema fisico, siempre se puede encontrar un pulso que sea “suficientemente
corto”. Por tanto, el impulso unitario es una idealizacién de este concepto —el pulso que
es bastante corto para cualquier sistema—. Como veremos en el capitulo 2, la respuesta
de un sistema a este pulso idealizado juega un papel crucial en el anlisis de sistemas y
sefiales, y en el proceso de desarrollo y comprensién de este papel, ofreceremos un
conocimiento adicional sobre la sefial idealizada.3

3El pulso unitario y otras funciones relacionadas (las cuales a menudo son llamadas funciones singulares)
han sido ampliamente estudiadas en el campo de las matemadticas bajo los nombres alternativos de funciones
generalizadas y teoria de distribuciones. Para un andlisis mas profundo de este tema vea Distribution Theory and
Transform Analysis, de A.H. Zemanian (Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1965), Generalized
Functions, de R.F. Hoskins (Nueva York: Halsted Press, 1979), o un texto mas avanzado, Fourier Analysis and
Generalized Functions, de M.J. Lighthill (Nueva York: Cambridge University Press, 1958). Nuestro analisis de
las funciones singulares en la secci6n 2.5 esta estrechamente relacionada en espiritu a la teorfa matemadtica
descrita en estos textos, por lo cual proporciona una introduccién informal a los conceptos que sustentan estos
tépicos en matemdticas asf como un andlisis de las propiedades basicas de estas funciones que usaremos en nues-
tro estudio de las sefiales y los sistemas.
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Ejemplo 1.7

%25 Considere la seiial discontinua x(f) representada en la figura 1.40(a). Debido a la
- relacién que existe entre el impulso unitario y el escalén unitario continuo, se puede
calcular y graficar facilmente la derivada de esta sefial. Especificamente, la derivada de x(r)
resulta ser claramente 0, excepto cuando se presentan discontinuidades. En el caso del
escaldn unitario, hemos visto [ecuacién (1.72)] que la diferenciacién da lugar a un impul-
so unitario localizado en el punto de discontinuidad. Ademds, al multiplicar ambos
miembros de la ecuacién (1.72) por cualquier nimero k, vemos que la derivada de un
escal6n unitario con una discontinuidad de tamafio X origina un impulso de 4rea & en el
punto de la discontinuidad. Esta regla también se cumple para cualquier otra sefial con
un salto discontinuo, como x(¢) en la figura 1.40(a). En consecuencia, podemos dibujar
su derivada %(f), como en la figura 1.40(b), donde un impulso se coloca en cada discon-
tinuidad de x(¢), con 4rea igual al tamafio de la discontinuidad. Observe, por ejemplo,
que la discontinuidad en x(¢) en ¢ = 2 tiene un valor de —3, de manera que un impulso
escalado por ~3 se localiza en ¢ = 2 en la sefial x(f).

x(t)

2 —
1 pr————
2 3 (@
} )
C e t
—1
x(t)
ol ,
1
2 3 b
1 T4 t )
-1}
_2 .
._3 —
—I|ntervalo de integracion
/oF
1
! 2 3 ©
=1 -l c
t ‘i - ' 3 T
-1
_2 -
._3 -

Figura 1.40 (a) La sefial discontinua x(f) analizada en el ejemplo 1.7; (b)
su derivada x(#); (c) dibujo de la recuperacion de x(f) como la integral continua
de x(f), ilustrada para un valor de tentre Oy 1.
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Como una verificacién de nuestro resultado, veamos c6mo se recupera x(¢) a par-
tir de x(¢). De manera especifica, ya que x(¢) y x(¢) son cero para t = 0, s6lo necesitamos
verificar para ¢t > 0,

t
x(t) = j x(r)dr. 1.77)
0

Como se ilustra en la figura 1.40(c), para ¢ < 1 la integral del lado derecho de la ecuacién
(1.77) es cero, ya que ninguno de los impulsos que constituyen ax(¢) estdn dentro del inter-
valo de integracién. Para 1 < ¢t < 2, el primer impulso (localizado en ¢ = 1) es el dnico
dentro del intervalo de integracién, y entonces la integral en la ecuacién (1.77) es igual
a 2, el drea de este impulso. Para 2 < ¢ < 4, los dos impulsos iniciales estdn dentro del
intervalo de integracion, y 1a integral acumula la suma de las dos 4reas, esto es,2 — 3 =
—1. Finalmente, para ¢ > 4, los tres impulsos estdn dentro del intervalo de integracién,
de manera que la integral es igual a la suma de las tres dreas, es decir,2 — 3 + 2 = +1.
El resultado es exactamente la sefial x(¢) representada en la figura 1.40(a).

1.5 SISTEMAS CONTINUOS Y DISCRETOS

Los sistemas fisicos, en su sentido mds amplio, son una interconexién de componentes,
dispositivos o subsistemas. En contextos que van del procesamiento de sefiales y comu-
nicaciones a motores electromecanicos, vehiculos automotores y plantas de procesos
quimicos, un sisterna puede considerarse como un proceso en €l cual las sefiales de entra-
da son transformadas por el sistema o provocan que éste responda de alguna forma, lo
que da como resultado otras sefiales como salidas. Por ejemplo, un sistema de alta fideli-
dad toma una seiial de audio grabada y genera una reproduccién de dicha sefial. Si el sis-
tema de alta fidelidad tiene controles de tono, podemos cambiar la calidad en el matiz de
la seiial reproducida. De manera similar, el circuito de la figura 1.1 puede verse como un
sistema con voltaje de entrada v,(¢) y voltaje de salida v.(¢), mientras que el automévil de
la figura 1.2 puede considerarse como un sistema cuya entrada es igual a la fuerza f(t) y
cuya salida es igual a la velocidad v(?) del vehiculo. Un sistema de mejoramiento de ima-
gen transforma una imagen de entrada en una imagen de salida que posee algunas pro-
piedades deseadas, como es un mejor contraste.

Un sistema continuo es aquel en el cual las sefiales continuas de entrada son trans-
formadas en sefiales continuas de salida. Tales sistemas serdn representados graficamente
como en la figura 1.41(a), donde x(t) es la entrada y y(¢) es la salida. En forma alterna,
con frecuencia representaremos la relacién entrada-salida de un sistema continuo me-
diante la notacién .

x(8) = y(1). (1.78)
Sistema
x(®) continuo y®
@
Al oty 0
Figura 1.41 (a) Sistema con-

(b) tinuo; (b) sistema discreto.



Seccién 1.5 Sistemas continuos y discretos 39

De manera semejante, un sistema discreto, esto es, uno que transforma entradas de tiem-
po discreto en salidas de tiempo discreto, se ilustrard como se muestra en la figura 1.41(b)
y serd representado simbdlicamente como

x[n] = y[n]. (1.79)

En casi todo este libro trataremos por separado, pero en paralelo, los sistemas discreto y
los sistemas continuo. En el capitulo 7 presentaremos conjuntamente los sistemas con-
tinuos y los discreto a través del concepto de muestreo, ademds de que desarrollaremos
algunas ideas referentes al uso de sistemas discreto para procesar sefiales continuas que
han sido tomadas como muestra.

1.5.1 Ejemplos sencillos de sistemas

Una de las motivaciones m4s importantes para el desarrollo de herramientas generales
para el andlisis y disefio de sistemas es que los sistemas que provienen de aplicaciones
muy diferentes tienen descripciones matematicas muy similares. Para ilustrar esto, empe-
cemos con unos e¢jemplos sencillos.

Ejemplo 1.8

&% Considere el circuito RC descrito mediante la figura 1.1. Si consideramos a v,(t) como.
la sefial de entrada y a v.(f) como la sefial de salida, entonces podemos valernos del
andlisis bdsico de circuitos para deducir una ecuacién que describa la relacién entre la
entrada y la salida. Especificamente, a partir de la ley de Ohm, la corriente i(f) a través
del resistor es proporcional (con constante de proporcionalidad 1/R) a la caida de volta-
_je a través del resistor, esto es

i = L vl - velt) (1.80)

De manera similar, usando la definicién de la relacién bdsica para un capacitor, po-
demos relacionar i(#) con la razén de cambio con el tiempo del voltaje a través del capa-
citor:

i(t)y=C . 181
i) = = (181)
Igualando los miembros derechos de las ecuaciones (1.80) y (1.81), obtenemos una

ecuacién diferencial que describe la relacion entre la entrada vy(?) y la salida v.(f):

dvc(t)

” c(t) = vs(t) (1.82)

Ejemplo 1.9

Examine la figura 1.2, en la cual consideramos la fuerza f{r) como la entrada y la veloci-
dad v(f) como la salida. Si establecemos que m es la masa del automévil y mpv la
resistencia debida a la friccion, entonces la ecuacion de la aceleracién —es decir, la deri-
vada de la velocidad con respecto al tiempo— con la fuerza neta dividida entre la masa,
obtenemos

20 - L 171 - po(o), (183)
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es decir,

O e n=1 g, (1.84)
dt m
Al examinar y comparar las ecuaciones (1.82) y (1.84) en los ejemplos anteriores,
vemos que las relaciones entrada-salida “capturadas” en estas dos ecuaciones, para estos
dos sistemas fisicos muy diferentes, son béasicamente las mismas. En particular, ambos
ejemplos corresponden a ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, de la forma

dy ( ay@ | ay(t) = bx(), (1.85)

donde x(¢) es la entrada, y(f) es la salida y a y b son constantes. Este es un ejemplo muy
sencillo del hecho de que, si desarrollamos métodos para analizar clases generales de sis-
temas como las representadas mediante la ecuaci6n (1.85), Seremos capaces de usarlos en
una amplia variedad de aplicaciones.

Ejemplo 1.10

¥ Como un ejemplo simple de un sistema discreto, considere un modelo sencillo para el
balance de una cuenta de banco de un mes a otro. Especificamente, si y[n] denota el ba-
lance al final del mes n; y suponemos que y[n] varfa de un mes a otro de acuerdo con la
B ecuacibn

y[n] = 1.01y[n — 1] +rx[i1], (1.86)
| 0, de manera equivalente,
y[n] — 1.01y[n — 1] = x[n}, (1.87)

donde x[n] representa el dep6sito neto {es decir, el dep6sito menos los retiros) durante
el mes 7'y el término 1.01y[n—1] representa el hecho de que acumulamos 1% de interés
de cada mes.

EJempio 1.11

Como un segundo ejemplo, considere una simulacion digital de la ecuacién diferencial
en la ecuacién (1.84) en la cual despejamos el tiempo en intervalos discretos de longitud
Ay aproximamos la derivada dv(f)/dt a t = nA mediante la primera diferencia, es decir,

v(nd) - v((n — 1)A)
A

En este caso, si hacemos v[n] = v(nA) y f[n] = f(nA), obtenemos el siguiente modelo
discreto que relaciona las sefiales f[n] y v[n] obtenidas mediante muestreo:

) - = ein - 1) =

i + pA) —————(m+pA)f[n]- (1.88)

Comparando las ecuaciones (1.87) y (1.88) vemos que son ejemplos de la misma
ecuacién general lineal de diferencias de primer orden:

y[n] + ayln — 1] = bxfn]. ©(1.89)
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Como muestran los ejemplos anteriores, las descripciones matemadticas de sistemas
a partir de una amplia variedad de aplicaciones a menudo tienen muchas caracteristicas
en comun, y es este hecho el que proporciona una gran motivacién para el desarrollo de
herramientas ampliamente aplicables al analisis de sefales y sistemas. La clave para lle-
varlo a cabo en forma exitosa es identificar las clases de sistemas que tienen dos impor-
tantes caracteristicas: (1) los sistemas de esta clase tienen propiedades y estructuras que
podemos explotar para obtener conocimientos sobre su comportamiento y desarrollar
herramientas efectivas para su anilisis, y (2) muchos sistemas de importancia préctica
pueden modelarse en forma exacta usando sistemas de esta clase. Es en la primera de
estas caracteristicas en la que se enfoca la mayor parte de este libro, pues desarrollamos
herramientas para una clase particular de sistemas conocida como sistemas lineales e
invariantes en el tiempo. En la siguiente seccién comenzaremos a hablar sobre las propie-
dades que caracterizan a esta clase, asi como otras propiedades muy importantes de los
sistemas bdsicos.

La segunda caracteristica mencionada en el parrafo anterior resulta de importancia
obvia para que cualquier técnica de anélisis de sistemas tenga valor en la practica. Es un
hecho bien fundamentado que una amplia variedad de sistemas fisicos (incluyendo los de
los ejemplos 1.8-1.10) pueden modelarse dentro de la clase de sistemas en que nos enfo-
camos en este libro. Sin embargo, un punto critico es que cualquier modelo usado para
describir o analizar un sistema fisico representa una idealizacién de dicho sistema, y por
ello cualquier anélisis que resulte serd s6lo tan bueno como el modelo mismo. Por ejem-
plo, el modelo lineal simple de un resistor en la ecuacién (1.80) y el de un capacitor en la
“ecuacién (1.81) son idealizaciones. No obstante, estas idealizaciones son bastante precisas
para resistores y capacitores reales en muchas aplicaciones, y asi, el anélisis que hace uso
de dichas idealizaciones proporciona resultados y conclusiones iitiles, siempre y cuando
los voltajes y corrientes se mantengan dentro de las condiciones de operacién bajo las
cuales estos modelos lineales simples sean validos. De manera similar, el uso de una
fuerza retardante lineal para representar los efectos de la friccién en la ecuacién (1.83)
es una aproximacién dentro de una escala de validez. En consecuencia, aunque no estu-
diaremos este tema en el libro, es importante recordar que un componente esencial de la
prictica de la ingenierfa en el uso de los métodos que desarrollamos aqui, consiste en
identificar el alcance que pueda tener la validez de las suposiciones que se han conver-
tido en'un modelo-y asegurarse de que cualquier andlisis o disefio basado en ese modelo
no contradiga dichas suposiciones.

1.5.2 Interconexiones de sistemas

Una idea importante que usaremos en todo el libro es el concepto de interconexién de sis-
temas. Muchos sistemas reales estdn construidos como interconexiones de varios subsiste-
mas. Un ejemplo de ello es un sistema de audio, el cual involucra la interconexién de un
receptor de radio, un reproductor de discos compactos o de cintas de audio con un ampli-
ficador y una o mds bocinas. Otro ejemplo consiste en una aeronave controlada digital-
mente, la cual es una interconexién de la aeronave, descrita por sus ecuaciones de
movimiento y las fuerzas aerodindmicas que la afectan; los sensores, los cuales miden las
diversas variables de la aeronave como las aceleraciones, los porcentajes de rotacién y el
rumbo; un piloto automitico digital, que responde a las variables medidas y a entradas
comandadas por el piloto (es decir, curso deseado, altitud y velocidad); y los actuadores
de la aeronave, los cuales responden a entradas proporcionadas por el piloto automético
para usar las superficies bajo control de la aeronave (timon, estabilizadores y alerones) para
cambiar las fuerzas aerodindmicas sobre la nave. Viendo estos sistemas como una inter-
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Figura 1.42 Interconexion de dos sistemas: (a) interconexidn en serie (cascada);
(b) interconexi6n en paralelo; (c) interconexion en serie-paralelo.

conexién de sus componentes, podemos usar nuestro conocimiento de los sistemas de
componentes y la forma en que estdn interconectados con el fin de analizar la operacién
y comportamiento del sistema completo. Ademds, al describir un sistema en términos de
una interconexién de subsistemas mds simples, podremos, de hecho, ser capaces de definir
métodos titiles para sintetizar sistemas complejos a partir de bloques fundamentales bési-
cos mds simples. _

Asi como una persona puede construir toda una variedad de interconexiones de sis-
temas, con frecuencia nos encontraremos con algunas que son bdasicas. Una interconexion
en serie o en cascada de dos sistemas se ilustra en la figura 1.42(a). Los diagramas como
éste se conocen como diagramas de bloque. Aqui la salida del sistema 1 es la entrada del
sistema 2, y el sistema completo transforma una entrada al procesarla primero por el sis-
tema 1 y posteriormente por el sistema 2. Un ejemplo de una interconexién en serie es
un receptor de radio seguido por un amplificador. De manera similar, se puede definir una
interconexién en serie de tres o mds sistemas.

En la figura 1.42(b) se ilustra una interconexién en paralelo de dos sistemas. En éste
la misma sefial de entrada se aplica a los sistemas 1 y 2. El simbolo “®” en la figura deno-
ta adicién, de manera que la salida de la interconexién en paralelo es la suma de las sali-
das de los sistemas 1 y 2. Un ejemplo de una interconexién en paralelo es un sistema sim-
ple de audio con varios micréfonos que alimentan a un solo sistema de amplificador y
bocina. Ademas de la interconexién en paralelo sencilla de la figura 1.42(b), se pueden
definir interconexiones de dos o més sistemas, y podemos combinar ambas intercone-
xiones, cascada y paralelo, para obtener una interconexién mas complicada. Un ejemplo
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de este tipo de interconexién se muestra en la figura 1.42(c).4

Otro tipo importante de interconexion de sistemas es la interconexion de retroali-
mentacion, cuyo ejemplo se ilustra en la figura 1.43. Aqui, la salida del sistema 1 es la en-
trada del sistema 2, mientras que la salida del sistema 2 se retroalimenta y se suma a la entra-
da externa para producir una entrada real al sistema 1. Los sistemas retroalimentados
aparecen en una amplia variedad de aplicaciones. Por ejemplo, un regulador de velocidad
de un automévil detecta la velocidad del vehiculo y ajusta el flujo del combustible para
mantener la velocidad al nivel deseado. De manera similar, una aeronave controlada de
forma digital se concibe mas naturalmente como un sistema retroalimentado en el cual
las diferencias entre la velocidad real y la deseada, la direccién o la altitud son retroali-
mentadas al piloto automético para corregir esas discrepancias. Los circuitos eléctricos
con frecuencia también son vistos en forma 1til como si tuvieran varias interconexiones

~ retroalimentadas. Como un ejemplo, considere el circuito representado en la figura

1.44(a). Como se indica en la figura 1.44(b), este sistema se puede ver como la inter-
conexién retroalimentada de los dos elementos del circuito.

is () 1 ip (t)1

Ot T

R

1]
(@]
AMA
vy

R apacit:
+ ~ iy @ Capacitor

4

v(t)=%f_; iy () dr

> V(t)

‘ ip () Resistor

) =0

A

Figura 1.44 (a) Circuito eléctrico
sencillo; (b) diagrama de bloque en el
cual el circuito se muestra como la
interconexién con retroalimentacién
de dos elementos del circuito.

4En ocasiones también usaremos el simbolo ® en nuestra representacién gréfica de sistemas para deno-
tar la operacién de multiplicacién de dos seiiales (véase, por ejemplo, la figura 4.26).
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1.6 PROPIEDADES BASICAS DE LOS SISTEMAS

En esta seccién presentamos y analizamos una gran variedad de propiedades basicas de
los sistemas continuos y discretos. Estas propiedades tienen tanto interpretaciones fisicas
importantes como descripciones matemaéticas relativamente simples cuando se utiliza el
lenguaje de seiiales y sistemas que hemos empezado a desarrollar.

1.6.1 Sistemas con y sin memoria

Se dice que un sistema es sin memoria si su salida para cada valor de la variable inde-
pendiente en un tiempo dado depende solamente de la entrada en ese mismo t1empo Por.
ejemplo, el sistema especificado por la relacién

yln] = (2x{n] — 22[n])? (1.90)

es sin memoria, ya que el valor de y[n] en cualquier instante de tiempo no depende tan
s6lo del valor de x[n] en ese mismo instante. De manera similar, un resistor es un sistema
sin memoria; con la entrada x(f) tomada como la corriente y considerando el voltaje
como la salida y(¢), la relacién entrada-salida de un resistor es -

¥(0) = Rx(¢), (1.91)

donde R es la resistencia. Un sistema sin memoria particularmente simple es el sistema
de identidad, cuya salida es idéntica a su entrada. Es decir, la relacién entrada-salida para
el sistema de identidad continuo es

() = x(e))
y larelacién discreta correspondiente es
« y[n] = X[nL
Un ejemplo de un sistema discreto con memoria es un acumulador o-sumador
n

inl = > i, (192)

k=—o
y un segundo ejemplo es un retraso
y[n] = x[n - 1]. (1.93)

Un capacitor es otro ejemplo de un sistema continuo con memoria, ya que si la entrada
se toma como la corriente y la salida como el voltaje, entonces

Y0 = 5| x(ndn (1.99)

-0

donde C es la capacitancia.

De forma general, el concepto de memoria en un sistema corresponde a la presen-
cia de un mecanismo en el sistema que mantiene o almacena informacién sobre los valo-
res de entrada en instantes diferentes del tiempo actual. Por ejemplo, el retraso en la
ecuacién (1.93) debe mantener o almacenar el valor precedente de la entrada. De mane-
ra similar, el acumulador de la ecuacién (1.92) debe “recordar” o almacenar informacién
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acerca de las entradas pasadas. El acumulador, en particular, calcula la suma consecutiva
de todas las entradas hasta el momento actual, y entonces, en cada instante de tiempo, el
acumulador debe agregar el valor de la entrada actual al valor precedente de la suma
consecutiva. En otras palabras, la relacién entre la entrada y la salida de un acumulador
se puede describir como

n—1

y[n] = Z x[k] + x[n], (1.95)
k=—o0
o, de manera equivalente,
y[n] = y[n — 1] + x[n). (1.96)

Representado en esta ltima forma, para obtener la salida en el tiempo actual n, el acu-
mulador debe recordar la suma consecutiva de los valores de entrada previos, la cual es
exactamente el valor precedente de la salida del acumulador.

En muchos sistemas fisicos, la memoria estd directamente asociada con el almace-
namiento de energia. Por ejemplo, el capacitor en la ecuacién (1.94) almacena energia
mediante la acumulacién de la carga eléctrica, representada como la integral de la co-
rriente. Entonces, el circuito RC sencillo del ejemplo 1.8 y de la figura 1.1 tiene memoria
almacenada fisicamente en el capacitor. De manera semejante, el automdvil de la figura
1.2 tiene memoria almacenada en su energia cinética. En los sistemas discretos construi-
dos con computadoras o microprocesadores digitales, la memoria est4 tipicamente aso-
ciada de forma directa con el almacenamiento de registros que retienen valores entre
pulsos de reloj.

Mientras que el concepto de memoria en un sistema podrfa sugerir tipicamente el
almacenamiento de los valores pasados de la entrada y la salida, nuestra definicién formal
también conduce a la referencia de un sistema que tiene memoria si la salida actual depen-
de de valores futuros de la entrada y la salida. Si bien los sistemas que muestran esta de-
pendencia en valores futuros pueden, en principio, parecer no naturales, de hecho forman
una clase importante de sistemas, segtin se analizar4 m4s adelante en la secci6n 1.6.3.

1.6.2 Invertibilidad y sistemas inversos

Se dice que un sistema es invertible si distintas entradas producen distintas salidas. Como se
ilustra en la figura 1.45(a) para el caso discreto, si un sistema es invertible, entonces existe
un sistema inverso tal que, cuando estd en cascada con el sistema original, produce una
salida w[n] igual a la entrada x[n] del primer sistema. Entonces, la interconexién en serie
de la figura 1.45(a) tiene una relacién entrada-salida total que es la misma que la del sis-
tema de identidad.

Un ejemplo de un sistema continuo invertible es

y(®) = 2x(), (1.97)

para el cual el sistema inverso es
1
w(t) = 2 y(o). (1.98)

Este ejempld se ilustra en la figura 1.45(b). Otro ejemplo de un sistema invertible es el
acumulador de la ecuacién (1.92). Para este sistema, la diferencia entre dos valores suce-
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Figura 1.45 Concepto de un sistema inverso para: (a) un sistema general
invertible; (b) el sistemna invertible descrito por 1a ecuacién (1.97); (c) el sistema inver-
“tible definido en la ecuacion (1.92).

sivos de la salida es precisamente el tltimo valor de entrada. Por tanto, en este caso, el sis-
tema inverso es

wln] = yln] — y[n — 1], (1.99)

como se ilustra en la figura 1.45(c). Ejemplos de sistemas no invertibles son
- y[n] =0, (1.100)

esto es, el sistema que produce la secuencia de salida cero para cualquier secuencia de
entrada, y :

W) = x2(1), (1.101)

ejemplo en el cual no podemos determinar el signo de la entrada a partir de nuestro
conocimiento del signo de la salida.

El concepto de invertibilidad es importante en muchos contextos. Un ejemplo surge
en los sistemas de codificacién utilizados en una amplia variedad de aplicaciones de
comunicacién. En tales sistemas, una sefial que deseamos transmitir primero se aplica
como entrada a un sistema conocido como codificador. Hay muchas razones para hacer
esto, que van desde el encriptamiento del mensaje original para fines de comunicacién
segura o privada, hasta proporcionar algo de redundancia en la sefial (por ejemplo, agre-
gando lo que es conocido como bits de paridad) de manera que cualquier error que ocu- -
rra en la transmisién se puede detectar y, posiblemente, corregir. Para una codificacién
sin pérdidas, la entrada al codificador debe ser recuperable en forma precisa de la salida;
es decir, el codificador debe ser invertible.

1.6.3 Causalidad

Un sistema es causal si su salida en cualquier instante de tiempo depende sélo de los valo-
res de la entrada en el momento presente y en el pasado. A menudo, a dicho sistema se



Seccién 1.6  Propiedades bésicas de los sistemas 47

le llama no anticipativo, ya que la salida del sistema no anticipa valores futuros de la
entrada. En consecuencia, si dos entradas a un sistema causal son idénticas hasta algtin
punto en el tiempo # 0 o, las salidas correspondientes deben ser también iguales hasta
ese mismo tiempo. El circuito RC de la figura 1.1 es causal, ya que el voltaje del capaci-
tor responde sélo a los valores presentes y pasados de la fuente de voltaje. De manera
aniloga, el movimiento de un automdvil es causal puesto que no anticipa acciones futuras
del conductor. Los sistemas descritos por las ecuaciones (1.92)-(1.94) también son cau-
sales, pero los sistemas definidos por

yln] = x[n] — x[n — 1] (1.102)

y(@) =x(t—-1) (1.103)

no lo son. Todos los sistemas sin memoria son causales, ya que la salida responde sélo a
valores presentes de la entrada.

Aunque los sistemas causales son de gran importancia, de ninguna manera consti-
tuyen los Unicos sistemas que resultan de interés préctico. Por ejemplo, la causalidad no
es de importancia fundamental en aplicaciones como el procesamiento de imagenes, en
el cual la variable independiente no es el tiempo. M4s atin, en el procesamiento de datos
que han sido grabados previamente, como ocurre con frecuencia con sefiales de voz, de
geofisica o sefiales meteorolégicas, por nombrar algunas, de ninguna manera estamos
obligados a procesar esos datos de forma causal. Como otro ejemplo, en muchas aplica-
ciones, incluyendo el andlisis histérico del mercado de valores y los estudios demografi-
cos, podemos estar interesados en determinar una tendencia de variacién lenta en datos
que también contengan fluctuaciones de alta frecuencia alrededor de esa tendencia. En
este caso, una aproximacién usada con frecuencia consiste en promediar los datos sobre
un intervalo para suavizar las fluctuaciones y mantener solamente la tendencia. Un ejem-
plo de un sistema no causal para obtener promedios es

+M
yln = ﬁﬁk;u n-k. (1.104)

Ejemplo 1.12

En la verificacién de causalidad de un sistema es importante observar cuidadosamente
la relacién entrada-salida. Para ilustrar algunos de los elementos involucrados en esto,
verificaremos la causalidad de dos sistemas particulares.

El primer sistema se define como

yfn] = x[—n]. (1.105)

Observe que la salida y[no] en un tiempo positivo ng depende solamente del valor de la
sefial de entrada x{—no] en el tiempo (—no), el cual es negativo y por tanto en el pasado
de no. Podemos sentirnos inclinados a concluir en este punto que el sistema dado es
causal. Sin embargo; siempre debemos tener el cuidado de verificar la relacién entrada-
salida para fodos los tiempos. En particular, para n < 0, es decir, n = —4, vemos que
y[—4] = x[4], de manera que la salida en este tiempo depende de un valor futuro de la
entrada. Por consiguiente, el sistema es no causal.

También es importante distinguir cuidadosamente los efectos de la entrada de
aquellos de otras funciones utilizadas en la definicién del sistema. Por ejemplo, con-
sidere el sistema

y(&) = x(f) cos(t + 1). (1.106)
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En este sistema, la salida en cualquier tiempo ¢ es igual a la entrada en ese mismo tiem-
po multiplicada por un mimero que varia con el tiempo. Especificamente, podemos res-
cribir la ecuacién (1.106) como

y(@®) = x(t)g(®),

donde g(¢) es una funcién que varfa con el tiempo, esto es, g(t) = cos(z + 1). De este
modo, s6lo el valor actual de la entrada x(¢) tiene influencia en el valor actual de la sali-
da y(¢), por lo que concluimos que este sistema es causal (y por tanto sin memoria).

1.6.4 Estabilidad

La estabilidad es otra importante propiedad de los sistemas. Intuitivamente, un sistema
estable es aquel en el que entradas pequefias conducen a respuestas que no divergen. Por
ejemplo, considere el péndulo en la figura 1.46(a), en el cual la entrada es la fuerza apli-
cada x(?) y la salida es la desviacién angular y(7) a partir de la vertical. En este caso, la
gravedad aplica una fuerza de restauracién que tiende a regresar el péndulo a la posicién
vertical, y las pérdidas por friccién debidas al arrastre tienden a disminuir su velocidad.
En consecuencia, si se aplica una pequeia fuerza x(z), la desviacién resultante de la ver-
tical también es pequefia. En contraste, para el péndulo invertido de la figura 1.46(b), el
efecto de la gravedad es aplicar una fuerza que tiende a incrementar 1a desviacién de la
vertical. Asi, una pequefia fuerza aplicada conduce a una gran desviacién vertical, lo cual
ocasiona que el péndulo caiga, a pesar de cualquier fuerza retardante debida a la friccién.

El sistema de la figura 1.46(a) es un ejemplo de un sistema estable, mientras que el
de la figura 1.46(b) es inestable. Los modelos para reacciones en cadena o para creci-
miento de poblacién con suministro de alimentacién ilimitado y sin depredadores son
ejemplos de sistemas inestables, ya que la respuesta de los sistemas crece sin limite en
respuesta a pequefias entradas. Otro ejemplo de un sistema inestable es el modelo para
un balance de cuenta bancaria de la ecuacién (1.86), pues si se hace un depésito inicial
(es decir, x[0] = una cantidad positiva) y no hay retiros subsecuentes, entonces ese dep6-
sito crecerd cada mes sin limite, debido al efecto de los pagos de interés.

x(t)

x(t)

Figura 1.46 (a) Un péndulo
estable; (b) un péndulo invertido
(b) inestable.
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Existen numerosos ejemplos de sistemas estables. La estabilidad de sistemas fisicos
por lo general resulta de la presencia de mecanismos que disipan energia. Por ejemplo, con-
siderando valores positivos para los componentes del circuito RC simple del ejemplo 1.8,
el resistor disipa energia y este circuito es un sistema estable. El sistema en el ejemplo 1.9
también es estable debido a la disipacion de energia ocasionada por la friccion.

Los ejemplos anteriores nos proporcionan un conocimiento intuitivo del concep-
to de estabilidad. De manera més formal, si la entrada a un sistema estable es limitada
(es decir, si su magnitud no crece en forma ilimitada), entonces la salida también debe ser
limitada y por tanto, no puede divergir. Esta es la definicién de estabilidad que usare-
mos a lo largo de este libro. Por ejemplo, considere la aplicacién de una fuerza cons-
tante f{tf) = F al automoévil de la figura 1.2 con el vehiculo inicialmente en reposo. En
este caso la velocidad del auto se incrementa, pero no sin limite, ya que la fuerza de fric-
cién retardante también se incrementa con la velocidad. De hecho, la velocidad conti-
nuard incrementidndose hasta que la fuerza de friccién esté en balance exaeto con la.
fuerza aplicada; asi, segiin la ecuacién (1.84) vemos que este valor de velocidad terminal
V debe satisfacer
V=

F, (1.107)

3o
3=

es decir,

V=

© M

(1.108)

Como otro ejemplo, considere el sistema discreto definido por la ecuacién (1.104)
y suponga que la entrada x[n] estd limitada en magnitud por algin nimero, digamos B,
para todos los valores de n. Entonces la magnitud més grande posible para y[n] también
es B, ya que y[n] es el promedio de un conjunto finito de valores de la entrada. Por tanto,
y[n] estd limitada y el sistema es estable. Por otro lado, considere el acumulador descrito
por la ecuacién (1.92). A diferencia del sistema de la ecuacién (1.104), este sistemp suma
todos los valores pasados de la entrada, en lugar de s6lo un conjunto finito de valores,
siendo entonces inestable, debido a que esta suma puede crecer de manera continua
incluso si x[n] estd limitada. Por ejemplo, si la entrada al acumulador es un escal6n uni-
tario u[n), 1a salida serd

n

yin) = > ulk] = (n + uln].

=-—c0

Esto es, y[0] = 1, y[1] = 2, y[2] = 3,y asi sucesivamente, y y[n] crece sin limite.

Ejemplo 1.13

Si sospechamos que un sistema es inestable, entonces una estrategia ttil para verificar-
lo es considerar una entrada limitada especifica que conduzca a una salida ilimitada.
Encontrar uno de estos ejemplos nos permite concluir que el sistema dado es inestable.
Si tal ejemplo no existe o resulta dificil encontrarlo, debemos verificar la estabilidad
usando un método que no haga uso de ejemplos especificos de sefiales de entrada. Para
ilustrar esto, verifiquemos la estabilidad de dos sistemas,

e

St y(0) = tx(f) (1.109)
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Sz y(f) = ex(®), (1.110)

Al buscar un contraejemplo especifico para refutar la estabilidad, podemos considerar
simples entradas limitadas, como una constante o un escalén unitario. Para el sistema S;
de la ecuacién (1.109), una entrada constante x(f) = 1 produce y(f) = t, que es ilimitada,
ya que no importa qué constante finita apliquemos, |y(?)| excedera esa constante para
algin valor de . Concluimos que el sistema S; es inestable.
Para el sistema S, el cual resulta ser estable, no podriamos encontrar una entrada ‘

limitada que dé como resultado una salida ilimitada. Asi que procedemos a verificar que

. todas las entradas limitadas den como resultado salidas limitadas. Especificamente, sea

| B un niimero positivo arbitrario y sea x(t) una seial arbitraria limitada por B; esto es,no
estamos haciendo conjeturas acerca de x(f), excepto que

lx(1)| < B, (1.111)

—B < x(t) < B, (1.112)

! para toda t. Usando la definicién de S: de la ecuacién (1.110), vemos que si x(¢) satisface
la ecuacién (1.111), entonces y(f) debe satisfacer

e B < |y(0)| < eB. (1.113)

En conclusién, si cualquier entrada a S; est4 limitada por un nimero positivo arbitrario
B, se garantiza que la salida correspondiente estd limitada por eB. Por tanto, S; es
. estable.

Las propiedades y conceptos de los sistemas que hemos examinado hasta el momen-
to en esta seccién son de gran importancia, por lo que examinaremos algunos de éstos con
mayor detalle mas adelante en el libro. Sin embargo, todavia quedan dos propiedades adi-
cionales —invariancia en el tiempo y linealidad— que juegan un papel central en los sub-
secuentes capitulos de este libro, de manera que en el resto de esta seccién introducimos
y proporcionamos un andlisis inicial de estos dos conceptos tan importantes.

1.6.5 Invariancia en el tiempo

De forma conceptual, ufi sistema es invariante en el tiempo si el comportamiento y carac-
teristicas del mismo estéin fijos en el tiempo. Por ejemplo, el circuito RC de la figura 1.1 es
invariante en el tiempo $\Jos valores de la resistencia y la capacitancia R y C son constantes
a través del tiempo: si hiciéramos un experimento con este circuito el dia de hoy podriamos
esperar obtener los mismos resultados si lo hacemos en forma idéntica mafiana. Por otro
lado, si los valores de R y C se cambian o varian con el tiempo, entonces podriamos espe-
rar que los resultados de nuestro experimento dependieran del tiempo en que se lleve a
cabo. De manera similar, si el coeficiente de friccién b y la masa m del automévil en la figu-
ra 1.2 son constantes, podriamos esperar que el vehiculo respondiera de manera idéntica
independientemente de cuédndo lo manejemos. Por otra parte, si un dia cargamos la cajuela
del auto con maletas pesadas, incrementando asi m, esperarfamos que el auto se compor-
tase de manera diferente que en otras ocasiones cuando no tiene carga pesada.

La propiedad de invariancia en el tiempo se describe de manera muy sencilla en tér-
minos del lenguaje de las sefiales y de los sistemas que hemos introducido. De manera

v
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especifica, un sistema es invariante en el tiempo si un corrimiento de tiempo en la sefial
de entrada ocasiona un corrimiento de tiempo en la sefial de salida. Esto es, si y[n] es la
salida de un sistema discreto invariante en el tiempo cuando x[n] es la entrada, entonces
y[n — no] es la salida cuando se aplica x[n — ng]. En tiempo continuo con una salida y(z)
correspondiente a una entrada x(f), un sistema invariante en el tiempo tendra y(t — to)
como salida cuando x(¢ — f;) sea la entrada.

Para ver c6mo se puede determinar si un sistema es g_po invariante en el tiempo y
obtener algiin conocimiento sobre esta propiedad, consideremos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.14
Considere el sistema continuo definido por
y(#) = sen [x(2)]. (1.114)

Para verificar que este sistema es invariante en el tiempo, debemos determinar si la
i propiedad de invariancia en el tiempo se cumple para cualquier entrada y cualquier co- __
rrimiento en el tiempo #. Entonces, sea x1(f) una entrada arbitraria a este sistema y

yi(t) = sen [x1(f)] (1.115)

sea la salida correspondiente. Considere entonces una segunda entrada obtenida al
desplazar x1(¢) en el tiempo:

x2(t) = x1(t — to). (1.116)
i La salida correspondiente a esta entrada es

ya(t) = sen [x:(r)] = sen [x1 (¢ — w)]. - (1.117)
De manera similar, de la ecuacién (1.115),

yi(t — to) = sen [x1 (¢ — to)] . (1.118)

Comparando las ecuaciones (1 117) y (1.118), vemos que y2(t) = y1(t — Iy) y, por tanto,
este sistema es invariante en el tiempo.

Ejemplo 1.15

Como un segundo ejeniplo, considere el sistema discreto
y[n] = nx[n]. (1.119)

Este es un sistema variante en el tiempo, un hecho que se puede verificar usando el
mismo procedimiento formal del ejemplo anterior (vea el problema 1.28). Sin embargo,
cuando se sospecha que un sistema es variante en el tiempo, un procedimiento para
demostrarlo, que con frecuencia es titil, consiste- enbusear un contraejemplo, es decir,
usar nuestra intuicion para encontrar una’ ‘senal de entrada para la cual la-condici6én de
invariancia en-el tiempo sea violada. El sistema en este ejemplo en particular represen-
ta un sistema con una ganancia variante en el tiempo. Por ejemplo, si sabemos que ¢ el
valor de entrada actual es 1, no podemos determinar el valor de salida actual sin cono-
cer el tiempo actual,

En consecuencia, considere la sefial de entrada x;[n] = 8[n], la cual produce una
salida y1[n] que es idéntica a O (ya que n8[n] = 0). Sin embargo, la entrada x[n] =
8[n —1] produce la salida y[n] = nd[n —1] = 8[n —1]. Por tanto, mientras que x;[n] es
una versién desplazada de x1[n], y2[n] no es una versién desplazada de yi[n].
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Mientras que el sistema en el ejemplo anterior tiene una ganancia que varia con el
tiempo y como resultado es un sistema.variante en el tiempo, el sistema de la ecuacién

- (1.97) tiene una ganancia constante y, de hecho, es invariante en el tiempo. Otros ejem-
plos de sistemas invariantes en el tiempo estdn dados por las ecuaciones (1.91)-(1.104).

El siguiente ejemplo ilustra un sistema variante en el tiempo.

Ejemplo 1.16 -

Considere el sistema

y(@ = x(2t): (1.120)

Este sistema representa un escalamiento de tiempo. Esto es, y(7) es una vers/ién com-
primida (por un.factor de 2) de x(¢). Entonces, intuitivamente cualquier corrimiento de
tiempo en la entrada también serd comprimido por un factor de 2, y es por esta raz6n
que el sistema no es invariante en el tiempo. Para determinar esto mediante su contra-
.ejemplo; considere la entrada x;(f) mostrada en la figura 1.47(a) y la salida resultante y;(f)
desorita-pt: 1a figura 1.47(b). Si entonces desplazamos la entrada por 2 —es decir, con-
sidere x2(f) = x1(¢ — 2), como se muestra en la figura 1.47(c)—, obtenemos la salida

x1(t) y1(t)
1 1
v —2 2 t 1A t
(@) , (b)
Xo(t) = x4(t—2) yalt)
1 " oy
0 4t 0 2 t
(c (d)
y{(t—2)
...... 1
1 3t
(9)

' Figura 1.47 (a) La entrada x (1) al sistema del ejemplo 1.16; (b) la sali-
da yi() carrespondiente a x(f); (c) la entrada desplazada x(f) = xi(f — 2);
" (d) la salida y.(f) correspondiente a xx(f); (e) la sefal desplazada y(t — 2).
Observe que yo(f) # yi(t —2), lo cual demuestra que el sistema no es invarian- )
te en el tiempo. - ' !
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resultante y,(t) = x2(2f) mostrada en la figura 1.47(d). Al comparar las figuras 1.47(d) y
(e), vemos que y(t) # y1(t — 2), de manera que el sistema no es invariante en el tiem-
po. (De hecho, y2(f) = yi(t — 1), asi que el corrimiento de tiempo de la salida es s6lo la
mitad de lo que debe ser para la invariancia en el tiempo, debido a la compresién de
tiempo impartida por el sistema.)

1.6.6 Linealidad

Un sistema lineal, en tiempo continuo o en tiempo discreto, es aquel que posee la impor-
tante propiedad de superposicion: si una entrada consiste en la suma ponderada de varias
sefiales, entonces la salida es simplemente la superposicién (es decir, la suma ponderada)
de las respuestas del sistema a cada una de estas sefiales. Matemadticamente, sea yi(¢) la
respuesta del sistema continuo a una entrada x(f), y sea y(¢) la salida correspondiente a
la entrada x»(t). Entonces el sistema es lineal si:

1. La respuesta a x1(f) + x2(f) es y1(f) + y2(¢).
2. La respuesta a axi(f) es ayi(t), donde a es una constante compleja cualquiera.

La primera de estas dos propiedades se conoce como la propiedad de aditividad;1a segun-
da se conoce como la propiedad de escalamiento u homogeneidad. Aunque hemos escrito
esta descripcién usando sefiales continuas, la misma definicién se cumple para discretas.
Los sistemas especificados por las ecuaciones (1.91)-(1.100), (1.102)-(1.104) y (1.119) son
lineales, mientras que los definidos por las ecuaciones (1.101) y (1.114) son no lineales.
Observe que un sistema puede ser lineal sin ser invariante en el tiempo, como se mues-
tra en la ecuacién (1.119), y que puede ser invariante en €l tiempo sin ser lineal, como en
las ecuaciones (1.101) y (1.114).

Las dos propiedades que definen un sistema lineal pueden combinarse en un solo
enunciado: ‘

tiempo continuo: ax1(¢) + bx2(t) = ayi(t) + by2(), (1.121)

tiempo discreto: ax1[n] + bxz[n] = ayi[n] + by2[n). (1.122)
Aqui, a y b son constantes complejas cualesquiera. M4s atin, se puede demostrar directa-
mente a partir de la definicién de linealidad que si xx[r], k = 1,2,3,.. ., son un conjunto
de entradas a un sistema lineal discreto con las correspondientes salidas yx[n], k = 1,2,
3,..., entonces la respuesta a una combinacién lineal de estas entradas dada por

$ y[n] = Zabxk[n] = aix1[n] + axx2[n] + awx;[n] + ... (1.123)

es
y[n] = Zakyk[n] = aiyi[n] + azy2[n] + asys3[n] + ... (1.124)
x

A este hecho tan importante se le conoce como la propiedad de superposicién, la cual se
cumple para sistemas lineales tanto en continuos como discretos.

Una consecuencia directa de la propiedad de superposicién es que, para sistemas
lineales, una entrada que sea cero en todo tiempo da una salida cero en todo tiempo. Por
ejemplo, si x[n] — y[n], entonces la propiedad de homogeneidad nos dice que

0=0-x[n]>0-y[n] =0. (1.125)
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En los siguientes ejemplos mostramos cémo la linealidad de un determinado sis-
tema se puede verificar directamente aplicando la definicién de linealidad.

Ejempio 1.17
Considere un sistema S cuya entrada x() y salida y(¢) estén relacionadas mediante

y(®) = (o)

Para determinar si S es o no lineal, consideramos dos entradas arbitrarias xi(r) y x2(f).

x1(2) = y1(8) = ()
x2(8) = y2(t) = 1xa2(t)

| Sea x3(f) una combinacién lineal de x1(¢) y x2(2). Esto es,
x3(t) = axi(t) + bx2()

donde a y b.son escalares arbitrarias. Si x3() es la entrada a S, entonces la salida corres-
pondiente se expresa como :

y3(t) = txs(?)
= tax:1(t) + bx2(2))
= atx1(t) + bwxa(t)
= ay1(t) + by2(?)

Concluimos entonces que el sistema S es lineal.

Ejemplo 1.18

Apliquemos el procedimiento para verificar la linealidad utilizado en el ejemplo ante-
rior en otro sistema S cuya entrada x(f) y salida y(f) est4n relacionadas mediante

y(®) = 3

Definiendo x1(t), x2(f) y x3(f) como en el ejemplo anterior, tenemos

x1(8) = yu(®) = xi(e)
x2(t) = ya2(t) = x3(t)

x3(t) = y3() = x3(2)
= (axi(t) + bxx(1))?
= a2x}(t) + b2x3(t) + 2abx:(t)x(r)
= a2y1(t) + bZys(t) + 2abx1(t)x2(t)

Claramente, podemos especificar que xi1(%), x2(t), a y b tales que y3(f) no son lo mismo
que ayi(t) + byx(s). Por ejemplo, si x1(f) = 1, x2(f) = 0,a = 2 y b = 0, entonces ys(t) =
5& (2x1(0))2 = 4, pero 2y1(f) = 2(x1(¢))? = 2. Concluimos que el sistema S es no lineal.

Ejemplo 1.19

Al verificar la linealidad de un sistema, es importante recordar que éste debe satisfacer
las dos propiedades, la de aditividad y la de homogeneidad, y que las sefiales, asi como
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cualquier constante de escalamiento, pueden ser complejas. Para enfatizar la importan-
cia de estos puntos, considere el sistema especificado por

ylnl = Relx[n}. (1.126)

Como se muestra en el problema 1.29, este sistema es aditivo; sin embargo, no satisface
la propiedad de homogeneidad, como demostraremos en seguida. Sea

xi[n] = r[n] + js[n] (1.127)

una entrada compleja arbitraria con partes real e imaginaria r[n] y s[n], respectivamente,
de modo que la correspondiente salida sea

yi[n] = r[n]. . (1.128)

Ahora, considere el escalamiento de x1[#] por un nimero complejo, por ejemplo, a = j;
es decir, considere la entrada

x[n] = jx[n] = j(r[n] + js[n])

= —s[n] + jr[n]. (1.129)

La salida correspondiente a xz[n] es
ya[n] = Refxaln]} = —s[n), (1.130)
la cual no es igual a la version escalada de yi[n],
ayi[n] = jr{n]. (1.131)

Concluimos que el sistema viola:la propiedad de homogeneidad y entonces no es lineal.

Ejempio 1.20

Considere el sistema
y[n] = 2x[n] + 3. (1.132)

Este sistema es no lineal, como puede verificarse de varias formas. Por ejemplo, el sis-
tema viola la propiedad de aditividad: si x1[n] = 2 y x2[n] = 3, entonces

xi[n] = yn] = 2x1[n] + 3 =17, (1.133)
x2[n] = y2[n] = 2x2[n] + 3 =9. (1.134)

Sin embargo, la respuesta a x3[n] = xi[n] + x2[n] es
ya[n] = 2[xin] + x2n]] + 3 =13, (1.135)

la cual no es igual a yi[n] + y2[n] = 16. De forma alternativa, puesto que y[r] = 3 si
x[n] = 0, vemos que el sistema viola la propiedad de “cero entrada/cero salida” de los
sistemas lineales mostrados en la ecuacién (1.125).

Puede parecer sorprendente que el sistema en el ejemplo anterior sea no lineal, ya
que la ecuacién (1.132) es una ecuacion lineal. Por otra parte, como se ilustra en la figu-
ra 1.48, la salida de este sistema se puede representar como la suma de las salidas de un
sistema lineal y otra sefial igual a la respuesta a entrada cero del sistema. Para el sistema
de la ecuaci6n (1.132), el sistema lineal es

x[n] = 2x[n],

y la respuesta a entrada cero es

yo[n] = 3.
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Yo ®)

Sistema '
X®) === jineal - vt

Figura 1.48 FEstructura de un sistema incrementalmente lineal. Aqui, yo[n]
_es la respuesta a entrada cero del sistema.

Hay, de hecho, muchas clases de sistemas tanto continuos como discretos que se
pueden representar como en la figura 1.48, es decir, para los cuales la salida del sistema
completo consiste en la superposicién de la respuesta de un sistema lineal con una
respuesta a entrada cero. Como se muestra en el problema 1.47, tales sistemas corres-
ponden a la clase de sistemas incrementalmente lineales, esto es, sistemas continuos o
discretos que responden en forma lineal a cambios en la entrada. En otras palabras, la
diferencia entre las respuestas a cualesquiera dos entradas a un sistema incremental-
mente lineal es una funcién lineal (es decir, aditivo y homogéneo) de la diferencia entre
las dos entradas. Por ejemplo, si xi{n} y x2[n] son dos entradas al sistema especificado
por la ecuacién (1.132), y si y1{n] y y2[n] son las salidas correspondientes, entonces:

yin] = yan] = 2an] + 3 — [2xafn] + 3] = 2 [x[n] — xefn]). (1.136)

1.7 RESUMEN :

En este capitulo hemos desarrollado un gran nimero de conceptos relacionados con las
sefiales y sistemas continuos y discretos. Hemos presentado una nocién intuitiva de lo que
son las sefiales y los sistemas mediante varios ejemplos y representacién matemética para
sefiales y sistemas que usaremos en todo el libro. En particular hemos introducido una
representacién grafica y matematica de las sefiales y la empleamos para la realizacién de
transformaciones de la variable independiente. También definimos y examinamos varias
sefiales bisicas, tanto continuas como discretas. Estas incluyen sefiales exponenciales
complejas, sefiales senoidales y funciones impulso y escal6n unitario. Ademds, investi-
gamos el concepto de periodicidad para los dos tipos de seiiales.

Al desarrollar algunas de las ideas elementales relacionadas con sistemas, introduji-
mos los diagramas de bloque para facilitar nuestro andlisis concerniente a la interconexién
de sistemas, y definimos algunas propiedades importantes de los sistemas, incluyendo la
causalidad, la estabilidad, la invariancia en el tiempo y la linealidad.

El enfoque principal de este libro se centrard sobre los sistemas que poseen estas
dos dltimas propiedades, esto es, en la clase de sistemas lineales invariantes en el tiempo

Y +(LTT), tanto continuos como discretos. Dichos sistemas juegan un papel particularmente
importante en el andlisis y disefio de sistemas, en parté debido al hecho de que muchos
sistemas encontrados en la naturaleza se pueden modelar exitosamente como lineales e
invariantes en el tiempo. Ademds, como veremos en los siguientes capitulos, las pro-
piedades de linealidad e invariancia en el tiempo nos permiten analizar en detalle el com-
portamiento de los sistemas LTI.
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Capitulo 1 Problemas

Los problemas basicos dan énfasis a los mecanismos del uso de conceptos y méto-
dos de una manera similar a la ilustrada en los ejemplos que se resolvieron en el texto.

Los problemas avanzados exploran y desarrollan los fundamentos e implicaciones
practicas del material textual.

La primera seccién de problemas corresponde ala categoria basica, y las respues-
tas se proporcionan al final del libro. Las siguientes dos secciones contienen problemas
que comprenden las categorias bdsica y avanzada, respectivamente. Una seccion final,
Revisién matematica, proporciona problemas que sirven de practica sobre las ideas fun-
damentales de la aritmética y el dlgebra complejas.

PROBLEMAS BASICOS CON RESPUESTAS

1.1 Exprese cada uno de los siguientes niimeros complejos en forma cartesiana (x + jy):
teim de=im eim2 e—im2 eiST2 \/2eim4 \/2e/974 \/2e—i9m4 \/2e—jul4,

1.2. Exprese cada uno de los siguientes nimeros complejos en forma polar (re/%, con
—m<O=m):5,~2,=-38Gj ,1+j,(1- 20—, +)A=),(V2+jV2)
(1 +jV3).

1.3. Determine los valores de P.. y E.. para cada una de las siguientes seiiales:
@) x1() = e—2u(t) () x2(t) = &+ (¢) x3(¢) = cos(r)
@) xin] = Q)ruln]  (e) xofn] = ei(™2n+8) (f) x3[n] = cos@ n)

1.4. Sea x[n] una sefial con x[n] = 0 para n < —2 'y n > 4. Para cada sefial mostrada
abajo, determine los valores de n para los cuales se garantiza que es cero.
@) x[n —=3] (b) x[n + 4] (©) x[—n]
(d) x[—n + 2] (e) x[-n — 2]

1.5. Sea x(f) una sefial con x(f) = 0 para f <3. - Para cada sefial dada, determine los valo-
res de ¢ para los cuales se garantiza qle es cero.

@ x(1—1 G xA-0D+x(2-1 () x(1 -)x(2 -1
(d) x(3) (e) x(¢/3)
1.6. Determine si cada una de las siguientes sefiales es o no periédica: -
(@) x1(f) = 2/t + TNy (1) ®) x2[n] = u[n] + u[— n]

©) x3[n] = S5- _{8[n — 4k] — &[n — 1 — 4K])
1.7. Para cada una de las siguientes seiiales, determine todos los valores de la variable

independiente para los cuales se garantice que la parte par de la sefial es cero.
(a) xi[n] = u[n] — u[n — 4] (b) x2(t) = sen(}?)
(©) xs[n] = @)ruln — 3] (d) xa() = e~u(t + 2)

/1.8. Exprese la parte real de cada sefial en la forma Ae~4cos(wt + ), donde Aa,wy
¢ son nimeros realescon A >0y — 7w < ¢ = 7:
@) xi(t) = ~2 ®) x2(t) = V274 cos(3t + 21)
(©) x3(t) = e~tsen(3t + m) (d) xa(f) = je(=2+j100)

+ 1.9. Determine si cada una de las siguientes sefiales es o no periddica. Si una sedial es
periddica, especifique su periodo fundamental. (
(@) x1(f) = jeilor- (b) xx(f) = e(~1+)) £ x3[n] = &’m
/(d) xa[n] = 3e3a(n+112)/5 (e) xs[n] = 3e3/5(n+1/2)
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1.10. Determine el periodo fundamental de la sefial x(f) = 2 cos(10t + 1) — sen(4z—1),
' L1L Determine el periodo fundamental de la sefial x{n] = 1 + ef4m/7 — e2mni3,
112, Considere la seiial discreta

x[n] =1 —‘ib‘[n -1 -kl

Determine los valores de los enteros M y ng de manera que x[n] se exprese como
; x[n] = u[Mn — no].
1.13. Considere la sefial continua
x(f) = 8(t + 2) — &t — 2).
Calcule el valor de E.. para la sefial

) = [ x(nar

1.14. Considere una seifial periédica

1, o0=t=1
=12 1<r1<2

con periodo T = 2.La derivada de esta sefial est4 relacionada con el “tren de impulsos”

gt = i 5(t — 2k)

k=—0

con periodo T = 2. Puede demostrarse que
%ﬂ = Aig(t — 1) + Ax(t — b).

Determine los valores de Ay, 11, A2y ta.

1.15. Considere un sistema S con entrada x[n] y salida y[n]. Este sistema se obtiene me-
diante una interconexién en serie de un sistema S; seguido por un sistema S,. Las
relaciones entrada-salida para S; y > son

ME yi[n] = 2x1[n] + 4x1[n - 1]
Sy yan] = x2fn - 2] + —xz[n 3],

donde x1[n] y x2[n] denotan sefiales de entrada.

() Determine la relacion entrada-salida del sistema S.

(b) ;Cambia la relacién entrada-salida del sistema S si el orden en el que estain
conectados 51 y 52 se invierte (es decir, si S, sigue a $1)?

1.16. Considere un sistema discreto con entrada x[n] y salida y[n]. La relacién entrada-
salida para este sistema es

y[n] = x[n}x[n -2].
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(a) (FElsistema es sin memoria?

(b) Determine la salida del sistema cuando la entrada es A8[n}, donde A es un ni-
mero real o complejo.

(¢) (Elsistema es invertible?

1.17. Considere un sistema continuo con entrada x(f) y salida y(¢) relacionada mediante
$(t) = x(sen(r)). | a

(a) (El sistema es causal?
(b) (Elsistema es lineal?
1.18. Considere un sistema discreto con entrada x[#] y salida y[n] relacionadas mediante
n+ngy ’

yinl = > ik,
k=n—ng
donde ng es un entero positivo finito.
(a) (FEl sistema es lineal?
(a) (Elsistema es invariante en el tiempo?
(¢) Si se sabe que x[n] es limitada por un entero finito B (es decir, |x[n]| < B para
toda n), se puede demostrar que y[n] estd limitada por un nimero finito C.
Concluimos asi que el sistema dado es estable. Exprese C en términos de By n.
L.19. Para cada relacién entrada-salida, determine si el sistema correspondiente es lineal,
invariante en el tiempo o ambos.
@ y(®) = r2x(t - 1) ®) y[n] = x2[n - 2]
© yln] =x[n +1] — x[n — 1] @ y[n] = Odix(1)}
1.28. Un sistema lineal continuo S con entrada x() y salida y(r) produce el siguiente par
de relaciones entrada-salida:

x() = &% 5 y(1) = o,
x(f) = e 25 y() = e,

(8) Sixi(r) = cos(2t), determine la salida correspondiente y(f) para el sistema S.
(b) Si x2(t) = cos(2(t — 1)), determine la salida correspondiente y»(¢) para el sis-

tema S. ZCU)CZE RN
PROBLEMAS BASICOS

1.21. Una seiial continua x(f) se muestra en la figura P1.21. Dibuje y marque cuidadosa-
mente cada una de las siguientes sefiales:

(@ x(t-1) . d)x2 -9 (©) x(2t +1)

(d) x(4 —1) (e) [x(2) + x(—n)Ju() ® x(0)[8(: + 3-8 - 9]
1.22. Una seiial discreta se muestra en la figura P1.22. Dibuje y marque cuidadosamente

cada una de las siguientes sefiales:

(a) x[n — 4] (b) x[3 — n] (¢) x[3n] -
(d) x[3n + 1] (e) x[n}u[3 — n] ® x[n — 2]6[n -2]
® 3x[n] + 3(=1)x[n]  (h) x[(n — 1)?]

N
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. Figura P1.21 ' Figura P1.22

1.23. Determine y dibuje las partes par e impar de las sefiales ilustradas en la figura
P1.23. Etiquete cuidadosamente los dibujos.

x(t)

2 t
(a)
x(t)
1
| 1
-2 -1 t
(b)
x(t)
2
s / rs
La linea 1 “~~lalinea
x({t) = —2t parat <0 x(t) =tparat>0
| |
-1 1 t
(c) Figura P1.23

1.24. Determine y dibuje las partes par e impar de las sefiales mostradas en la figura
P1.24. Etiquete cuidadosamente los dibujos.

!
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1‘25.

Figura P1.24

Détermine:si cada uyna de las siguientes sefiales continuas es periédica o no. Si la

. sefial es periédica, determine su periodo fundamental.
. (a) x(t) = 3 cos(4t +3) (b) x(f) = &f(m=1)

[

Q) x(®) = [cos(2t = )2 (d) x(2) = &d{cos(dmu(r)}
(&) X(t)' = Bolsen(@mu(n) | @ x() = ”z e~un)

1.%.

1.27.

Determine si cada una de_ las siguientes sefiales discretas es periédica o no lo es. Si
la sefial es penédlca determine su periodo fundamental.

(a) x[n] = sen( 7n+1) | (b)x[n] = cos(z —m) © x[3 - n]

(@) x[n] = cos(Fn) cos(¥ Tn)  (e) x[n] =2 cos(— n) + sen(8 'n) -2 cos(z n +¢)
En este capftulo presentamos varias propiedades (de los sistemas. En particular, un
sistema puede ser o puede no ser

(1) Sin memoria

2) Invariante en el tiempo

(3) Lineal

(4) Causal

) Estable ‘
Determme para cada uno de los s1gulentes sistemas continuo, cuél de estas propie-
dades s¢ cumple y cudl no. Presente a:gumentos que ]ustlﬁquen sus respuestas. En

‘cada eJemplo y(t) denota la salida y x(t) la entrada del s1stema
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@) y(©) =x(t —2) + x(2 - 1) () y(2) = [cos(30)]x(2)
(© y(t) = [ % x()dr @) y@) = {x(t) +x(t - 2), ;; g

x(1) <0 _
(e) yt) = {x(t) Fxt-2), xH=0 ® y@) = x(t/3)

@ y) =22

1.28. Determme, para cada uno de los siguientes sistemas discretos, cudl de las propie-

1.29.

1.30.

1.31.

dades enumeradas en el problemas 1.27 se cumple y cuél no se cumple. Ofrezca
argumentos que justifiquen sus respuestas. En cada ejemplo, y[n] denota la salida y
x[n] la entrada del sistema.

@ yln] = 2[-n] @) yln] = x[n — 2] 2x{n - §]
) y[n] = nx[n] (@) yln] = &8fx[n — 1]]
x[n], n=1 x[n], n=1
(e) y[n] =10, n=0 @ y[n =106 n=0
W +1], n=-

1 x[n], n=-1

® y[n] = x[4n + 1]

(a) Demuestre que el sistema discreto es aditivo, en donde la entrada x[n] y la sali-

da y[n] est4n relacionadas por y[n] = Relx[n]]. ; Este sistema sigue siendo adi-

~ tivo si su relacién entrada-salida se cambia a y[n] = Rele/™/4x[n]}? (No con-
sidere a x[n] como real en este problema.)

(b) En el texto, analizamos el hecho de que la propiedad de linealidad para un sis-
tema es equivalente al sistema que posee tanto la propiedad de aditividad como
la de homogeneidad. Determine si cada uno de los sistemas siguientes es aditi-
vo y/u homogéneo. Justifique sus respuestas proporcionando una prueba para
cada propiedad si se cumple, 0 un contraejemplo si no se cumple.

x[nlx[n—2 —
) Y0 =& )y = [ A2

Determine si cada uno de los siguientes sistemas es invertible. Si alguno lo es, cons-
truya el sistema inverso. Si no, encuentre dos sefiales de entrada al sistema que den
la misma salida.

@) y(2) = x(t — 4) ®) y(2) = cos[x(?)]
(©) y[n] = nx[n] @ y(0) = L. x(Ddr
x[n—=1], n=1 '
(e) y[n] = {O, n=0 (f) y[n] = x[n]x[n - 1]
x[n], n=-1
@® yln] = x[1 - n] M) y(t) = [, e~ t-Dx(n)dr
(@) y[n] ZEk--=()**x[k] () y(n =24

_Jx[n+1], n=0 _
® y(n) = {x[n], " ® 0 —sz[tr)m -

(m)y[n] = x[2n] @) y[n] n impar

En este problema ilustramos una de las consecuencias més importantes de las
propiedades de linealidad y de invariancia en el tiempo. Especificamente, una vez
que conocemos la respuesta de un sistema lineal o de un sistema lineal invariante
en el tiempo (LTI) a una sola entrada o las respuestas a varias entradas, podemos
calcular de manera directa las respuestas a muchas otras sefiales de entrada.
Gran parte del resto de este libro trata con una amplia explotacion de este hecho
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para desarrollar resultados y técnicas para ¢l andlisis y sintesis de los sistemas
LTI . :
- (a).Considere un sistema LTT cuya respuesta a la sefial x1(¢) en la figura P1.31(a)

‘sea la sefial yi(¢) ilustrada en la figura P1.31(b). Determine y dibuje cuidado-
samente la respuesta del sistema a la entrada xi(t) dibujada en la figura
P1.31(c).

(b) Determine y dibuje la respuesta del sistema considerado en la parte (a) para la
entrada x3(f) mostrada en la figura P1.31(d).

X ) \ ¥ ()

-
w
—
|
-t
o
N
-

© \/ @ Figura P1.31

- PROBLEMAS ‘A\‘IANZADOS .
1.32. Sea x(r) una sefial continua, y sea

- i(®) = xQ20).y y20) = x(412).

- La sefial y;(f) representa una versién acelerada de x(t) en el sentido de que la
- duraci6n de la seiial disminuye a la mitad. De manera similar, y»(f) representa una
versién més lenta de x(f) en el sentido de que la duracién de la seiial se ha duplica-
do. Considere las siguientes afirmaciones:
(1) Six(¢) es periédica, entonces y1(¢) es periédica.
(2) Si y1(t) es periédica, entonces x(?) es peri6dica.
(3) Si x(z) es peri6dica, entonces y»(t) es periédica.
(4) Si y»(r) es peri6édica, entonces x(¢) es periédica.
Para cada afirmacién, determine si-es verdadera, y si lo es, determine la relacién
entre los periodos fundamentales de las dos sefiales consideradas en el enunciado.
Si no es verdadera, haga un contraejemplo de ella.

1.33, Sea x|n] una sefial discreta, y sea

yiln] = x[2n] y yon] = [3,[n/2], T -
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Las sefiales yi[n] y y2[n] representan respectivamente en algiin sentido las versiones
acelerada y retardada de x[n]. Sin embargo, se debe notar que las nociones de tiem-
po discreto de la aceleracién y el retardo tienen sutiles diferencias con respecto a
sus contrapartes continuas. Considere las siguientes afirmaciones: ’
(1) Si x[n] es peri6dica, entonces yi[n] es periddica.

(2) Si y1[n] es peri6dica, entonces x[n] es periddica.

(3) Si x[n] es peri6dica, entonces y2[n] es peri6dica.

(4) Si y2[n] es peri6dica, entonces x[n] es periddica.

Para cada afirmacién, determine si es verdadera, y si lo es, determine la relacién
entre los periodos fundamentales de las dos sefiales consideradas en el enunciado.
Si no es verdadera, haga un contraejemplo de la afirmacién.

1.34. En este problema, exploramos varias de las propiedades de las sefiales par e impar.

(a) Demuestre que-si x[n] es una sefial impar, entonces

+o

Z x[n] = 0.

n=—ow

(b) Demuestre que si x1[n] es una sefial impar y x»[n] es una sefial par, entonces
x1[n]}x2[n] es una sefial impar.
(¢) Sea x[n] una sefial arbitraria con partes par e impar denotadas por

x[n] = &ofx[n]}

xo[n] = Od{x[n]].

Demuestre que

jﬁ ] = jﬁ xHn] + jzm x2[n].

(d) Aunque las partes (a)-(c) se han establecido en términos de las sefiales discre-
tas, las propiedades anédlogas también son validas para las sefiales continuas.
Para demostrar esto, muestre que

J:on(t)dt = J:o A(fydt + J:o xA(ndt,

donde x.(?) y x,(f) son, respectivamente, las partes par e impar de x(¢).

1.35. Considere la sefial periédica exponencial discreta

x[n] = em@miN)n,
Demuestre que el periodo fundamental de esta sefial es
No = Niged(m, N),

donde ged(m, N) es el mdximo comiin divisor de m y N, esto es, el entero m4s grande
que divide tanto a m como a N un ntimero entero de veces. Por ejemplo,

ged(2,3) = 1, ged(2,4) = 2,gcd(8,12) = 4.

Observe que Ng = N si m y N no tienen factores en comdn.
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1.36.

1.37.

1.38.

Sea x(t) la sefial continua exponencial compleja
x(t) = e

con frecuencia fundamental wo y periodo fundamental To = 27/ wo. Considere la
sefial discreta obtenida al tomar muestras de x(¢) igualmente espaciadas, esto es,

x[n] = x(nT) = e/,

(a) Demuestre que si x[n] es periddica si y sélo si 7/7 es un nimero racional, es
decir, si y sélo si alglin mdltiplo del intervalo de muestreo es exactamente igual
a un mdltiplo del periodo x(?).

(b) Suponga que x[n] es periGdica, esto es, que

T _p

To = g’ (P1.36-1)
donde p y g son enteros. ;Cuél es el periodo fundamental y cuél la frecuencia
fundamental de x[n]? Exprese la frecuencia fundamental como una fraccién de
anT.

(¢) Suponiendo nuevamente que 7/7) satisface la ecuacién (P1.36-1), determine
con precisién cudntos periodos de x(¢) se necesitan para obtener las muestras
que forman un solo periodo de x[n].

Un concepto importante en muchas aplicaciones de comunicaciones es la corre-

lacion entre dos sefiales. En los problemas al final de capitulo 2 tendremos més que

decir acerca de este tema y proporcionaremos alguna indicacién de c6mo se usa en
la préctica. Por ahora nos conformamos con una breve introduccién a las funciones
de correlacién y algunas de sus propiedades.

Sean x(f) y y(¢) dos sefiales; entonces la funcién de correlacion se define como

Ony(t) = J x(t + Dy(7)dr.
La funcién ¢..(t) se conoce como la funcién de autocorrelacién de la sefial x(t),
mientras que a ¢x,(f) a menudo se le llama funcién de correlacion cruzada.

(a) (Cual es la relacién entre ¢.,(f) y ¢y:(2)?

(b) Calcule la parte impar de ¢ (?).

(¢) Suponga que y(t) = x(¢t + T). Exprese ¢5(2) y ¢,,(t) en términos de @..(1).

En este problema examinamos algunas propiedades de la funcién impulso unitario.
(a) Demuestre que

5(2) = 25(0).

Sugerencia: Examine 84 (¢). (Vea la figura 1.34.)

(b) En la secci6én 1.4 definitmos el impulso unitario continuo como el limite de la
sefial 8(f). Con mayor precisién, definimos varias de las propiedades de &(t)
mediante el examen de las propiedades correspondientes de 8a(¢). Por ejemplo,

ua(t) = f _' Sa(7)dr
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t) = 1’ A P1.38'1

interpretarfamos 5(f) mediante la ecuacion

u(t) = L, 8(r)dr

o viendo a &(f) como la derivada formal de u(r).

Este tipo de anilisis es importante, ya que estamos tratando de definir §(¢)
a través de sus propiedades en lugar de especificar su valor para cada t, lo cual
no es posible. En el capitulo 2, proporcionamos una caracterizacién muy simple
del comportamiento del impulso unitario que es extremadamente itil en el
estudio de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo. Sin embargo, por
ahora nos concentraremos en demostrar que el concepto importante en el uso
del impulso unitario consiste en entender cémo se comporta éste. Para lograr-
lo, considere las seis sefiales representadas en la figura P1.38. Demuestre que

rat) ra )
1 1
‘ 11
o & T A 2A t
2 2
(@ (b)
R %o
1 1
A A
A A t -A A t
(© ‘ (d)
e (8 =18~/
2 ‘
A

(e) ij] Figura P1.38
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cada una “se comporta como un impulso” conforme A — 0 en el sentido en que,
si determinamos

b = [ ri(ar,

entonces
lim ©h(2) = u(?).
Jm a(?) ®

En cada caso, dibuje y etiquete cuidadosamente la sefial 1A(¢). Observe que
r%(0) = ri(0) = 0 para toda A.

Por tanto, no es suficiente con definir o pensar que 8(¢) es cero parat # O e
infinita para ¢ = 0. Por el contrario, son propiedades como la ecuacién (P1.38-1)
las que definen el impulso. En la seccién 2.5 definiremos la clase completa de
sefiales conocidas como funciones singulares, las cuales estdn relacionadas con
el impulso unitario y tambié€n estdn definidas en términos de sus propiedades
en lugar de sus valores.

1.39. El papel que juegan u(t), &(¢) y otras funciones singulares en el estudio de los sis-
temas lineales invariantes en el tiempo es el de una idealizacién de un fenémeno
fisico y, como veremos mds adelante, el uso de estas idealizaciones nos permite
obtener una representacion de enorme importancia pero muy sencilla de dichos sis-
temas. Sin embargo, al usar las funciones singulares, necesitamos ser cuidadosos. En
particular, debemos recordar que son idealizaciones y, entonces, siempre que rea-
licemos un cdlculo usdndolas, estaremos considerando implicitamente que este
célculo representa una descripcién exacta del comportamiento de las seiiales que
se estd buscando idealizar. Para ilustrar lo anterior, considere la ecuacién

x(1)&(t) = x(0)8(z). (P1.39-1)
Esta ecuacién se basa en la observacién de que
x(1)8a(t) = x(0)8a(2). (P1.39-2)

Tomando el limite de esta relacién se produce entonces una relacién idealizada
dada por la ecuacién (P1.39-1). Sin embargo, un examen mis cuidadoso de nuestra
deduccién de la ecuacién (P1.39-2) muestra que esa ecuacién realmente tiene sen-
tido s6lo si x(¢) es continua en ¢t = 0. Si no lo es, entonces no se tendra x(¢) = x(0)
para ¢ pequefias.

Para hacer este punto més claro, considere la sefial escalén unitario u(f). Re-
cordemos de la ecuacién (1.70) que u(t) = 0 para t < 0y u(t) = 1 parat > 0, pero
su valor en ¢t = 0 no estd definido. [Observe, por ejemplo, que ua(0) = 0 para toda
A, mientras que uj (0) =} (tomado del problema 1.38(b)).] El hecho de que u(0) no
esté definida no es de particular importancia, siempre y cuando los célculos que
realicemos usando u(¢) no dependan de una seleccién especifica de u(0). Por ejem-
plo, si f{(¥) es una sefial que sea continua en ¢ = 0, entonces el valor de

+o
Rou(a)do
no depende de una seleccion de u(0). Por otro lado, el hecho de que u(0) no esté
definida es importante, pues significa que ciertos cdlculos que involucran funciones
singulares no estdn definidas. Considere el tratar de definir un valor para el pro-
ducto u(r)8(s).
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Para ver que esto no se puede definir, demuestre que
1i ()] = 0
lim [ua()8(9)] = 0.

pero
lim [ua(6)85(0)] = 3500

En general, podemos definir el producto de dos sefiales sin ninguna dificultad
en tanto las sefiales no contengan funciones singulares (discontinuidades, impulsos
o las otras singularidades presentadas en la seccién 2.5) cuyas posiciones coincidan.
Cuando las posiciones coinciden, el producto es indefinido. Como un ejemplo, mues-
tre que la sefial '

+o0

gl = f u(né(t — nHdr

es idéntica a u(t); es decir, es 0 para ¢t < 0,es igual a 1 para ¢t > 0 y es indefinida para
t=0.

1.40. (a) Muestre que si un sistema es ya sea aditivo u homogéneo, tiene la propiedad
de que si la entrada es idéntica a cero, entonces la salida también es idéntica a
cero.

(b) Determine un sistema (ya sea en continuo o discreto) que no sea aditivo ni

~ homogéneo pero que tenga una salida cero si la entrada también es cero.

(c) A partir de (a), ;puede concluir que si la entrada a un sistema lineal es cero
entre los tiempos # y t2 en tiempo continuo, o entre los tiempos n; y n2 en
tiempo discreto, entonces la salida también debe ser cero entre esos mismos tiem-
pos? Explique su respuesta.

1.41. Considere un sistema S con entrada x[n] y salida y[n] relacionadas mediante

. yln] = x[n]igln] + gln — 1]}
(a) Sig[n] = 1 para toda n, demuestre que § es invariante en el tiempo.
(b) Si g[n] = n, demuestre que S no es invariante en el tiempo.
(©) Sig[n] =1 + (—1)7, demuestre que S es invariante en el tiempo.
1.42. (a) ;Es verdadero o falso el siguiente enunciado?

La interconexi6n en serie de dos sistemas lineales e invariantes en el tiempo
es también un sistema lineal e invariante en el tiempo.

_Justifique su respuesta.
(b) ;Es verdadero o falso el siguiente enunciado?

La interconexion en serie de dos sistemas no lineales es también un sistema no
lineal.

Justifique su respuesta.
(c) Considere tres sistemas con las siguientes relaciones entrada-salida:

n par
n impar’

Sistema 1: yln]l = {g[n/2],
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Sistema 2:  y[n] = x[n] + %x[n -1+ %x[n - 2],
Sistema 3: yin] = x[2n].

Suponga que estos sistemas estdn conectados en serie como se muestra en la
. figura P1.42. Determine la relacién entrada-salida para el sistema total inter-
conectado. ; El sistema es lineal? ;Es invariante en el tiempo?

t

X[n] ==—=p| Sistema 1 »| Sistema 2 — Sistema 3 fe—p y[n]

Figura P1.42

. 1.43. (a) Considere un sistema invariante en el tiempo con entrada x(¢) y salida y(z).
Demuestre que si x(f) es periédica con periodo T, entonces también lo es y(f).
Demuestre que el resultado anilogo también se cumple en tiempo discreto.

(b) Dé un ejemplo de un sistema invariante en el tiempo y una sefial x(¢) de entra-
da no periédica tal que la correspondiente salida y(f) sea periddica.

1.44. (a) Demuestre qué la causalidad para un sistema lineal continuo es equivalente a
la siguiente afirmacién:

Para cuélquier tiempo f y cualquier entrada x(¢) tales que x(¢) = 0 para t < f,
la salida correspondiente y(f) también debe ser cero para t < f.

Una afirmacién andloga se puede hacer para un sistema lineal discreto.

(b) Encuentre un sistema no lineal que satisfaga la condicién anterior pero que no
sea causal.

(c) Encuentre un sistema no lineal que sea causal pero que no satisfaga la condicién.

(d) Muestre que la invertibilidad para un sistema lineal discreto es equlvalente a
la siguiente afirmaci6n:

La tinica entrada que produce y[n] = 0 para toda n es x[n] = 0 para toda n.

La afirmaci6n andloga también es vélida para un sistema lineal continuo.
(e) Encuentre un sistema no lineal que satisfaga la condici6én de la parte (d) pero
que no sea invertible.

1.45. En el problema 1.37 presentamos el concepto de funciones de correlacién. Con fre-
cuencia es importante en la practica calcular la funcién de correlacién ¢, (t) donde
h(?) es una sefial fija dada, pero donde x(f) puede ser cualquier sefial dentro de una
amplia variedad. En este caso, lo que se hace es disefiar un sistema S con entrada
x(¢) y-salida @ns(2). '
(a) (Seslineal? ;S esinvariante en el tiempo? ;S es causal? Explique sus respuestas.
(b) ;Alguna de sus respuestas de la parte (a) cambia si tomamos como salida
¢(2) en lugar de @n:(2)?
1.46. Considere el sistema retroalimentado de la figura P1.46. Suponga que y[n] = 0 para
n<o.

+ o~ ol |
x[n]—»@—-» yin] = efn —1] > yln]

" Figura P1.46
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(a) Dibuje la salida cuando x[n] = é[n].

(b) Dibuje la salida cuando x[n] = u[n].

(a) Suponga que S denota un sistema incrementalmente lineal, y que xi[#] es una
sefial de entrada arbitraria a .§ con su correspondiente salida y1[n]. Considere
el sistema ilustrado en la figura P1.47(a). Muestre que si este sistema es lineal
y que, de hecho, 1a relacién entrada-salida total entre x[n] y y[n] no depende
de la selecci6n particular de xi[n].

(b) Use el resultado de la parte (a) para demostrar que S se puede representar en
la forma mostrada en la figura 1.48.

(c) ;Cudles de los siguientes sistemas son incrementalmente lineales? Justifique

su respuesta, y si un sistema lo es, identifique el sistema lineal L y la respues-
ta a entrada cero yg[n] o yo(¢) para la representacién del sistema como se mues-
tra en la figura 1.48.

(i) y[n] =n + x[n] + 2x[n + 4]

nl2, n par
. _ (n-1)12
(i) y[n] = (n—-1)2+ > x[k], nimpar
k=—
xin] . ] 4 yin]
+ -
x4[n] y4in]
@
t
. t
x) "0 =0 |y
(b)
cos (mn)
—%—)ﬂl‘ z[n] =V [n) 2l
» +
X [] ———dg ‘ y [n]
> wn] =x?[n] il
(©

Figura P1.47
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ey _lx[n] —x[n—1]+3, six[0]=0
(i) yin] [x[n] —x[n—1]1-3, six[0]<0
(iv) El sistema descrito en la figura P1.47(b).
(v) Elsistema descrito en la figura P1.47(c).

(d) Suponga que un sistema incrementalmente lineal en particular tiene una re-
presentacién como la de la figura 1.48, en el cual se denota a L como el sistema
lineal y a yo[n] como la respuesta a entrada cero. Muestre que S es invariante
en el tiempo si y sélo si L es un sistema invariante en el tiempo y yo[r] es cons-
tante. -

REVISION MATEMATICA

El nimero complejo z se puede expresar de varias formas. La forma cartesiana o rectan-
gular para z es

z=x+Jy,

donde j = V—1y xy y son ndmeros reales conocidos respectivamente como la parte real
y la parte imaginaria de z. Como indicamos anteriormente, a menudo usaremos la notacién

x = Relz),y = 9mlz).
El nimero complejo z también se puede representar en forma polar como

z = ref,
donde r > 0 es la magnitud de z y 0 es el dngulo o fase de z. Estas cantidades con fre-
cuencia se escribirdn como
r=lz|,0 = Lz.
La relacién entre estas dos representaciones de nimeros complejos puede deter-

minarse ya sea a partir de la relacion de Euler,

e/% = cos @ + jsen 0,

o graficando z en el plano complejo, como se muestra en la figura P1.48, en la cual los ejes
de las coordenadas se encuentran Re{z} a lo largo del eje horizontal y 9n|z) a lo largo del
eje vertical. Con respecto a esta representacién gréfica, x y y son las coordenadas carte-
sianas de z,y r y 6 son sus coordenadas polares.

Im

Figura P1.48
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Sea zo un nimero complejo con coordenadas polares (ro, 8o) y coordenadas carte-
sianas (xo, yo). Determine las expresiones para las coordenadas cartesianas de los
siguientes nimeros comple;os en términos de xo y yo. Grafique los puntos zo, z1, z2,
23, 24y Zs en el plano complejo cuando ro =2y 6o = w4y cuando ro = 2y 6o = /2.
Indlque en sus gréficas las partes real e imaginaria de cada punto.

(@) z1=ree -6, (b) 22=r (3] 73 = roef(,+m

(d) 4= rod( -6 +1r) (e) 75 = rod'(é) +2m)

Exprese, cada uno de los siguientes nimeros complejos en forma polar y grafique-
los en el plano complejo, indicando la magnitud y el d4ngulo de cada nimero:
@ 1+,V3 ®) -5 (©) —5-5j
@3 +4 © @Q-jV3P  ® O+
i(6/V3 V3

@ (V3+P)1-) O s ® %

e . . . juf3— 1
G) Q1 + jeims &) (V3 +))2V2eims (1) S5

(a) Usando la relacién de Euler o la figura P1.48, determine las expresiones para x
y y en términos de r y 6.

(b) Determine las expresiones para r y 6 en términos de x y y. :

(c) Si tan s616' se nos dan r y tan 6, ;podemos univocamente determinar x y y?
Explique st respuesta.

Usando la relacién de Euler, obtenga las siguientes relaciones:

(a) cos B = ¥ + e J9)

(b)ser 6 = ¥(&i® — e~/%)

(c) cos2 6 = ¥(1 + cos 26)

(d) (sen 6)(sen ¢) = } cos(6 — ¢) — 2 cos(f + ¢)

(e) sen(@ + ¢) = sen fcos ¢ + cos O sen ¢

Supongamos que z denota una variable compleja; esto es,
z=x+jy=reb.

El conjugado complejo de 7 es

T=x—jy=re
Obtenga cada una de las s1gu1entes relaciones, donde z, z1 y z2 son nimeros com-
plejos arbitrarios:
@ zz*=r2
(b) %: ei20
(©) z + 2" = 2Relz]
@) z — 2" = 2jgmlz]
@ (m+zn)=201+2
(D (azi122)* = aziz3, donde a es cualquier nimero real
® )=z
(ll) %[ ;l} i[ nz;;:m ]
Obtenga las siguientes relaciones, donde z, z1 y zz son niimeros complejos arbitra-
rios:

(a) (el)* = el*
(®) 2125 + 2172 = 2Relz125} = 2Relz123)
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1.54.

L.55.

1.56.

(9 lz] = |z*|

@) lz1zo* = |zalza] -

(e) Relz] = |z|, Imiz} = 2|

(0 2122 + ziz2| = 2|z125)

® (21] = Jz2l)? = |21 + 2ol = (Joa| + |z2l)?

Las relaciones consideradas en este problema se usan en muchas ocasiones en todo
el libro. :

(a) Pruebe la validez de las siguientes expresiones:

N-1 N’Q a=1 ‘
; ar = 11%‘1, para cualquie; nﬁmero complejo a # 1.

A menudo a esto se le llama la férmula de suma finita.
(b) Demuestre que si |a| < 1, entonces

A menudo a esto se le llama la férmula de suma infinita.
(¢) Demuestre también que si |a| < 1, entonces

ina" = ___a_.
n=0 (1—a)2

(d) Evalte
>.an,
n=k

~ suponiendo que |a| < 1.
Usando los resultados del problema 1.54, evalie cada una de las siguientes sumas
y exprese su respuesta en forma cartesiana (rectangular):

(@) > 5-oeimP2 (b) > _pemi2

(©) Sh=o(dre™2 - (d) S 5=2(})neim™i2

(€) >5-0 cos(%n) ) >5-0(3)rcos(%n)

Evalde cada una de las siguientes integrales y exprese su respuesta en forma carte-
siana (rectangular):

(a) [§ ™2t (b) [§ eim2dt

(©) [$eim2dy (d) [Fe~C+irdt

(e) [5" e~ cos(t)dt () [o° e~ sen(31)dt



SISTEMAS LINEALES
INVARIANTES EN EL TIEMPO

2.0 INTRODUCCION

74

En la scecion L6 presentamos vy analizamos varias de las propiedades bdsicas de los sis-
temas. Dos de ellas. la hinealidad v la invariancia en el tiempe, juegan un papel funda-
mental en el andlisis de senales y sistemas por dos razones principakes. La primera,
muchos procesos fisicos poseen estas propicdades por lo que pueden modelarse como
sistemas lineales e invanantes en ¢l Lempo (CTT). Ademas, los sistemas LT sc pueden
analizar con suficiente detalle para proporeionar tanto el conocunmento de sus propie-
dades como un conjunto de poderosas herramicntas que conforman el ntcleo del andli-
sis de senales y sistemas.

Un objetivo esencial de este libro consiste on desarrollar ta comprension de estas
propicdades v herramientas asi como proporcionar una introduceidn a varias de las muy
importanics aplicaciones en las cuales s¢ usan estas herramientas. En este capitulo ini-
cianos ¢l desarrollo mediante la deduccion ¥ examen de una representacion fundamen-
tal v extremadamente 1til para los sisternas LT asi como con la introduccion de una
clase importante de estos sistemas.,

Lina de las principales razones por la que los sistemas LTT son accesibles al andlisis
es gue todos eslos sistemas poscen la propiedad de superposicidn descrita en la seecion
1.6.6. Como consgeuencia. i pedemos representar la entrada a un sistema LTT en térmi-
nos de una combinacion lincal de un conjunto de sefales bisicas, entonces podemos uti-
lizar la superposicidn para caleular la salida del sistema en términos de sus respuestas a
cslas sefales basicas.

Como veremaos en las siguientes secciones, una de las caracteristicas importantes del
impulso unitario, tanto discreto como continuo, es que Jas sefales muy gencerales s puc-
den representar como la combinacidn linedl de impulsos retardados. Este hecho. junto
con las propiedades de superposicion ¢ Invariancia en ¢l liempo. nos permiten realizar
una caracterizacion completa de cualquier sistema LTT en términos de su respuesta a un
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impulso unitario. Esta representacién, conocida como suma de convoluci6n en el caso dis-
creto, e integral de convolucién en el continuo, proporciona una considerable comodidad
analitica al tratar con sistemas LTI. Siguiendo con nuestro desarrollo de la suma de con-
volucién y la integral de convolucién, usamos estas caracterizaciones para examinar
algunas otras propiedades de los sistemas LTI. Posteriormente, consideramos la clase de
continuos descritos mediante ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes, asf como su contraparte discreta, la clase de sistemas descritos por ecuaciones de
diferencias lineales con coeficienteés constantes. Volveremos a examinar estas dos clases
muy importantes de sistemas en diversas ocasiones en los capitulos subsecuentes. Por tltimo,
echaremos un vistazo nuevamente a la funcién del impulso unitario de tiempo continuo y
a otras sefiales que estdn muy relacionadas con ésta, de modo que podamos proporcionar
algin conocimiento adicional sobre estas sefiales idealizadas y, de manera particular,
sobre su uso e interpretacion en el contexto del andlisis de sistemas LT1.

2.1 SISTEMAS LTI DISCRETOS: LA SUMA DE CONVOLUCION

-,

2.1.1 La representacion de seriales discretas en términos de los impulsos

La idea fundamental de visualizar como el impulso unitario discreto se puede usar para cons-
truir cualquier sefial discreta consiste en pensar en una sefial discreta como una secuencia
de impulsos individuales. Para ver la forma en que esta idea intuitiva puede transformarse
en una representacién matemaética, considere la sefial x[n] mostrada en la figura 2.1(a). En
las partes restantes de esta figura hemos dibujado cinco secuencias de impulso unitario
desplazadas en el tiempo y escaladas, donde el escalamiento de cada impulso es igual al
valor de x[n] en el instante particular en que ocurre la muestra unitaria. Por ejemplo,

x[-1]8[n + 1] = [3,[‘1], n=-1

n# -1
Aoletn) = [f% 720
[1]8n ~ 1] = [3,[1]’ "l

Por tanto, la suma de las cinco secuencias en la figura es igual a x[n] para —2 < n < 2. De mane-
ra mas general, si incluimos impulsos adicionales desplazados y escalados, podemos escribir

. x[n] = ...+ x[=3]8[n + 3] + x[-2])8[n + 2] + x[—1]8[n + 1] + x[0]&]n] 2.1)
+ x[1]8[n — 1] + x[2]8[n — 2] + x[3]6[n — 3] +.... )
Para cualquier valor de n, s6lo uno de los términos del miembro derecho de la ecuacién
(2.1) es diferente de cero, y el escalamiento asociado con ese término es precisamente
x[n]. Al escribir esta sumatoria en una forma més compacta, tenemos

+o

x[n] =kz x[k]8[n — k]. (22)

=—a0

Esto corresponde a la representacién de una secuencia arbitraria como una combinacién li-
neal de impulsos unitarios desplazados 8[n — k], donde los pesos en esta combinaci6n lineal
son x[k]. Como un ejemplo, considere x[n] = u[n], el escal6n unitario. En este caso, puesto
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x{n]

-4-3-2-1 01 2 3 4 n
)

x[—1] 5[n + 1]

x[0] 5[n]

-4-3-2-1 01 2 3 4 n
@

x{1] 8[n—1]

-4-3-2-1 0 1.2 3 4 n
(e) :

x{2] 8[n—-2]

-4-3-2-1 0 1

f
© impulsos desplazados.

Capitulo 2

Figura 2.1  Descomposicion de una
sefial discreta en una suma ponderada de
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que' ulk] = 0 para k < 0y u[k] = 1 para k = 0, la ecuacién (2.2) se convierte en
+o
uln] = > 8n — &],
k=0

la cual es idéntica a la expresién deducida en la seccién 1.4. [Vea la ecuacién (1.67).]

La ecuacién (2.2) se llama propiedad de seleccién del impulso unitario discreto.
Puesto que la secuencia 8[n — k] es diferente de cero sélo cuando k = n,la sumatoria del
lado derecho de la ecuacién (2.2) “selecciona” a través de la secuencia de valores de x[k]
y mantiene Gnicamente el valor que corresponde a k = n. En la siguiente subseccion
explotaremos esta representacion de las sefiales discretas con el fin de desarrollar la re-
presentacion de la suma de convolucién para un sistema LTI discreto.

2.1.2 La respuesta al impulso unitario discreto y la representacion
de la suma de convolucion de sistemas LTI

La importancia de la propiedad de seleccién de las ecuaciones (2.1) y (2.2) reside en el
hecho de que representa a x[n] como una superposicién de versiones escaladas de un con-
junto muy sencillo de funciones elementales, o sea, los impulsos unitarios desplazados
8[n — k], cada uno de los cuales es diferente de cero (con valor 1) en un solo punto en el
tiempo, especificado por el correspondiente valor de k. La respuesta de un sistema lineal
a x[n] serd la superposicién de las respuestas escaladas del sistema a cada uno de estos
impulsos desplazados. Ademds, la propiedad de invariancia en el tiempo nos dice que las
respuestas de un sistema invariante en el tiempo a los impulsos unitarios desplazados en
el tiempo son simplemente versiones desplazadas en el tiempo una de otra. La repre-
sentacién de la suma de convolucién para sistemas discretos que son fanto lineales como
invariantes en el tiempo resulta de poner juntos estos dos hechos b4sicos.

De manera més especifica, considere la respuesta de un sistema lineal (pero posi-
blemente variante en el tiempo) a una entrada arbitraria x[n]. Podemos representar la
entrada mediante la ecuacién (2.2) como una combinacién lineal de impulsos unita-
rios desplazados. Designemos a hi[n] como la respuesta del sistema lineal al impulso
unitario desplazado 8[n — k]. Entonces, a partir de la propiedad de superposicién de un
sistema lineal [ecuaciones (1.123) y (1.124)],1a respuesta y[n] del sistema lineal a la entra-
da x[n] en la ecuacién (2.2) es simplemente la combinacién lineal ponderada de estas
respuestas bisicas. Es decir, con la entrada x[#] a un sistema lineal expresado en la forma
de la ecuacién (2.2), la salida y[n] se expresa como

+x

yln] = Z x[k)hi[n]. 23)
k=—o

Entonces, de acuerdo con la ecuacién (2.3), si conocemos la respuesta de un sistema li-
neal al conjunto de impulsos unitarios desplazados, podemos construir la respuesta a una
entrada arbitraria. Una interpretacién de la ecuacién (2.3) se ilustra en la figura 2.2. La
sefial x[n] se aplica como la entrada a un sistema lineal cuyas respuestas h—1[n], ho[n] y
hi[n] a las sefiales 8[n + 1], 8[n] y 8[n — 1], respectivamente, estan representadas en la
figura 2.2(b). Ya que x[n] se puede escribir como una combinacién lineal de 8[n + 1], 8[n]
y 8[n — 1], la superposicién nos permite escribir la respuesta a x[#] como una combi-
nacion lineal de respuestas a impulsos individuales desplazados. Los . impulsos indivi-
duales desplazados y escalados que constituyen x[n] se ilustran en el lado izquierdo de la
figura 2.2(c), en tanto que las respuestas a estas sefiales componentes se presentan del
lado derecho. En la figura 2.2(d) hemos dibujado la entrada real x[#], la cual es la suma
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x[n}

L) :1 |
01

h_qin] hy [n]

®)

Flgura 2.2 |Interpretacion gréfica de la respuesta de un sistema lineal dis-
creto expresado en la ecuacién (2.3).

de los componentes del lado izquierdo de la figura 2.2(c) con la salida real y[#n], la que,
por superposicién, es la suma de los componentes del lado derecho de la figura 2.2(c). De
este modo, la respuesta al tiempo »n de un sistema lineal, es de manera simple, la super-
posicién de las respuestas debidas al valor de entrada en cada punto en el tiempo.

En general, por supuesto, las respuestas sx[n] no necesitan estar relacionadas una
con otra para diferentes valores de k. Sin embargo, si el sistema lineal también es inva-
riante en el tiempo, entonces estas respuestas a impulsos unitarios desplazados en el tiem-
po son todas versiones desplazadas en el tiempo unas de otras. Especificamente, ya que
8[n — k] es una versi6n desplazada en tiempo de 8[n], la respuesta hi[n] es una versién
desplazada en tiempo de ho[n}; es decir,

hi[n] = holn — k]. (24)
Para facilitar la notacién, eliminaremos el subindice en ho[n] y definiremos la respuesta al
impulso (muestra) unitario
h[n] = hq[n]. (2.5)
Esto es, k[n] es la salida del sistema LTI cuando 8[r] es la entrada. Entonces, para un sis-
tema LTI, la ecuacién (2.3) se vuelve

+00

y[n] = Z x[k)h[n — K]. (2.6)

k=—o

Este resultado se conoce como la suma de convolucién o suma de superposicion, y

a la operaci6n del miembro derecho de la ecuacién (2.6) se le llama convolucién de las

* secuencias x[n] y h[n]. Representaremos la operacién de convolucién de manera sim-
bélica como

y[n] = x[n] * hn]. (27)
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N

x{—118[n +1] x(=1] h_4[n]

x[0] 3[n] x[0] ho[n]

x[1} 8[n-1] x(1] hqln]

x[n] yin]

@ Figura 2.2 Continuacién

Note que la ecuacién (2.6) expresa la respuesta de un sistema LTI a una entrada

arbitraria en términos de la respuesta del sistema al impulso unitario. De aqui se despren-
" de que un sistema LTI se caracteriza completamente por su respuesta a una sola seiial, es

decir, su respuesta al impulso unitario.

La interpretacién de la ecuacién (2.6) es similar a la que dimos para la ecuacién
(2.3), donde, en el caso de un sistema LTT, la respuesta debida a la entrada x[k] aplicada
en el tiempo k es x[k]h[n — k]; es decir, es una versién desplazada y escalada (un “eco”
de h[n]. Al igual que antes, la salida real es la superposicién de todas estas respuestas.
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Ejemplo 2.1

. Considere un sistema LTI con respuesta al impulso h[n] y entrada x[n], como se ilustra
. en la figura 2.3(a). Para este caso, ya que s6lo x[0] y x[1] son diferentes de cero, la
: ecuacién (2.6) se simplifica hasta la expresion

y[n] = x[0]A[n — 0] + x[1]k[n — 1] = 0.5h{n] + 2h[r — 1]. (2.8)

| Las secuencias 0.5h[n] y 2h[n — 1] son los dos ecos de la respuesta al impulso necesa-
. rios para la superposicién involucrada en la generacién de y[n]. Estos ecos se presentan
en la figura 2.3(b). Sumando los dos ecos para cada valor de n obtenemos y[n], la cual
se muestra en la figura 2.3(c).

hin]
)
—0—0——1——1—1—4—% \
-0 i 2 n
L X[
T 0.5
‘ ' n

Iz y[n]
3

\
Figura 2.3 (a) La respuesta al impulso h[n] de un sistema LT
y una entrada x [n] al sistema; (b) las respuestas o “ecos” 0.5H(n] y
2h[n — 1], para los valores diferentes de cero de la entrada, esto es,
x[0] = 0.5y x[1] = 2; (c) la respuesta total y[n], la cual es la suma de
los ecos en (b).
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Si tomamos en cuenta el efecto de la suma de superposicién en cada muestra de sali-
da individual, obtenemos otro método muy util de visualizar el cdlculo de y[n] mediante
la suma de convolucién. En particular, considere la evaluacién del valor de salida en
algin tiempo especifico n. Una ménera particularmente conveniente de presentar este
célculo de forma gréfica se inicia con las dos sefiales x[k] y h[n — k] vistas como funciones
de k. Multiplicando estas dos funciones, obtenemos una secuencia g{k] = x[k]h[n — k], la
cual, en cada tiempo k, se ve que representa la contribucién de x[k] a la salida en el tiem-
po n. Concluimos asi que el sumar todas las muestras en la secuencia g[k] produce el
valor de salida en el tiempo seleccionado n: De este modo, para calcular y[n] para todos
los valores de n es necesario repetir este procedimiento para cada valor de n. Afortu-
nadamente, cambiar el valor de # tiene una interpretacién grafica muy sencilla para las
dos sefiales x[k] y h[n — k], vistas como funciones de k. Los siguientes ejemplos muestran
esto, asi como el uso del punto de vista antes mencionado al evaluar las sumas de con-
volucién.

Ejemplo 2.2

#¥ Consideremos de nuevo el problema de convolucién presentado en el ejemplo 2.1. La
secuencia x[k] se muestra en la figura 2.4(a), en tanto que la secuencia A[n —~ k], vista
como una funcién de k y con n fija, se muestra en la figura 2.4(b) para diferentes valores
de n. Al dibujar estas secuencias, nos hemos valido del hecho de que h[n — k] (vista
. como una funcién de & con £ fija) es una version invertida en el tiempo y desplazada de
la respuesta al impulso A[k]. En particular, conforme k se incrementa, el argumento n — k
disminuye, explicando asf la necesidad de realizar una inversién en el tiempo de h[k]. Si
sabemos esto, entonces, para dibujar la sefial hA[n — k], s6lo necesitamos determinar su
@ valor para algin valor particular de k. Por ejemplo, el argumento n — k serd igual a0 en
T el valor k = n. De este modo, si dibujamos la sefial A[—k], podemos obtener la seiial
=& h[n — k] simplemente desplazando a la derecha (por n) si n es positiva o a la izquierda
| sines negativa. El resultado para nuestro ejemplo, para valoresde n < 0,n =0,1,2,3
. yn > 3,se muestra en la figura 2.4(b).
Habiendo dibujado x[k] y k[n — k] para cualquier valor particular de n, multipli-
} camos estas dos sefiales y sumamos todos los valores de k. En el caso de nuestro ejem-
& plo, paran < 0,vemos de la figura 2,4 que x[k]a[n — k] = 0 para toda k, ya que los valo-
res diferentes de cero de x[k] y k[n — k] no se traslapan. En consecuencia, y[n] = 0 para
n < 0.Para n = 0, puesto que el producto de la secuencia x[k] con la secuencia k[0 — k]
tiene s6lo una muestra diferente de cero cuyo valor es 0.5, concluimos que

o

y[0) = > x[k]h[0 — k] = 05. (2.9)

k=-o

! B El producto de la secuencia x[k] con la secuencia A[1 — k] tiene dos muestras diferentes
de cero, las cuales se pueden sumar para obtener

00

y[1] = D xfklh[1 — k] = 0.5 + 2.0 = 2.5. (2.10)
k=—w
De manera similar,
2l = D xfklh2 - k] = 0.5 + 2.0 = 2.5, (2.11)
k=—-o .
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Figura 2.4 Interpretacion de la ecuacion (2.6) para las sefiales h[n] y
x[n} en la figura 2.3: (a) la sefial x[4], y (b) la sefial h[n — K} como

una funcién de k con n fijo) para diversos valores de n(n < 0; n= 0,1, 2, 3;
n > 3). Cada sefial se obtiene mediante el reflejo y el corrimiento de ia
respuesta al impulso unitario h{A]. La respuesta y[n] para cada valor de n se
obtiene multiplicando las sefales x[A] y h[n — k] en (b) y (c) y sumando
después los productos sobre todos los valores de k. El calculo de este
ejemplo se detalla en el ejemplo 2.2.

@

yB1 =D [klA[2 - k] = 2.0. (2.12)

k=~

Finalmente, para n > 3, el producto x[k]h[n — k] es cero para toda k, a partir de lo cual
concluimos que y[n] = 0 para n > 3. Los valores de salida resultantes concuerdan con
los obtenidos en el ejemplo 2.1.
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Ejemplo 2.3

i Considere una entrada x[n] y una respuesta al impulso unitario h[n] dada por

x[n] = amu[n],
h[n] = u[n],

con 0 < a < 1. Estas seiiales se ilustran en la figura 2.5. Ademés, para ayudarnos a vi-
sualizar y calcular la convolucién de las sefiales, en la figura 2.6 hemos dibujado la sefial
x[k] seguida por h[—k],h[—1 — k] y A[1 — k] (es decir, h[n — k] paran = 0,—1y +1)y,
finalmente, h[n — k] para un valor positivo arbitrario de n y un valor negativo arbitrario
de n. De esta figura podemos observar que, para n < 0, no hay traslape entre puntos
diferentes de cero en x[k] y A[n — k]. Entonces, para n < 0, x[k]A[n — k] = O para todos
los valores de k, y en consecuencia, de la ecuacion (2.6) vemos que y[n] = 0,n < 0. Para
n=0,

" = ok, 0<k=n
xklkln = k1 =10 con otro valor -

x[n] = a"u[n]

hin] = uln]

(b)
Figura 2.5 Las sefiales x[n] y h[n] del ejemplo 2.3.

.| Asi,paran =0,
n
ylnl = > ak,
k=0

. y usando el resultado del problema 1.54 se puede escribir como

n -_ gn+l
y[n] = Z ak = 1-a paran = 0. (2.13)
k=0 1-a
Entonces, para toda n,
— qn+1
ol = (52 g,

¢ La sefal y[n] est4 representada en la figura 2.7.
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Figura 2.6 Interpretacion gréfica del célculo de la suma de convolu-
cion del ejemplo 2.3.
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yln] = (————1 —o"’ 1> uln}

1-a

Figura 2.7 Salida para el ejemplo 2.3.

La operacion de convolucién algunas veces se describe en términos de “deslizar” la
secuencia h[n — k] sobre x[k]. Por ejemplo, suponga que hemos evaluado y[n] para algiin
valor particular de n, digamos, n = ny. Esto es, hemos dibujado la sefial A[no — k], 1a hemos
multiplicado por la seiial x[k] y sumado el resultado con todos los valores de k. Para eva-
luar y[n] en el siguiente valor de n —es decir,n = ny + 1—, necesitamos dibujar la sefial
h[(no + 1) — k]. Sin embargo, esto se puede hacer tomando simplemente la sefial A[no —
k] y desplazdndola un punto a la derecha. Para cada valor sucesivo de n, continuamos con
el proceso de desplazar A[n — k] un punto a la derecha, multiplicarla por x[k] y sumar el
resultado sobre k.

Ejemplo 2.4

. Como un ejemplo adicional, considere las dos secuencias

_J1, O0=n=4
x[n] = 0, con otro valor

Bl = ar, 0=n=<6
(1= 0, conotro valor

Estas sefiales estan representadas en la figura 2.8 para un valor positivo de o > 1. Para
calcular ]a convolucién de las dos sefiales, resulta conveniente considerar cinco interva-
los separados para n. Esto se ilustra en la figura 2.9.

. Intervalo 1. Para n < 0, no hay traslape entre las porciones diferentes de cero de x{k]
y h[n — k], y en consecuencia, y[n] = 0.

- Intervalo 2. ParaO0<n =<4,

ark O=<k=n
x[kJhln — k] = {0, con otro valor ’
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x[n]

001234567 n
b)

Figura 2.8 Las sefiales a convolucionarse en el ejemplo 2.4.

| Asf, en este intervalo, ,
n

yinl= > ark. (2.14)
k=0

Podcmos evaluar esta suma mediante el uso de la fé6rmula de suma finita, ecuacién
(2.13).\Especifilcémente, cambiando la variable de la sumatoria en la ecuacién (2.14) de
kar=n — k,obtenemos

1 — gntl

n
= f = ———
yln] ;a —a

Intervalo 3. Paran >4 peron — 6 < 0 (es decir,4 <n < 6),

ark O0=sk=<4
x[klhln — k] = {0, con otro valor *

' Asi, en este intervalo,
; 4
yinl = > ark. \ (2.15)
k=0
De nueva cuenta podemos usar la férmula de suma geométrica en la ecuacién (2.13)
para evaluar la ecuacién (2.15). Especificamente, separando el factor constante a” de la
sumatoria en la ecuacién (2.15) se obtiene
4 —1\S -
1—((1 1) an—4 — gntl
=qgh -1 = gn =
Il = a go(a o= ar——

— (2.16)

Intervalo 4. Parar > 6 peron — 6 < 4 (es decir, para 6 < n < 10),

an—k, (n —6)5](54
x[k}aln — k] = {0, con otro valor ’
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x[K]

@)

®)

Figura 2.9 Interpretacidn grafica de la convolucidn realizada en el
ejemplo 2.4.
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#= de manera que

4
il = > ank.

k=n—6

Podemos usar de nuevo la ecuacién (2.13) para evaluar esta sumatoria. Haciendo que
r =k — n + 6, obtenemos

10-n 10—n
1] — g 11 ar—4 — o7
n| = a6—r= a6 a—l r= a6 = .
Al = > 2y =a = Ty

i Intervalo 5. Paran — 6 > 4, 0 de manera equivalente, n > 10, no hay traslape entre las
porciones diferentes de cero de x[k] y h[n — k], y por consiguiente

yln] = 0.
Resumiendo entonces, obtenemos
[0, n<o0
'1_—an+1, O=n=<4
1-a
—4 — gqn+l
y[n]= a"—,_a_"_’ 4<n=6,
1-a
-4 _ 47
P 6<n=10
1—-a
\0’ 10<n

lo cual se ilustra en la figura 2.10.

yin]

;rll!

Figura 2.10 Resultado de llevar a cabo la convolucién del ejemplo 2.4.

OB —B—O OO
-0 00 0@ A 4

I

6

Ejemplo 2.5

Considere un sistema LTI con entrada x[n] y respuesta al impulso h[n] especificadas
como sigue:

x[n] = 2mu[—n], (2.17)
h[n] = uln]. (2.18)
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x[k] = 2Xu[—k]
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Figura 2.11 (a) Las secuencias x[K] y h[n — K] para el problema
de la convolucién considerado en el ejemplo 2.5; (b) la sefial de salida
resultante y[n).

Las secuencias x[k] y k[n — k] est4n dibujadas en la figura 2.11(a) como funciones de k.
Observe que x[k] es cero para k > 0 y h{n — k] es cero para k > n. Observe también
= que, sin importar el valor de », la secuencia x[k]h[n — k] siempre tiene muestras diferen-
- tes de cero a lo largo del eje k. Cuando n = 0, x[k}h[n — k] tiene muestras en el inter-
= valo k = 0.De ello se desprende que paran =0,

0 0
y[n] = Z x[k)h[n - k] = Z 2%, (2.19)

gt gy

| Para evaluar la suma infinita en la ecuaci6n (2.19), podemos usar la férmula de la suma
infinita,

=)

Za" = —1—, 0<|a <1. (2.20)
~o l1—a

. Cambiando la variable de la sumatoria en la ecuacién (2.19) de k a r = —k, obtenemos

0 ® 1
:Z =Z() 1)(1/2) =2, 221)

¢ De este modo, y[n] toma un valor constante de 2 paran = 0.
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Cuando n < 0, x[k]h[n — k] tiene muestras diferentes de cero para k < n. En con-
secuencia, para n < (0,

n

y[n] = Z x[k]h[n — k] = Z 2%, (222)

k=—o k=—c

Realizando un cambio de variable / = —k y entonces m = | + n, nuevamente podemos
hacer uso de la férmula de la suma infinita, ecuacién (2.20), para evaluar la suma de la
ecuacion (2.22). El resultado es el siguiente para n < 0:

© ] © m—n -n m
oS-SS o e

I=-n m= m=0

La secuencia completa de y{n] est4 dibujada en la figura 2.11(b).

Estos ejemplos ilustran la utilidad de visualizar los célculos de la suma de convolu-
cién de manera gréfica. No s6lo esto, ademds de proporcionar un método ttil mediante
el cual se pueda calcular la respuesta de un sistema LTI, la suma de convolucién también
ofrece una representacién en extremo 1til para los sistemas LTI que nos permite exami-
nar sus propiedades con gran detalle. En particular, en la seccién 2.3 describiremos algunas
de las propiedades de la convolucién, y adem4s analizaremos algunas de las propiedades
introducidas en el capitulo anterior de modo que podamos ver c6mo estas propiedades se
pueden caracterizar para los sistemas LTI.

2.2 SISTEMAS LTI CONTINUOS: LA INTEGRAL DE CONVOLUCION

De manera andloga con los resultados deducidos y analizados en la seccién anterior, el
objetivo de gsta seccion es obtener una caracterizacién completa de un sistema LTI con-
tinuo en téfénjnos de su respuesta al impulso unitario. En el sistema discreto, la clave para
nuestro desarrollo de la suma de convolucién fue la propiedad de seleccién del impulso
unitario discreto, esto es, representar mateméticamente de una sefial como la superposi-
cién de funciones impulso unitario escaladas y desplazadas. Por tanto, de manera intuiti-
va podemos imaginar que estos sistemas discretos responden a una secuencia de impulsos
individuales. En el caso continuo, de hecho, no tenemos una secuencia discreta de valores
de entrada. No obstante, como analizamos en la seccién 1.4.2, si pensamos en el impulso
unitario como la idealizacién de un pulso el cual es tan corto que su duracién no tiene
consecuencias en un sistema fisico real, podemos desarrollar una representacién para
sefiales continuas arbitrarias en términos de estos pulsos idealizados con una duracién
pequeiia que tiende a desaparecer o, de forma equivalente, en términos de impulsos. Esta
representacion se desarrolla en la siguiente subseccion, y después procederemos como en
la seccién 2.1 para desarrollar la representacién de la integral de convolucién para sis-
temas LTI continuos.

2.2.1 La representacion de senales continuas en términos
de los impulsos

Para desarrollar la contraparte de tiempo continuo de la propiedad de seleccién en tiem-
po discreto mostrada en la ecuacién (2.2), debemos comenzar por considerar una apro-
ximacién o pulso de “escalera”, x(f), para una sefial continua x(¢), como se ilustra en la
figura 2.12(a). De manera similar a la empleada en el caso discreto, esta aproximacién se



Seccibn 2.2

x(t)

il

Sistemas LTI continuos: La integral de convolucion

X(—24)5,(t + 24)A

x(—24)

il

-2A -A

()
X(—A)5,t + A)A

x{—A)

-A0

(©
x(0)8a(H)A

x{0)

0A
@)
X(A)5t —A)A

x{4)

A2A
(o)

Figura 2.12 Aproximacion en
escalera a una seiial continua.
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puede expresar como una combinacién lineal de pulsos retrasados, lo cual se muestra en
la figura 2.12(a)-(e). Si definimos

1

= 0=st<A
) = [ , (224)
0, para otro valor
entonces, ya que Ada(?) tiene una amplitud unitaria, tenemos la expresién
) = Z x(kA)8,(t — kA)A. (2.25)

k= —oo

A partir de la figura 2.12, vemos que, como en el caso discreto [ecuacién (2.2)], para
cualquier valor de ¢, s6lo un término de la sumatoria en el miembro derecho de la ecua-
cién (2.25) es diferente de cero.

Conforme A se aproxima a 0, la aproximacién *(f) mejora cada vez mas, y en el
limite es igual a x(¢). Por tanto,

x(f) = lim i x(kA)S,(t — kA)A. (2.26)

k= —o

Asimismo, a medida que A — 0, la sumatoria en la ecuacién (2.26) se aproxima a una inte-
gral. Esto se puede ver al considerar la interpretacién grafica de la ecuacién, la cual se
ilustra en la figura 2.13. Aqui hemos mostrado las sefiales x(7), 8s(t — 7), y sus productos.
También hemos indicado una regién sombreada cuya 4rea se aproxima al 4rea bajo
x(7)6a(t — 7) conforme A — 0. Nétese que la regién sombreada tiene un drea igual a x(mA)
donde t - A < mA < t. Ademds, para este valor de ¢, s6lo el término con k = m es dife-
rente de cero en la sumatoria en la ecuacién (2.26) y, por tanto, el lado derecho de esta
ecuacién también es igual a x(mA). En consecuencia, de la ecuacién (2.26) y del argu-
mento anterior se desprende que x(¢) es igual al limite conforme A = 0 del 4rea bajo
x(7)8a(t — 7). M4s atin, de la ecuacién (1.74) sabemos que el limite cuando A — 0 de 8a(¢)
es la funcién impulso unitario 8(¢f). En consecuencia,

+ o
x(t) = j x(7)é(t — 7yd. .27
Al igual que en el caso discreto, la ecuacién (2.27) se conoce como la propiedad de selec-
cién del impulso de tiempo continuo. Podemos observar que, para el ejemplo especifico
de x(¢) = u(f), la ecuacién (2.27) se convierte en

4o - .

u(t) = f u(né(t - ndr = f 8(t — 7ndr, (2.28)
— 0

ya que u(7) = O para 7 < 0y u(7) = 1 para 7 > 0. La ecuacién (2.28) es idéntica a la

ecuacién (1.75) deducida en la seccién 1.4.2.

De nueva cuenta, la ecuacidn (2.27) se debe ver como una idealizacién en el senti-
do de que, para una A “lo suficientemente pequefia”, la aproximacién de x(f) en’la
ecuacion (2.25) es en esencia exacta para cualquier propésito practico. Entonces, la ecua-
cién (2.27) representa simplemente una idealizacién de la ecuacién (2.25) al considerar
una A tan pequefia que tienda a desaparecer. Observe también que pudimos haber
deducido la ecuacién (2.27) directamente mediante el uso de varias de las propiedades
basicas del impulso unitario que deducimds en la seccién 1.4.2.
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Figura 2.13 Interpretacién gra-
© fica de la ecuacion (2.26).

Especificamente, como se ilustra en la figura 2.14(b), la sefial 8(t — 7) (vista como una
funcién de 7 con ¢ fija) es un impulso unitario localizado en 7 = t. Por tanto, como se
muestra en la figura 2.14(c), la sefial x(7)8(t — 7) (de nuevo vista como una funcién de 7)
es igual a x(£)8(t — 7) [es decir, es un impulso escalado en = f con un 4rea igual al valor
de x(1)]. En consecuencia, la integral de esta sefial a partir de 1= —x a 7= + es igual
a x(1); esto es,

+ o

f_ wx(*r)&(t -~ Ndr= fij(t)ﬁ(t - ndr=x(t)] 8t~ ndr=x(t).

—

Aunque esta deduccién surge directamente de la seccién 1.4.2, hemos incluido la deduc-
cién proporcionada en las ecuaciones (2.24)-(2.27) para comparar las similitudes con el
caso discreto y, en particular, para enfatizar la interpretacién de la ecuacién (2.27) como
la representacién de la seiial x(¢) en forma de “suma” (mds precisamente una integral) de
impulsos ponderados y desplazados.
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x(7)

@
5(t—1)
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x(1)3(t—7) = x(t)d(t—7) xt)

Figura 2.14 (a) Sefial arbitraria

x(7); (b) impulso &(t — 7) como una

t v funci6n de rcon tfija; (c) producto de
estas dos sefiales.

(©

2.2.2 La respuesta al Impulso unitario continuo y la representacion
de |a Integral de convoluciéon de sistemas LTI

Aligual que en el caso discreto, 1a representacién desarrollada en la seccién anterior nos
proporciona un método con el cual se puede ver una sefial arbitraria continua como la
superposicién de pulsos escalados y desplazados. En particular, la representacién apro-
ximada en la ecuacién (2.25) representa la sefial X(f) como una suma de versiones esca-
ladas y desplazadas de la seiial pulso bésico 8x(f). En consecuencia, la respuesta §(f) de un
sistema lineal a esta sefial ser4 la superposicion de las respuestas a las versiones escaladas
y desplazadas de 8(f). Especificamente, definamos fa(f) como la respuesta de un sis-
tema LTI a la entrada 8,(f — kA). Entonces, de la ecuacién (2.25) y la propiedad de super-
posicidn, para sistemas lineales de tiempo continuo, vemos que

+ o

O = xkd)ha0)A. (2.29)

k= —w

La interpretaci6n de la ecuacién (2.29) es similar a aquella de la ecuacién (2.3) para
el caso discreto. En particular, considere la figura 2.15, la cual es la contraparte continua
de la figura 2.2. En la figura 2.15(a) hemos representado la entrada x(f) y su aproximacién
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de la respuesta de un sistema lineal
U] continuo como el expresado en las
ecuacion (2.29) y (2.30).
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%(¢), mientras que en la figura 2.15(b)-(d) hemos mostrado las respuestas del sistema a
tres de los pulsos ponderados de la expresién para (). Entonces la salida y(¢) corres-
pondiente a £(¢) es la superposicién de todas estas respuestas, como se indica en la figu-
ra 2.15(e).

Lo que falta, entonces, es preguntarse qué pasa conforme A se hace muy pequefio,
es decir, conforme A — 0. En particular, con x(f) expresada como en la ecuacién (2.26),
%(¢) se vuelve cada vez mejor aproximacién a x(¢) y, de hecho, las dos coinciden a medida
que A — 0. En consecuencia, la respuesta a x(¢), es decir, y(¢) en la ecuacién (2.29), debe
converger hacia y(f), la respuesta a la entrada real x(¢), como se ilustra en la figura 2.15(f).
Ademds, como hemos dicho, para una A “lo suficientemente pequeiia”, la duracién del
pulso 8x(t — kA) no es significativa, en cuanto que, en lo concerniente al sistema, la
respuesta a este pulso es en esencia la misma que la respuesta a un impulso unitario en
el mismo punto en el tiempo. Esto es, puesto que el pulso 8a(r — kA) corresponde a un
impulso unitario desplazado conforme A — 0, 1a respuesta hia(t) a este pulso de entrada
se convierte en la respuesta a un impulso en el limite. Por tanto, si hacemos que A,(¢)
denote la respuesta en el tiempo ¢ a un impulso unitario (¢t — 7) localizado en el tiempo
7, entonces

y(f) = ggkgmx(kA)hkA(x)A. (2.30)

Conforme A — 0, la sumatoria del lado derecho pasa a ser una integral, como se puede
ver graficamente en la figura 2.16. En forma especifica, en la figura 2.16 el rectingulo
sombreado representa un término en la sumatoria del lado derecho de la ecuacién (2.30)
y a medida que A — ( la sumatoria se aproxima al 4rea bajo x(r)h.(¢) vista como una fun-
cién de 7. Por tanto,

(o) = f +mx(r)h,(x)d; 231)

—®

La interpretacion de la ecuacién (2.31) es andloga a la de la ecuacidn (2.29). Como
demostramos en la seccién 2.2.1, cualquier entrada x(f) se puede representar como

[ ‘
x(®) = J x(Dé(t — Ddr.

x(mh, (1)

Area sombreada = x(kA)hy, (A

7N Figura 2.16 Representacion grafi-
kA (k+1)A . ca de las ecuaciones (2.30) y (2.31).
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Esto es, podemos pensar intuitivamente en x(f) como una “suma” de impulsos pondera-
dos desplazados, donde el peso en el impulso 8(t — 7) es x(7)dr. Con esta interpretacion,
la ecuacién (2.31) representa la superposicion de las respuestas a cada una de estas
entradas, y por linealidad, el peso en la respuesta h.(f) al impulso desplazado (¢t ~ 7)
también es x(7)dr.

La ecuacién (2.31) representa la forma general de la respuesta de un sistema lineal
en el caso continuo. Si ademds de ser lineal, el sistema también es invariante en el tiem-
po, entonces A.(t) = hyo(t — 7); es decir, la respuesta de un sistema LTI al impulso unitario
8(t — 7), el cual estd desplazado 7 segundos desde el origen, es una versién de la respues-
ta a la funcién impulso unitario 5(f) desplazada en forma semejante. Nuevamente por
comodidad de notacién, quitaremos el subindice y definiremos la respuesta al impulso
unitario h(t) como

h(t) = hy(t); 2.32)

es decir, h(t) es 1a respuesta a 8(¢). En este caso, 1a ecuacién (2.31) se vuelve

() = f (Dt — Ddr. (2.33)

La ecuacioén (2.33), conocida como la integral de convolucién o la integral de super-
posicion, es la contraparte continua de la suma de convolucién de la ecuacién (2.6) y co-
rresponde a la representacion de un sistema LTI continuo en términos de su respuesta a
un impulso unitario. La convolucién de dos sefiales x(f) y h(t) serd representada simbdli-
camente como

y(#) = x(2) * h(2). (2.34)

Aun cuando hemos decidido usar el simbolo * para denotar tanto la convolucién discre-
ta como la continua, por lo general el contexto ser4 suficiente para distinguir el caso de
que se trate.
' \Al igual que en el caso discreto, podemos ver que un sistema LTI continuo est4
" completamente caracterizado por su respuesta al impulso, es decir, por su respuesta a una
sola sefial elemental, el impulso unitario &(¢). En la siguiente seccién exploraremos las
implicaciones que esto conlleva conforme examinamos varias de las propiedades de la
convolucién y de los sistemas LTI tanto en el caso continuo como en tiempo discreto.
El procedimiento para evaluar la integral de convolucion es bastante similar al de
su contraparte de tiempo discreto, la suma de convolucién. Especificamente, en la ecua-
cién (2.33) vemos que para cualquier valor de ¢, la salida y(f) es una integral ponderada
de la entrada, donde el peso sobre x(7) es A(t — 7). Para evaluar esta integral para un
valor especifico de ¢, primero debemos obtener la sefial A(t — 7) (considerada como
una funcién de 7 con ¢ fija) a partir de A(7) mediante un reflejo alrededor del origen y un
corrimiento a la derecha en un valor ¢ si t > 0, o hacia la izquierda por |f| para ¢ < 0. En
seguida multiplicamos las sefiales x(7) y h(t — 1) y se obtiene y(¢) al integrar el producto
resultante desde 7 = — hasta 7 = +, Para ilustrar la evaluacién de la integral de con-
volucién, consideremos varios ejemplos.
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Ejemplo 2.6
Sea x(¢) 1a entrada a un sistema LTI con respuesta al impulso unitario A(t), donde

x(t) = e~%u(f), a>0

h(®) = u(r).

" En la figura 2.17 hemos representado las funciones A(7), x(7) y h(t — 7) para un valor
! negativo y uno positivo de . Gracias a la figura, vemos que para ¢ < 0 el producto de
@8 x(7)y h(t — 7) es cero, y en consecuencia, y(f) es cero. Para t > 0,

ear <7<t

x(Dh(t — 7 ={

0, para otro valor ’

h(r)
1
0 T
x(1)
1
0 T
ht—1)
1
A t<0
! t _ 0 T
h(t—1)
t>0
0 t T

Figura 2.17 Célculo de la integral de convolucién para el
ejemplo 2.6.
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De esta expresién podemos calcular y(¢) para t > 0:

¢ 1 ’{f
= ATy = — Zg~@
¥(2) foe T "
1 —arT
= a(l e,

Por consiguiente, para toda ¢, y(t) es
1 —a
¥(@) = 201 = e (o),
la cual se muestra en la figura 2.18.

v = 1 a- eug

1

a

0 t

Figura 2.18 Respuesta del sistema en el ejemplo 2.6 con res-
puesta al impulso h(f) = u(f) ala entrada x(t) = e~2tu(f).

Ejemplo 2.7

Considere la convolucién de las siguientes dos seiiales:

1, 0<t<T
x(t) = 0, para otro valor’
t, 0<t<2T
h(t) = .
® 0, para otro valor

Al igual que en el ejemplo 2.4 para la convolucién discreta, es conveniente considerar
la evaluacién de y(f) en intervalos separados. En la figura 2.19 hemos dibujado x(7) e
ilustrado A(z ~ ) en cada uno de los intervalos de interés. Para t < 0 y para ¢ > 3T,
. x(nh(t — 1) = 0 para todos los valores de 7,y en consecuencia, y(f) = 0. Para los otros
intervalos, el producto x(7)A(t — 7) es como se indica en la figura 2.20. Asi, para estos
tres intervalos, la integracién puede realizarse de forma grifica con el siguiente resul-
tado:

0, ) t<0

e, 0<t<T
y(t) =\ Tt - iT?, T<t<2T ,

-2+ Tt +3T2, 2T <t<3T

0, 3Ir<t

lo cual se muestra en la figura 2.21.
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x(7)

1

0 T T

h{t—T)

2T
t<0

t-2T

h(t—1)

)
0<t<T

t-2T

©h{t—1)

2T
T<t<2T

t—-2T7

h{t—1)

2T
2T <t < 3T

t-2T
h{t—1)

2T
t>3T

0 / t T

t-27

Figura 2.19 Sefales x () y h(t — 7) para diferentes valores de ¢
del ejemplo 2.7.

Capitulo 2
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x(r)h(t—n)

0<t<T

(@

x(r)h({t—n)

t T<t<2T

o T T
(b)

x(r)h({t—7)

2T
t-T 2T <t < 3T

T ‘T T
t—2T7
©

Figura 2.20 Producto x (nh(t — 7) del ejempio 2.7 para los tres interva-
los de valores de ten los cuales el producto no es idéntico a cero. (Veala

figura 2.19.)

y(t)

0 T 2T 3T t

Figura 2.21 Sefial () = x(f  h(f) para el ejemplo 2.7.

Ejemplo 2./8
Sea que y(¢) denota la convolucién de las siguientes dos sefiales:
x(t) = eu(— 1),
h(t) = u(t - 3).
Las sefiales x(7) y h(t — 7) estdn trazadas como funciones de 7 en la figura 2.22(a).
Observamos primero que estas dos sefiales tienen regiones diferentes de cero que se

(2.35)
(2.36)




102 Sistemas lineales invariantes en el tiempo  Capitulo 2

x(7) = eZ’u(—7)
1

0 T
h{t—7)
1
t-3 0 T
@
y(t)
1
2
0 3 t

(b)

Figura 2.22 El problema de convolucién considerado en el ejemplo 2.8.

Sxasiapan, Sin irapottat el vales de t.Caando t -3 = (el producto de x(tyy h(t — 1) es
diferente de cero para — < 7 < t -3,y la integral de convolucién se convierte en

t—3 1
y(f) = J edr = zez("”. (2.37)

Parat — 3 = 0, el producto x(7)h(t — 7) es diferente de cero para —» < 7 < 0, de mane-
ra que la integral de convolucién es o

0 1
y(0) = J’ &dr = > (2:38)
. La sefial resultante y(#) est4 trazada en la figura 2.22(b).
Como ilustran estos ejemplos y los presentados en la seccién 2.1, la interpretacion

gréfica de la convolucién continua y la discreta es de un valor considerable para v1suahzar
la evaluacién de las integrales y sumas de convolucién.
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2.3 PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LINEALES E INVARIANTES EN EL TIEMPO

En las dos secciones anteriores desarrollamos las representaciones, en extremo impor-
tantes, de los sistemas LTI continuos y discretos en términos de sus respuestas al impul-
so unitario. En el caso discreto esta representacién toma la forma de la suma de con-
volucién, mientras que su contraparte continua es la integral de convolucién, las cuales
repetimos aquf por conveniencia:

yln] = i x{klh[n — k] = x[n] = hin) (2.39)
k=—o
y(@) = J+mx(7)h(t - o)dr = x(t) * h(¢) (2.40)

Como ya hemos enfatizado, una consecuencia de estas representaciones es que las
caracteristicas de un sistema LTT estdn determinadas completamente por su respuesta al
impulso. Es importante enfatizar que esta propiedad se cumple en general sélo para sis-
temas LTI. En particular, como se ilustra en los siguientes ejemplos, la respuesta al impul-
so unitario de un sistema no lineal no caracteriza por completo el comportamiento del
sistema.

Ejemplo 2.9
Considere un sistema discreto con respuesta al impulso unitario

1, n=01

h[n] = . .
(7] {O, para otro valor (241)

Si el sistema es LTI, entonces la ecuacién (2.41) determina por completo su compor-
tamiento entrada-salida. En particular, sustituyendo la ecuacién (2.41) por la suma de
convolucién, es decir, la ecuacién (2.39), encontramos la siguiente ecuacién explicita que
describe c6mo estdn relacionadas la entrada y la salida de este sistema LTI:

yln] = x[n] + x[n - 1]. (2.42)

Por otro lado, hay muchos sistemas no lineales con la misma respuesta [es decir, la pro-
porcionada por la ecuacién (2.41)] a la entrada 8[r]. Por ejemplo, los siguientes sistemas
tienen esta propiedad:

y[n] = (x[n] + x[n — 1])%,
y[n] = max(x[n], x[n — 1]).

En consecuencia, si el sistema no es lineal, no est4 caracterizado por completo por la
respuesta al impulso presentada en la ecuacién (2.41).

El ejemplo anterior ilustra el hecho de que los sistemas LTI tienen varias propie-
dades que no poseen otros sistemas, empezando por la muy especial representacién que
tienen en términos de las integrales y sumas de convolucién. En lo que queda de esta sec-
cién exploraremos algunas de las mas importantes y bésicas de estas propiedades.
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2.3.1 Propiedad conmutativa

Una propiedad basica de la convolucién tanto continua como discreta consiste en que es
una operacién conmutativa. Es decir,

x[n] * h[n] = h[n] * x[n] = i hlk]x[n — k], (2.43)
k= —
y en el caso continuo,
x(2) *h(t) = h(t) *x(t) = fjwh(r)x(t - 7dr. (2.44)

Estas expresiones se pueden verificar de una forma directa mediante la sustitucién de
variables en las ecuaciones (2.39) y (2.40). Por ejemplo, en el discreto, si consideramos
que r = n — k o, de manera equivalente, k = n — r,la ecuacién (2.39) se convierte en

+ o + oo

x[n] * h[n) = Z x[k]h[n — k] = Z x[n — r]h[r] = h[n] * x[n]. (2.45)

k=—c r=-—c

Con esta sustitucion de variables, los papeles de x[n] y A[n] se intercambian. De acuerdo con
la ecuacibn (2.45),1a salida de un sistema LTI con entrada x[n] y respuesta al impulso uni-
tario h[n] es idéntica a la salida de un sistema LTI con entrada h[n] y respuesta al impul-
so unitario x[n]. Por ejemplo, pudimos haber calculado la convolucién en el ejemplo 2.4,
reflejando y desplazando primero x[k], multiplicando después las sefiales x[n — k] y h[k]
y sumando finalmente los productos para todos los valores de k.

De manera similar, la ecuacién (2.44) se puede verificar mediante un cambio de va-
riables, y las implicaciones de este resultado en el caso continuo son las mismas: la salida
de un sistema LTI con entrada x(¢) y respuesta al impulso unitario h(¢) es idéntica a la sa-
lida de un sistema LTI con entrada h(¢) y respuesta al impulso unitario x(¢). Por tanto,
pudimos haber calculado la convolucién en el ejemplo 2.7 mediante el reflejo y corri-
miento de x(¢), multiplicando las sefiales x(t — 7) y h(7), e integrando sobre —o < 7 <
+o0. En casos especificos, una de las dos formas para calcular las convoluciones [es decir,
la ecuacién (2.39) o la (2.43) en el caso discreto y la ecuacién (2.40) o la (2.44) en el caso
continuo] se puede visualizar mas ficilmente, pero ambas formas siempre dan la misma
respuesta.

2.3.2 Propiedad distributiva

Otra propiedad bésica de la convolucidn en la propiedad distributiva. Especificamente, la
convolucidn se distribuye a través de la adicion, de manera que en el caso discreto

x{n] * (hy[n] + hy[n]) = x[n] * ky[n] + x[n] + hyln], (2.46)
y en el continuo ,
' L X * [0 + ] = x(0) % By(e) + x() * ko). (2.47)

Esta propiedad se puede verificar en una forma directa.
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y1lt]

!

X[t] —1 ylt]

> hy[t]

Y

hy[t]

yalt]

(a

Figura 2.23 Interpretacion de la
propiedad distributiva de la convolucion
para una interconexion en paralelo de los
®) sistemas LTI.

La propiedad distributiva posee una interpretacion util en términos de intercone-
xiones de los sistemas. Considere dos sistemas LTI continuos en paralelo, como se indica
en la figura 2.23(a). Los sistemas mostrados en el diagrama de bloque son sistemas LTI
con las respuestas al impulso unitario indicadas. Esta representacion grafica es una forma
particularmente conveniente para denotar los sistemas LTI en diagramas de bloque, y
también enfatiza nuevamente el hecho de que la respuesta al impulso de un sistema LTI
caracteriza por completo su comportamiento.

Los dos sistemas con respuestas al impulso #:1(¢) y ha(f), tienen idénticas entradas y
sus salidas se suman. Puesto que

yi(8) = x(8) » hy(1)

ya(t) = x(8) * hy(1),

el sistema de la figura 2.23(a) tiene una salida

Y(t) = x(1) * byt) + (1) = hy(2), (2.48)

que corresponde al miembro derecho de la ecuacién (2.47). El sistema de la figura 2.23(b)
tiene una salida

y(@) = x(0) * [h () + By(D)], (2.49)

que corresponde al miembro izquierdo de la ecuacién (2.47). Al aplicar la ecuacién (2.47)
ala ecuacién (2.49) y comparar el resultado con la ecuacién (2.48) vemos que los sistemas
en las figuras 2.23(a) y (b) son idénticos.

- Existe una interpretacion idéntica en el caso discreto, en la cual cada una de las
sefiales en la figura 2.23 es reemplazada por su contraparte discreta (es decir, x(f), h1(f),
ha(1), yi(2), y2(t) y y(¢) son reemplazadas por x[n], hi[n], ho[n], y1[n], y2[n] y y[n], respecti-
vamente). Entonces, resumiendo, en virtud de la propiedad distributiva de la convolu-
cién, una combinacién en paralelo de sistemas LT se puede reemplazar con un solo sis-
tema LTI cuya respuesta al impulso unitario sea la suma de las respuestas individuales al
impulso unitario en la combinacién en paralelo.
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Asimismo, como una consecuencia de las propiedades conmutativa y distributiva,
tenemos

[x:[n] + x;[n]] * hln] =x[n] + A[n] + x,[n] + hln] (2.50)
y
[x1()) + x (D)) * h(5) = x,(8) * h(®) + x,(8) * h(0), (2:51)
lo cual establece simplemente que la respuesta de un sistema LTI a la suma de dos entra-
das debe ser igual a la suma de las respuestas a esas sefiales de manera individual.

Como se ilustra en el siguiente ejemplo, la propiedad distributiva de la convolucién tam-
bién puede explotarse para descomponer una convolucién complicada en varias més sencillas.

Ejemplo 2.10

Sea y[n] que denota la convolucién de las siguientes dos secuencias:

x[n] = (%) u[n] + 2"u[ — n}, (2.52)

h[n] = u[n}. (2.53)
Observe que la secuencia x[n] es diferente de cero en todo el eje de tiempo. La eva-
luacién directa de dicha convolucién es algo tediosa. En su lugar, podemos hacer uso de
la propiedad distributiva para expresar y[n] como la suma de los resultados de dos pro-
blemas de convolucién mds simples. En particular, si determinamos que xi[n] =
(172yru[n] y x2[n}= 27u[—n], se sigue que

y[n] = (xiln] + x;[n]) * Aln). (2:54)
Usando la propiedad distributiva de la convolucién, podemos rescribir la ecuacién
(2.54) como

ylnl = ysln] + yoln, (2.55)
donde

yi[n] = xy[n] = hln] (2.56)
y

yaln] = x;[n] = hln}. 2.57)

La convolucién en la ecuacién (2.56) para y)[r] se puede obtener del ejemplo 2.3 (con
& a = 1/2), mientras que y;[n] se evalué en el ejemplo 2.5. La suma de ambas es y[n], la
4 cual se muestra en la figura 2.24.

yin]
™~
- 4 YT
X 31 .
. 1 )
B ’l (X
3 ]
4
LX) ' T
-3-2-1 01 23 4567 n

Figura 2.24 Llasefial y[n] = x[n] ~h[n] del ejemplo 2.10. -
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2.3.3 Propiedad asociativa

Otra propiedad importante y ttil de la convolucién es la asociativa. Esto es, en el caso dis-
creto

x[n] * (hy[n] * hyn]) = (x[n] * hyln]) * hyn], (2.58)
y en el continuo

x(1) * [hy () * hy(1)] = [x(2) * hy ()] * hy(1). (2.59)

Esta propiedad se prueba mediante manipulaciones directas de las sumatorias e inte-
grales involucradas. Los ejemplos que lo verifican se dan en el problema 2.43,
Como una consecuencia de la propiedad asociativa, las expresiones

y[n] = x[n] + hy[n] + hy[n] (2.60)

y(&) = x() * hy(2) * B(1) (2.61)

no son ambiguas. Es decir, de acuerdo con las ecuaci6n (2.58) y (2.59), no importa en qué
orden convolucionemos estas sefiales.

Una interpretacién de la propiedad asociativa se ilustra para sistemas discretos en
las figuras 2.25(a) y (b). En la figura 2.25(a),

y[n] = wn] * hy[n]
(x[n] * #y[n]) * By[n].

En la figura 2.25(b),

y[n] = x[n] * h{n]
= x[n] * (hy[n] * hy[n]).

De acuerdo con la propiedad asociativa, la interconexién en serie de los dos sistemas en
la figura 2.25(a) es equivalente al sistema individual en la figura 2.25(b). Esto se puede
generalizar a un niimero arbitrario de sistemas LTI en cascada, y la interpretacién y con-
clusién anilogas también se cumplen en el caso continuo. ‘

Si usamos la propiedad conmutativa junto con la propiedad asociativa, podremos
encontrar otra propiedad muy importante de los sistemas LTI. Especificamente, gracias
a las figuras 2.25(a) y (b), podemos coggluir que la respuesta al impulso de los dos sis-
temas LTI en cascada es la‘convolucién de sus respuestas individuales al impulso, Puesto
que la convolucién es conmutativa, podemos calcular esta convolucién de hi[n] y hz[n]
en cualquier orden. Por tanto, las figuras 2.25(b) y (c) son equivalentes, y a causa de
.1a propiedad asociativa, éstas son a su.vez equivalentes al sistema de la figura 2.25(d), la
cual notamos que es una combinacién en cascada de dos sistemas como en la figura
2.25(a), pero con el orden de la cascada invertido. En consecuencia, la respuesta al impul-
so unitario de dos sistemas LTI en cascada no depende del orden en el cual estén conec-
tados. De hecho, la misma situacién se repite para un nimero arbitrario de sistemas LTI
en cascada: el orden en que se conecten no importa en lo que concierne a la respuesta al
impulso del sistema como un todo. Las mismas conclusiones se cumplen en el caso con-
tinuo.
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win]
x[n] > hy[n] > ha[n] > yinl

(@)

X[N] =] N[N] = hy[N] *hp[N] e y[n]

®

X[n] ===———=3 h[n] = hyln] ~hy [n] = y[n]

©

x[n] > h,[n] »{ hy[n] » yin] Figura 2.25 Propiedad asociativa

de la convolucién y su implicacion, y la

@ propiedad conmutativa de la interconexién
en serie de los sistemas LTI.

Es importante subrayar que el comportamiento de los sistemas LTI en cascada (y,
en particular, el hecho de que la respuesta del sistema completo no depende del orden de
los sistemas en cascada) es muy especial para esos sistemas. En contraste, por lo general
el orden en el cual estdn conectados en cascada los sistemas no lineales no se puede cam-
biar sin que cambie la respuesta total. Por ejemplo, si tenemos dos sistemas sin memoria,
uno que sea la multiplicacién por dos y €l otro €l cuadrado de la entrada, entonces si mul-
tiplicamos primero y elevamos al cuadrado después, obtenemos

yln] = 4x°[n].
, Sin embargo, si multiplicamos por dos después de elevar al cuadrado, tenemos
yln] = 2¢[n].

Por tanto, el poder intercambiar el orden de los sistemas en cascada es una caracteristica
particular de los sistemas LTI. De hecho, como se muestra en el problema 2.51, para que
esta propiedad sea vdlida en general, necesitamos tanto la linealidad como la invariancia
en el tiempo.

2.3.4 Sistemas LTI con y sin memoria

Como se especificé en la seccién 1.6.1, un sistema es sin memoria si su salida en cualquier
tiempo depende sélo del valor de la entrada en ese mismo tiempo. Gracias a la ecuacién
(2.39) podemos ver que la Gnica manera en que esto se cumpla para un sistema LTI dis-
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creto es que h[n] = 0 para n # 0. En este caso la respuesta al impulso tiene la forma
hn] = K¥[n), (2.62)
donde K = h[0] es una constante y la suma de convolucion se reduce a la relacién
y[n] = Kx|n]. (2.63)

Si un sistema LTI discreto tiene una respuesta al impulso 4[n] que no es idéntica a cero
paran # 0,entonces el sistema tiene memoria. Un ejemplo de un sistema LTI con memo-
ria es el sistema proporcionado por la ecuacidn (2.42). La respuesta al impulso para este
sistema, ofrecida en la ecuacién (2.41), es diferente de cero paran = 1.

De la ecuacién (2.40) podemos deducir propiedades similares de los sistemas LTI
continuos con y sin memoria. En particular, un sistema LTI continuo es sin memoria si
h(f) = O parat + 0,y dicho sistema LTI sin memoria tiene la forma

y(8) = Kx(t) (2.64)
para alguna constante K y tiene la respuesta al impulso
h(f) = Ké(2). (2.65)

Note que si K = 1 en las ecuaciones (2.62) y (2.65), entonces estos sistemas llegan
a ser sistemas identidad, con salida igual a la entrada y con respuesta al impulso unitario
igual al impulso unitario. En este caso, las férmulas de suma e integral de convolucién
implican que

x[n] = x[n] * 8[n]

x() = x(¢) * 8(1),

las cuales se reducen a las propiedades de seleccién de los impulsos unitarios continuos
y discretos:

-+ oo

x[n] = z x[k]8[n — k]

k= —w

x(t) = jfmx(T)S(t - 7dr.

-

2.3.5 Invertibilidad de sistemas LTI

Considere un sistema LTI continuo con respuesta al impulso k(7). Con base en el anélisis
de la seccién 1.6.2, este sistema es invertible Ginicamente si existe un sistema inverso que,
cuando estd conectado en serie con el sistema original, produce una salida igual a la
entrada del primer sistema. Mds aun, si un sistema LTI es invertible, entonces tiene un
inverso LTI. (Véase el problema 2.50.) Por tanto, tenemos el dibujo mostrado en la figu-
ra 2.26. Se nos ha dado un sistema con respuesta al impulso A(¢). El sistema inverso, con
respuesta al impulso A1(¢) resulta en w(f) = x(¢), tal que la interconexién en serie en la
figura 2.26(a) sea idéntica al sistema identidad de la figura 2.26(b). Ya que la respuesta
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t
x(t) »1 ht) Yo -1 hy(t) pe——p w(t) =x(1)
@
- Figura 2.26 Concepto de un sis-
Sistema de \ .
Xt) | identidad e X(t) tema inverso para los sistemas LTI
a(t) continuos. El sistema con respuesta al
impulso m(f) es el inverso del sistema
®) con respuesta al impulsa h(f) si
hify*m(f) = &(8.

total al impulso en la figura 2.26(a) es h(t) *hi(t), tenemos la condicién de que, para sa-
tisfacerla, h1(¢) debe ser la respuesta al impulso del sistema inverso, o sea:

h(t) * hy(f) = 8(2). (2.66)

De manera similar, en el caso discreto la respuesta al impulso ki[n] del sistema inverso
para un sistema LTI con respuesta al impulso A[n] debe cumplir con

h[n} * h [n] = §[n]. (2.67)

Los siguientes dos ejemplos ilustran la invertibilidad y la construccién de un sistema
inverso.

Ejemplo 2.11
Considere el sistema LTI que consiste en un puro corrimiento en el tiempo
y() = x(t — t). (2.68)

Este sistema est4 retrasado si ty > 0y adelantado si t, < 0. Por ejemplo, si & > 0, entonces
la salida en el tiempo ¢ es igual al valor de la entrada en el tiempo anterior ¢t — #%.Si#% = 0,
el sistema en la ecuaci6n (2.68) es el sistema identidad y es por tanto sin memoria. Para
cualquier otro valor de t, este sistema tiene memoria, ya que responde al valor de la
entrada en un tiempo diferente al tiempo actual.

La respuesta al impulso para el sistema se puede obtener de la ecuacién (2.68)
tomando la entrada igual a 8(¢), es decir,

h(t) = 8(t — ty)- (2.69)
¢ Por tanto,
x(t — ty) = x(2) * 8(t — t,). (2.70)

¥ Esto es, la convolucién de una sefial con un impulso desplazado, simplemente desplaza
§ la seiial.

Para recuperar la entrada a partir de la salida, es decir, para invertir el sistema,
todo lo que se requiere es desplazar la salida en sentido contrario. El sistema con esta
compensacién de corrimiento en el tiempo es entonces el sistema inverso. Esto es, si
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tomamos
hi(t) = 8(t + 1),

entonces
h(t) * hy(£) = 8(t — t) * (¢ + 1) = &(¢).

De manera similar, un mero corrimiento en el tiempo en tiempo discreto tiene la
respuesta al impulso unitario 8[n — no), de manera que el convolucionar una sefial con
un impulso desplazado es lo mismo que desplazar la sefial. Ademds, el inverso del sis-
tema LTI con respuesta la impulso 8[n — nyg) es el sistema LTI que desplaza la sefial en
la direcci6n opuesta por la misma cantidad, es decir, el sistema LTI con respuesta al
impulso 8[n + ny).

Ejemplo 2.12

Considere un sistema LT1 con respuesta al impulso
h[n] = uln]. 2n

Usando la suma de convolucién, podemos calcular la respuesta de este sistema a una
entrada arbitraria:

+o
y[nl = Z x[klu[n — k]. (2.72)
k=—o
Ya que u[n — k] es igual a0 paran — k <0y 1 paran — k = 0,1a ecuacién (2.72) se con-
vierte en

n

yln] = Z x[k]. 2.73)

k= —>

Es decir, este sistema, el cual encontramos primero en la seccién 1.6.1 [vea la ecuacién
(1.92))], es un sumador o acumulador que calcula la sumatoria consecutiva de todos los’
valores de la entrada hasta el tiempo presente. Como ya vimos en la seccién 1.6.2, este
sistema es invertible, y su inverso, como se obtuvo por la ecuacién (1.99), es

y[n] = x[n] ~ x[n - 1], (2.74)

el cual es simplemente una operacién de primera diferencia. Si escogemos x[n] = §[n],
encontraremos que la respuesta al impulso del sistema inverso es

hy[n] = §[n] — &[n — 1]. (2.75)

Como una comprobacién de que A[n] en la ecuacién (2.71) y hy[n] en la ecuacién (2.75)
son realmente las respuestas al impulso de los sistemas LTI que son inversos uno de
otro, podemos verificar la ecuacién (2.67) por célculo directo:

hin] = hy[n] = u[n] * {8[n] — &[n — 1]}

= uln] * 8[n] — uln] « 8[n — 1]
u[n] — ufn — 1]
§[n].

(2.76)
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2.3.6 Causalidad para los sistemas LTI

En la seccién 1.6.3 presentamos la propiedad de causalidad: la salida de un sistema causal
depende sélo de los valores presentes y pasados de la entrada al mismo. Si usamos la
suma y la integral de convolucién, podemos relacionar esta propiedad con una propiedad
correspondiente de la respuesta al impulso de un sistema LTI. En concreto, para que un
sistema LTI discreto sea causal, y[r] no debe depender de x[k] para k > n. De la ecuacién
(2.39) sabemos que, para que esto sea vélido, todos los coeficientes h[n — k] que multi-
plican valores de x[k] para k > n deben ser cero. Entonces, esto requiere que la respues-
ta al impulso de un sistema LTI causal discreto satisfaga la condicién

h[ln] =0 paran <0. 2.77)

De acuerdo con la ecuacién (2.77), 1a respuesta al impulso de un sistema LTI causal debe
ser cero antes de que ocurra el impulso, lo cual es consistente con el concepto intuitivo
de causalidad. De manera més general, como se muestra en ¢l problema 1.44, la causali-
dad para un sistema lineal es equivalente a la condicion de reposo inicial; es decir, si la
entrada a un sistema causal es 0 hasta algtin punto en el tiempo, entonces la salida tam-
bién debe ser 0 hasta ese tiempo. Es importante subrayar que la equivalencia entre la
causalidad y la condicién de reposo inicial se aplica s6lo a sistemas lineales. Por ejemplo,
como se analizé en la seccién 1.6.6, el sistema y[r] = 2x[n] + 3 no es lineal. Sin embargo,
es causal, y de hecho sin memoria. Por otro lado, si x[n] = 0, y[n] = 3 # 0, de modo que
no satisface la condicién de reposo inicial.

"Para un sistema LTI causal discreto, la condicién en la ecuacién (2.77) implica que
la representacién de la suma de convolucién en la ecuacién (2.39) se convierta en

n

Ml = > xlklhln - K, (2.78)

k=—o

y la forma equivalente alternativa, la ecuacién (2.43), es ahora

y[n] = ih[k]x[n - k]. 2.79)
k=0

De manera andloga, un sistema LTI continuo es causal si
h(t) = 0 parat <0, (2.80)

y en este caso la integral de convolucién est4 dada por

y() = f ' x(Dh(t — Ddr = fo mh(r)x(t ~ Ddr. (2.81)

—o

Tanto el acumulador (h[n] = u[n]) como su inverso (h[n] = &[n] — 8[n — 1]),
descritos en el ejemplo 2.12, satisfacen la ecuacién (2.77) y por tanto son causales. El puro
corrimiento en el tiempo con respuesta al impulso A(f) = 8(t — to) es causal para o = 0
(cuando el corrimiento €n el tiempo es un retardo), pero es no causal para fp < 0 (en cuyo
caso el corrimiento en el tiempo es un adelanto, de modo que la salida anticipa valores
futuros de la entrada).
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Finalmente, mientras que la causalidad es una propiedad de los sistemas, es termi-
nologia comtn referirse a una sefial como causal si es cero para n < 0 o ¢ < 0. La moti-
vacién para esta terminologia surge de las ecuaciones (2.77) y (2.80): la causalidad de un
sistema LTI es equivalente a su respuesta al impulso cuando ésta es una sefial causal.

2.3.7 Estabilidad para los sistemas LTI

Recordemos de la seccién 1.6.4 que un sistema es estable si cada entrada limitada pro-
duce una salida limitada. Para determinar las condiciones bajo las cuales los sistemas L'TT
son estables, considere una entrada x[n] que estd limitada en magnitud:

|x[n]| < B paratodan. (2.82)

Suponga que aplicamos esta entrada a un sistema LTI con respuesta al impulso unitario
h[n]. Entonces, usando la suma de convolucién, obtenemos una expresién para la magni-
tud de la salida

ly[n]| = : (2.83)

i [k]x[n — k]

K=—w

Ya que la magnitud de la suma de un conjunto de nimeros no es mayor que la suma de
las magnitudes de los nimeros, deducimos de la ecuacién (2.83) que

blall = S Ihikllln — . (2.84)

k=—x

A partir de la ecuacion (2.82), [x[rn — k]| < B para todos los valores de k y n. Junto con la
ecuacion (2.84), esto implica que

ly[n]l =B i |h[k]| para toda n. (2.85)

k=—w

De la ecuacién (2.85) podemos concluir que si la respuesta al impulso unitario es
absolutamente sumable, esto es, si

+oo

> (hlk]l < e, (2.86)

k=—x

entonces y[n] est4 limitada en magnitud y por consiguiente el sistema es estable. En con-
secuencia, la ecuacion (2.86) es una condicién suficiente para garantizar la estabilidad de
un sistema LTI discreto. De hecho, ésta es también una condicién necesaria, ya que, como
se muestra en el problema 2.49, si la ecuacién (2.86) no se satisface, hay entradas limi-
tadas que producen salidas no limitadas. Asf, la estabilidad de un sistema LTI discreto es
por completo equivalente a la ecuacién (2.86).

En el caso continuo obtenemos una caracterizacién andloga de estabilidad en tér-
minos de la respuesta al impulso de un sistema LTI Concretamente, si [x(f)] < B para
toda ¢, entonces, en analogfa con las ecuaciones (2.83)-(2.85), encontramos que
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+mh('r)x(t — 7dr

— 00

o)l =

= [ olstc - lar

+ 0o
=B| |h(7)|dr.

— o

Por tanto, el sistema es estable si la respuesta al impulso es absolutamente integrable; es

decir, si

f_ 0a|h('r)|d'r< o, (2.87)

Como en el caso discreto, si la ecuacién (2.87) no se satisface, habra entradas limitadas
que produciran salidas no limitadas. Por consiguiente, la estabilidad de un sistema LTI de
tiempo continuo es equivalente a la ecuacién (2.87). El uso de las ecuacién (2.86) y (2.87)
para probar la estabilidad se muestra en los dos siguientes ejemplos.

EjJempio 2.13

] Considere un sistema que es un puro corrimiento en el tiempo, ya sea continuo o dis-

creto. Entonces en el caso discreto

Sl = S foln - mgll = 1, (288)

n=—o n=—o

#= mientras que en el caso continuo

f_:|h(7)|d7 = j_:lé(‘r —gldr =1, (2.89)

=y concluimos que ambos sistemas son estables. Esto no deberfa sorprendernos, ya que si
8 una sefial est4 limitada en magnitud, también lo estar4 cualquier versién desplazada en
¥ el tiempo de esa misma sefial.

Abhora considere el acumulador descrito en el ejemplo 2.12. Como analizdbamos
en la seccion 1.6.4, éste es un sistema inestable ya que si aplicamos una entrada cons-
tante al acumulador, la salida crece sin limite. También puede verse que este sistema es
inestable por el hecho de que su respuesta al impulso u{n] no es absolutamente sumable:

S il =S uln] = .

n=—x n=0

De manera parecida, considere el integrador, la contraparte continua del acumu-

B lador:

' ,
y@) = f x(7)dr. (2.90)
Este es un sistema inestable precisamente por la misma razén que se dio en el acumu-
lador, es decir, una entrada constante da lugar a una salida que crece sin limite. La
respuesta al impulso para el integrador puede encontrarse permitiendo que x(¢f) = 8(¢),
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en cuyo caso

h(f) = j: &(Ddr = u(r)

+® + o
J |u(Dldr = J dr= o,
Cw 0

Puesto que la respuesta al impulso no es absolutamente integrable, el sistema no es
estable.

2.3.8 Respuesta al escalon unitario de un sistema LTI

Hasta ahora hemos visto que la representacién de un sistema LTI en términos de su
respuesta al impulso nos permite obtener caracterizaciones muy explicitas de las pro-
piedades de los sistemas. En pocas palabras, ya que A[n] o A(f) determinan por comple-
to el comportamiento de un sistema LTI, hemos podido relacionar las propiedades de
los sistemas, como la estabilidad y la causalidad, con las propiedades de la respuesta al
impulso.

Hay otra sefial que también se usa con bastante frecuencia para describir el com-
portamiento de sistemas LTI: la respuesta al escalén unitario, s[n] o s(t), que corresponde
a la salida cuando x[n] = u[n] o x(t) = u(). La encontraremos 1til cuando llegue la
ocasién de referirse a la respuesta al escalén y, por tanto, vale la pena relacionarla con la res-
puesta al impulso. A partir de la representacién de la suma de convolucién, sabemos que
la respuesta al escalén de un sistema LTI discreto es la convolucién del escalén unitario
con la respuesta al impulso; esto es,

s[n] = u[n] * A[n].

Sin embargo, por la propiedad conmutativa de la convolucién, s[n] = h[n] * u[n], y por
tanto s[n] puede verse como la respuesta a la entrada s[n] de un sistema LTI discreto con
respuesta al impulso unitario u[n]. Como hemos visto en el ejemplo 2.12, u[n] es la respues-
ta al impulso unitario del acumulador. Entonces,

n

s[n] = h[k]. (2.91)
k;w

A partir de esta ecuacién y del ejemplo 2.12, resulta claro que A[n] se puede recuperar a

partir de s[n] usando la relacién

h[n] = s[n} - s[n — 1]. 2.92)

Esto es, la respuesta al escalén de un sistema LTI discreto es la sumatoria consecutiva de
su respuesta al impulso [ecuacién (2.91)]. Por el contrario, la respuesta al impulso de un
sistema LTT discreto es la primera diferencia de su respuesta al escalén [ecuacién (2.92)].

De manera similar, en el caso continuo la respuesta al escalén de un sistema LTI
con respuesta al impulso A(t) estd dada por s(t) = u(?) * h(t), la cual también es igual a la
respuesta de un integrador [con respuesta al impulso (1)) a 1a entrada h(f). Es decir, la res-
puesta al escalén unitario de un sistema LTI de tiempo continuo es la integral consecuti-
va de su respuesta al impulso, o '

s(t) = f_' h(7)dr, (2.93)
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y a partir de la ecuacion (2.93), la respuesta al impulso unitario es la primera derivada de
la respuesta al escal6n unitario,! o

h(t) = ds(’) 5'(1). (2.94)
Por consiguiente, tanto en el caso continuo como en el discreto, la respuesta al escalén
unitario también se puede usar para caracterizar a un sistema LT1, ya que podemos calcu-
lar la respuesta al impulso unitario a partir de ella. En el problema 2.45 se derivan las
expresiones andlogas a la suma de convolucién y a la integral de convolucién para la re-
presentacién de un sistema LTI en términos de su respuesta al escal6n unitario.

2.4 SISTEMAS LTI CAUSALES DESCRITOS POR ECUACIONES
DIFERENCIALES Y DE DIFERENCIAS

Una clase en extremo importante de sistemas continuos es aquella para la cual la entrada
y la salida estdn relacionadas a través de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes
constantes. Las ecuaciones de este tipo surgen de la descripcién de una amplia variedad
de sistemas y fenémenos fisicos. Por ejemplo, como explicdbamos en el capitulo 1, la
respuesta del circuito RC en la figura 1.1, asf como el movimiento de un vehiculo sujeto
a entradas de aceleracién y fuerzas de friccién representado en la figura 1.2, se pueden
describir mediante ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Este
tipo de ecuaciones diferenciales surgen en la descripcién de sistemas mec4nicos que con-
tienen fuerzas de restauracion y de amortiguamiento, en la cinética de reacciones quimi-
cas y en muchos otros contextos.

En forma correspondiente, una clase importante de sistemas discretos es aquella en
la cual la entrada y la salida est4n relacionadas a través de una ecuacion de diferencias li-
neal con coeficientes constantes. Las ecuaciones de este tipo se utilizan para describir el
comportamiento secuencial de procesos muy diferentes. Veamos una muestra de ello: en
el ejemplo 1.10 vimos cdmo las ecuaciones de diferencias surgen de la descripcion de la
acumulacién de ahorros en una cuenta de banco, y en el ejemplo 1.11 vimos la forma en
que se pueden usar para describir una simulacién digital de un sistema continuo descrito
por una ecuacion diferencial. Las ecuaciones de diferencias también surgen con frecuen-
cia en la especificacién de sistemas discretos disefiados para realizar operaciones particu-
lares en la sefial de entrada. Por ejemplo, el sistema que calcula la diferencia entre va-
lores sucesivos de entrada, como en la ecuacién (1.99), y el sistema descrito por la
ecuacién (1.104) que calcula el valor promedio de la entrada sobre un intervalo, son
descritos mediante ecuaciones de diferencias.

A lo largo de todo este libro habrd muchas ocasiones en las cuales consideraremos y
examinaremos sistemas descritos mediante ecuaciones lineales y con coeficientes cons-
tantes diferenciales y de diferencias. En esta seccién vemos de manera general estos sis-
temas para introducir algunas de las ideas bésicas involucradas en la solucién de las ecua-
ciones diferenciales y de diferencias, y para descubrir y explorar algunas de las propiedades
“de los sistemas descritos por dichas ecuaciones. En los capitulos siguientes desarrollaremos
herramientas adicionales para el andlisis de sefiales y sistemas que aumentardn en forma

~ considerable tanto nuestra habilidad para analizar los sistemas descritos por esas ecua-
ciones como nuestra comprension de sus caracteristicas y comportamiento.

1En todo el libro usaremos las dos notaciones indicadas en la ecuacién (2.94) para denotar la primera
derivada. Una notacién andloga también ser4 usada para derivadas de mayor orden.
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2.4.1 Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

Para introducir algunas de las ideas mds importantes referentes a sistemas especificados
por ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, consideremos una ecua-
cién diferencial de primer orden como en la ecuacién (1.85):

dy(t)

20T 20 = x(), (2.95)

donde y(¢) denota la salida del sistema y x(¢) es la entrada. Por ejemplo, al comparar la
ecuacién (2.95) con la ecuacién diferencial (1.84) para la velocidad de un vehiculo sujeto
a fuerzas aplicadas y de friccién, vemos que la ecuacién (2.95) corresponderia exacta-
mente a este sistema si y(?) estuviera identificada con la velocidad v(r) del vehiculo, si x(z)
fuera tomada como la fuerza aplicada f{t), y si los pardmetros en la ecuacién (1.84) estu-
vieran normalizados en unidades tales que b/m =2y 1/m = 1.

Un punto muy importante acerca de ecuaciones diferenciales como la ecuacién
(2.95) es que proporcionan una especificacién implicita del sistema. Es decir, describen
una relacién entre la entrada y la salida antes que una expresion explicita para la salida
del sistema como una funcién de la entrada. Para obtener una expresién explicita, debe-
mos resolver la ecuacién diferencial. Para encontrar una solucién, necesitamos mds infor-
macién que la proporcionada por la ecuacién diferencial sola. Por ejemplo, para deter-
minar la velocidad de un automdvil al final de un intervalo de 10 segundos cuando ha
estado sujeto a una aceleracién constante de 1 m/s? durante 10 segundos, necesitariamos
también conocer qué tan rapido se estuvo moviendo el vehiculo al inicio del intervalo. De
manera similar, si se nos dice que se aplica un voltaje constante de 1 volt de la fuente al
circuito RC de la figura 1.1 durante 10 segundos, no podemos determinar cudl es el volta-
je del capacitor al final de ese intervalo si no sabemos cuil es el voltaje inicial del capa-
citor.

De manera més general, para resolver una ecuacién diferencial, debemos especi-
ficar una o mds condiciones auxiliares y, una vez que son especificadas, podemos enton-
ces, en principio, obtener una expresién explicita para la salida en términos de la entra-
da. En otras palabras, una ecuacidn diferencial tal como la ecuacién (2.95) describe una
limitante entre la entrada y la salida de un sistema, pero para caracterizar por completo
el sistema debemos ademads especificar las condiciones auxiliares. Diferentes selecciones
de estas condiciones auxiliares conducen por tanto a relaciones diferentes entre la entra-
day la salida. En la mayor parte de este libro nos enfocaremos en el uso de ecuaciones
diferenciales para describir los sistemas LTI causales, para los cuales las condiciones auxi-
liares toman una forma particular y simple. Como una forma de ilustrar esto y descubrir
ademds algunas de las propiedades bdsicas de las soluciones a las ecuaciones diferen-
ciales, veamos la solucién de la ecuacién (2.95) para una sefial de entrada especifica x(z).2

2Nuestro andlisis de la solucién de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes es breve,
ya que damos por hecho que el lector estd familiarizado con esta materia. Como un repaso, recomendamos
algiin texto sobre la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias, tal como Ordinary Differential Equations
(3a. edicién), de G. Birkhoff y G.-C. Rota (Nueva York: John Wiley and Sons, 1978); o Elementary Differential
Egquations (3a. edicién), de W.E. Boyce y R.C. DiPrima (Nueva York: John Wiley and Sons, 1977). Asimismo,
hay muchos textos que analizan las ecuaciones diferenciales en el contexto de la teoria de circuitos. Vea, por
ejemplo, Basic Circuit Theory de L.O. Chua, C.A. Desoer y E.S. Kuh (Nueva York: McGraw-Hill Book Com-
pany, 1987). Como se mencioné en el texto, en los siguientes capitulos presentamos otros métodos muy ttiles
para resolver ecuaciones diferenciales lineales que serén suficientes para nuestros prop6sitos. Ademds, en los
problemas al final del capitulo se incluye un gran nimero de ejercicios que involucran la soluci6én de ecuaciones
diferenciales.
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Ejemplo 2.14

Considere la solucién de 1a ecuacién (2.95) cuando la seiial de entrada es
x(f) = Ke*'u(o), (2.96)

donde KX es un nimero real.
La solucién completa de la ecuacién (2.96) consiste en la suma de una solucion
particular y,(f) y una solucién homogénea, yi(t), es decir,

¥(0) = y,(0) + yu(0), (2.97)

donde la solucién particular satisface la ecuacién (2.95) y yx(¢) es una solucién de la
ecuacién diferencial homogénea

210] + 2y(¢) = 0. (2.98)
dt

Un método comiin para encontrar la solucién particular para una sefial de entrada expo-

nencial como la ecuacién (2.96) es buscar la llamada respuesta forzada, es decir, una
sefial de la misma forma que la entrada. Con respecto a la ecuacién (2.95), puesto que

x(¢) = Ke¥ para t > 0, planteamos una solucién hipotética para ¢ > 0 de la forma

() = Ye¥, (2.99)

donde Y es un ntimero que debemos determinar. Sustituyendo las ecuaciones (2.96) y
(2.99) con la ecuacién (2.95) para ¢ > 0, obtenemos

3Ye* + 2Ye* = Ke*. (2.100)
Cancelando el factor €3 en ambos miembros de la ecuacién (2.100), obtenemos
3Y +2Y =K, (2.101)
o
Y= 155 (2.102)
de modo que
K 13
Y1) = '§e3, t>0. (2.103)

Para determinar yx(#) planteamos una solucién hipotética de la forma
yu(t) = Ae™. (2.104)
Sustituyéndola con la ecuacién (2.98) da
Ase” + 2Ae" = Ae”(s +2) = (2.105)

A partir de esta ecuaci6n, nos damos cuenta de que debemos tomar s = -2y que Ae~ %

_es una solucién de la ecuacién (2.98) para cualquier seleccién de A. Utilizando este
hecho y la ecuacién (2.103) en la ecuacién (2. 97) encontramos que la solucién de Ia
ecuacién diferencial parat > 0 es

y(t) = Ae™ ¥ + %e”, t>0. (2.106)
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1= Como hicimos notar antes, la ecuacién diferencial (2.95) por si misma no especifica de
. manera tinica la respuesta y(¢) a la entrada x(¢) en la ecuacién (2.96). En particular, la
constante A en la ecuacién (2.106) atn no ha sido determinada. Para que el valor de A
sea determinado, necesitamos especificar una condicién auxiliar ademds de la ecuacién
1 diferencial (2.95). Como exploramos en el problema 2.34, diferentes selecciones para
esta condicién auxiliar conducen a diferentes soluciones de y(¢) y, en consecuencia, a
diferentes relaciones entre la entrada y la salida. Como ya se ha indicado, en la mayor
parte de este libro nos enfocaremos en las ecuaciones diferenciales y las ecuaciones de
diferencias usadas para describir los sistemas que son LTI y causales, y en este caso la
condicién auxiliar toma la forma de la condicién de reposo inicial. Es decir, como se
1 muestra en el problema 1.44, para un sistema LTI causal, si x(f) = 0 para ¢ < 1o, entonces
y(f) también debe ser igual a 0 para ¢ < 5. De la ecuacién (2.96) vemos que, para nuestro
. ejemplo, x(f) = 0 para t < 0 y, por tanto, la condicién de reposo inicial implica que
y(f) = 0 para t < 0. Al evaluar la ecuacién (2.106) en ¢t = 0 y estableciendo y(0) = 0 se
obtiene

K
=A+—
0=A 5

: Entonces, para t > 0,
K
y(t) = g[e” - e‘z'], (2.107)

. mientras que para ¢ <0, y(t) = 0, debido a la condicién de reposo inicial. Combinando
estos dos casos, obtenemos la solucién completa

y(t) = %[e& - e_z’] u(t). (2.108)

El ejemplo 2.14 ilustra varios puntos muy importantes que conciernen a las ecua-
ciones diferenciales lineales con coeficientes constantes y a los sistemas que éstas repre-
sentan. Primero, la respuesta a una entrada x(¢) consistird, por lo general, en la suma de
una solucidn particular a la ecuacidn diferencial y a una solucién homogénea, es decir, una
solucién a la ecuacién diferencial fijando la entrada a cero. A la solucién homogénea con
frecuencia se le conoce como la respuesta natural del sistema. Las respuestas naturales de
circuitos eléctricos y sistemas mecdnicos sencillos se exploran en los problemas 2.61 y
2.62.

En el ejemplo 2.14 también vimos que, para determinar por completo la relacién
entre la entrada y la salida de un sistema descrito mediante una ecuacién diferencial
como la ecuacién (2.95), debemos especificar las condiciones auxiliares. Una implicacién
de este hecho, el cual se ilustra en el problema 2.34, es que las selecciones diferentes de
las condiciones auxiliares conducen a diferentes relaciones entre la entrada y la salida.
Como se mostré en el ejemplo, en la mayor parte usaremos la condicién de reposo inicial
para los sistemas descritos mediante ecuaciones diferenciales. En este ejemplo, puesto
que la entrada fue 0 para ¢ < 0, la condicién de reposo inicial involucré la condicién ini-
cial y(0) = 0. Como se plante6 anteriormente, y fue ilustrado en el problema 2.33, bajo la
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condicién de reposo inicial el sistema descrito mediante la ecuacién (2.95) es LTI y
causal.3 Por ejemplo, si en la ecuacién (2.96) multiplicamos la entrada por dos, la salida
resultante serd el doble de la salida en la ecuacién (2.108).

Es importante enfatizar que la condicién de reposo inicial no especifica una condi-
cién inicial de cero en un punto especifico en el tiempo, sino que mds bien ajusta dicho
punto en el tiempo de modo que la respuesta sea cero hasta que la entrada se vuelva
diferente de cero. Por tanto, si x(f) = 0 para t =< t, para el sistema LTT causal descrito por
la ecuaci6n (2.95), entonces y(f) = 0 para ¢t < t,,'y usarfamos la condicién inicial y(t,) = 0
para resolver para la salida en ¢ > . Como un ejemplo ffsico, considere de nuevo el cir-
cuito en la figura 1.1, también analizado en el ejemplo 1.8. El reposo inicial para este
ejemplo corresponde al planteamiento de que, hasta no conectar una fuente de voltaje
diferente de cero al circuito, el voltaje del capacitor serd de cero. Entonces, si empezamos
a usar el circuito al mediodia de hoy, el voltaje inicial del capacitor sera de cero al momen-
to de conectar la fuente de voltaje el mediodia de hoy. De manera similar, si en vez de
ello empezamos a usar el circuito al mediodia de mafiana, el voltaje inicial del capacitor
ser4 cero al momento de conectar la fuente de voltaje el mediodia de mafiana.

Este ejemplo también nos proporciona una idea intuitiva de por qué la condicién de
reposo inicial hace un sistema, descrito por una ecuacién diferencial lineal con coeficiente
constante, invariante en el tiempo. Por ejemplo, si realizamos un experimento en el cir-
cuito, empezando con reposo inicial y considerando después que los coeficientes Ry C no
cambian con el tiempo, esperarfamos obtener los mismos resultados ya fuera que hicié-
ramos el experimento hoy o maiiana. Esto es, si realizamos experimentos idénticos en los
dos dfas, en donde el circuito empiece a operar a partir del reposo inicial al mediodia de
cada dfa, entonces esperariamos observar idénticas respuestas (es decir, respuestas que
est4n simplemente desplazadas en el tiempo por un dia una con respecto de la otra).

Asi como hemos usado la ecuacién diferencial de primer orden (2.95) como el
medio para el andlisis de estos temas, las mismas ideas se extienden de forma directa a
los sistemas descritos mediante ecuaciones diferenciales de mayor orden. Una ecuacién
diferencial general lineal de orden N con coeficiente constante esta dada por

Z : (t) Z kd = (1) (2.109)

El orden se refiere a la derivada de mayor orden de la salida y(f) que aparece en la
ecuacién. En el caso cuando N = 0, la ecuacién (2.109) se reduce a

o) == Zbkdkx(t) (2.110)

En este caso y(f) es una funcién explicita de la entrada x(f) y sus derivadas. Para N = 1,
. laecuacién (2.109) especifica la salida en forma implicita en términos de la entrada. En
este caso, el andlisis de la ecuacién procede de manera ansloga a nuestro anélisis de la
ecuacioén diferencial de primer orden en el ejemplo 2.14. La solucién y(f) consiste de
dos partes, una solucién particular a la ecuacién (2.109) més una solucién a la ecuacién

3De hecho, como también se muestra en el problema 2.34, si la condicién inicial de la ecuacién (2.95) es
diferente de cero, el sistema resultante es incrementalmente lineal. Esto es, 1a respuesta total puede verse, como
en la figura 1.48, como la superposicién de la respuesta a las condiciones iniciales solas (con la entrada fijada en 0)
sobre la respuesta a la entrada con una condicién inicial de 0 (es decir, la respuesta del sistema LTI causal
descrito por la ecuacién (2.95)).
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diferencial homogénea

Z T dt" = 0. (2.111)

Las soluciones a esta ecuacién se conocen como las respuestas naturales del sistema.

Al igual que en el caso de primer orden, la ecuacién diferencial (2.109) no especifi-
ca por completo la salida en términos de la entrada, por lo que necesitamos identificar las
condiciones auxiliares para determinar por completo la relacién entrada-salida del sis-
tema. De nueva cuenta, las diferentes selecciones para estas condiciones auxiliares dan
como resultado diferentes relaciones entrada-salida, pero en la mayor parte de este libro
usaremos la condicién de reposo inicial cuando se trate de sistemas descritos mediante
ecuaciones diferenciales. Esto es, si x(f) = 0 para t < f, suponemos que y(f) = 0 para t <
fo y, por tanto, la respuesta para ¢ > y se puede calcular a partir de la ecuaci6n diferencial
(2.109) con las condiciones iniciales

_dy(t) _ @V _
y(t) =4~ -dﬂﬁg' =0. (2.112)

Bajo la condicién de reposo inicial, el sistema descrito por la ecuacién (2.109) es causal y
LTI. Dadas las condiciones iniciales en la ecuacién (2.112), la salida y(f) puede, en prin-
cipio, determinarse resolviendo la ecuacién diferencial de la forma en que se hizo en el
ejemplo 2.14 y se explica m4s tarde en varios problemas al final del capftulo. Sin embargo,
en los capitulos 4 y 9 desarrollaremos algunas herramientas para el andlisis de sistemas
LTI continuos que facilitaran enormemente la solucién de las ecuaciones diferenciales v,
en particular, nos proporcionardn métodos poderosos para analizar y caracterizar las
propiedades de los sistemas descritos por esas ecuaciones.

2.4.2 Ecuaciones de diferencias lineales con coeficientes constantes

La contraparte en tiempo discreto de la ecuacién (2.109) es la ecuacién de diferencias li-
neal de orden N con coeficientes constantes

iaky[n - k] = ibkx[n - k. (2.113)
k=0 k=0

Una ecuacién de este tipo se puede resolver de manera exactamente andloga a la de las
‘ecuaciones diferenciales (véase el problema 2.32).4 En concreto, la solucién y[n] puede
escribirse como la suma de una solucién particular de la ecuacién (2.113) y de una solu-
cién de la ecuaciéon homogénea

EN:aky[n -kl =0. (2.114)
=0

4Para un tratamiento detallado de los métodos para resolver ecuaciones de diferencias lineales con coefi-
cientes constantes, vea Finite Difference Equations de H. Levy y F. Lessman (Nueva York, Macmillan, Inc., 1961),
o Finite Difference Equations and Simulations (Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1968) de F. B. Hildebrand. En
el capitulo 6 presentamos otro método para resolver ecuaciones de diferencias que facilita en gran medida el
andlisis de los sistemas lineales invariantes en el tiempo que son descritos por ellas. Adem4s, remitimos al lector
a los problemas al final de este capitulo, los cuales tienen que ver con la solucidn de las ecuaciones de diferencias.
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Las soluciones a esta ecuacién homogénea se conocen como la respuesta natural del sis-
tema descrito por la ecuacién (2.113).

Como en el caso continuo, la ecuacién (2.113) no especifica por completo la salida en
términos de la entrada. Para hacer esto, debemos también especificar algunas condiciones
auxiliares. Puesto que hay muchas posibles selecciones para las condiciones auxiliares que
conducen a diferentes relaciones entrada-salida, nos enfocaremos en su mayor parte en la con-
dici6én de reposo inicial, es decir, si x[n] = 0 para n < ng, entonces y[n] = 0 también para
n < ny. Con reposo inicial, el sistema descrito por la ecuacién (2.113) es LTI y causal.

Aungque todas estas propiedades se pueden desarrollar siguiendo un planteamiento
que es directamente paralelo a nuestro anélisis para ecuaciones diferenciales, el caso dis-
creto ofrece un camino alternativo. Este surge de la observacién de que la ecuacién (2.113)
se puede reacomodar de la siguiente forma:

y[n] = al[Zbkx[n - k] - Zaky[n - k]]. (2.115)
0 |k=0 k=1

La ecuacién (2.115) expresa de forma directa la salida en el tiempo 7 en términos de los
valores previos de la entrada y de la salida. De aqui podemos ver de manera inmediata
la necesidad de condiciones auxiliares. Para poder calcular y[n], necesitamos conocer
y[n —1],...,y[n — N].Por tanto, si nos dan la entrada para toda »n y un conjunto de condi-

. ciones auxiliares tales como y[—N], y[—N + 1], ..., y[—1], la ecuacién (2.115) puede
resolverse para valores sucesivos de y[n].

Una ecuacioén de la forma de la ecuacién (2.113) o (2.115) se llama ecuacion recur-
siva, ya que especifica un procedimiento recursivo para determinar la salida en términos
de la entrada y de las salidas previas. En el caso especial cuando N = 0, la ecuacién
(2.115) se reduce a

y[n] = Z(%);[n — k]. (2.116)
k=0\"0

Esta es la contraparte en tiempo discreto del sistema continuo dado en la ecuacién
(2.110). En este caso y[n] es una funcién explicita de los valores presentes y previos de la
entrada. Por esta razén, la ecuacién (2.116) se conoce como ecuacién no recursiva, ya que
no usamos de forma recursiva los valores de la salida calculados previamente para deter-
minar el valor presente de la salida. Por tanto, al igual que en el caso del sistema dado en
la ecuacién (2.110), no necesitamos condiciones auxiliares para determinar y[n]. Ademas, la
ecuacién (2.116) describe un sistema LTI y, por célculo directo se encuentra que la res-
puesta al impulso de este sistema es

b,
in) ={ 0=n=M

. (2117)
0, para otro valor /

Esto es, la ecuacién (2.116) no es més que la suma de convolucién. Observe que la respues-
ta al impulso para este sistema tiene duracidn finita; es decir, es diferente de cero sélo den-
tro de un intervalo finito de tiempo. Debido a esta propiedad el sistema especificado por
la ecuacioén (2.116) es a menudo denominado sistema de respuesta finita al impulso (FIR).
Aunque no requerimos condiciones auxiliares para el caso de N = 0, tales condiciones
son necesarias para el caso recursivo cuando N = 1. Para ilustrar la solucién a este tipo de
ecuacién y obtener algin conocimiento acerca del comportamiento y de las propiedades
de las ecnaciones recursivas de diferencias, examinaremos el sencillo ejemplo siguiente:
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Ejemplo 2.15

Considere la ecuacion de diferencias

1
yin] =5 yln = 1] = x(n], (2.118)
. la cual también se puede expresar en la forma
1
ylnl = x{n] + Sy[n — 1], (2.119)

. resaltando el hecho de que necesitamos los valores previos de la salida, y[n — 1], para
calcular el valor actual. As{, para empezar la recursion, necesitamos una condicién auxiliar.
Por ejemplo, suponga que imponemos la condicién de reposo inicial y conside-
{ ramos la entrada

x[n] = K&[n]. (2.120)

En este caso, ya que x[n] = 0 para n = —1,1a condicién de reposo inicial implica que y[n]
= 0 para n =< -1, asi que tenemos una condici6n inicial y[—1] = 0. Partiendo de esta
condici6n inicial, podemos resolver para valores sucesivos de y[r] para n = 0 como sigue:

y[0] = x[0] + %y[—ll =K, (2.121)

y[1] = «[1] + %y[O] = %K, (2.122)
2

y[2] = x[2] + %y[ll = (%) K, (2.123)

yln] = x[n] + %y[n -1] = (-;-) K. (2.124)

. Ya que el sistema especificado por la ecuacién (2.118) y la condicién de reposo inicial es
LTI, su comportamiento entrada-salida se caracteriza por completo por su respuesta al
impulso. Haciendo K = 1, vemos que la respuesta al impulso para el sistema considera-
do en este ejemplo es

h[n] = (%)"u[n]. 2.125)

Observe que el sistema LTI causal en el ejemplo 2.15 tiene una respuesta al impul-
so de duracién infinita. De hecho, si N = 1 en la ecuacién (2.113), de manera que la
ecuacién de diferencias sea recursiva, por lo general se da el caso de que el sistema LTI
correspondiente a esta ecuacion, junto con la condicién de reposo inicial, tendrdn una
respuesta al impulso de duracién infinita. Estos sistemas se conocen como sistemas de res-
puesta infinita al impulso (IIR).

Como hemos indicado antes, en su mayor parte usaremos ecuaciones recursivas de
diferencias en el contexto de describir y analizar los sistemas que son lineales, invariantes
en el tiempo y causales, y en consecuencia, por lo general adoptaremos la premisa de
reposo inicial. En los capitulos 5 y 10 desarrollaremos herramientas para el andlisis de los
sistemas discretos que nos proveen con métodos muy itiles y eficientes para resolver las
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ecuaciones de diferencias lineales con coeficientes constantes y para analizar las propie-
dades de los sistemas que éstas describen.

2.4.3 Representacion en diagrama de bloque de sistemas de primer
orden descritos mediante ecuaciones diferenciaies y de diferencias

Una importante propiedad de los sistemas descritos por ecuaciones de diferencias y dife-
renciales lineales con coeficientes constantes es que se pueden representar en formas muy
sencillas y naturales en términos de interconexiones en diagrama de bloque de opera-
ciones elementales. Esto es significativo por varias razones. Una es que proporciona una
representacién gréfica que nos facilita el comprender el comportamiento y las propie-
dades de estos sistemas. Ademds, dicha representacion es de considerable valor para la
simulacién o instrumentacién de los sistemas. Por ejemplo, la representacién en diagrama
de bloque que serd mostrada en esta seccién para sistemas continuos, es la base de las si-
mulaciones en las primitivas computadoras analdgicas de los sistemas descritos mediante
ecuaciones diferenciales, y también se puede transferir directamente a un programa para
la simulacién de esos sistemas en una computadora digital. Por afiadidura, la repre-
sentacién correspondiente para las ecuaciones de diferencias discretas plantea formas
sencillas y eficientes en las cuales los sistemas descritos por estas ecuaciones se pueden
construir con circuitos digitales. En esta seccién, ilustramos las ideas basicas detrds de
estas representaciones en diagrama de bloque mediante su construccién para los sistemas
causales de primer orden presentados en los ejemplos 1.8-1.11. En los problemas 2.57-2.60
y en los capitulos 9 y 10, consideramos los diagramas de bloques para sistemas descritos
mediante otras ecuaciones diferenciales y en diferencias mds complejas.

Empezaremos con un caso discreto y, en particular, con el sistema causal descrito
por la ecuacién de diferencias de primer orden

y[n] + ay[n — 1] = bx[n]. (2.126)

Para desarrollar una representacién en diagrama de bloque de este sistema, observe que
la evaluacién de la ecuacién (2.126) requiere de tres operaciones bdsicas: suma, multipli-
cacién por un coeficiente y retardo (para capturar la relacién entre y[n] y y[n — 1]). Por
tanto, definamos tres elementos de red bésicos, como se indica en la figura 2.27. Para ver
cémo estos tres elementos bésicos se pueden usar para representar el sistema causal
descrito por la ecuacién (2.126), rescribimos esta ecuacién en la forma directa planteada
por un algoritmo recursivo para calcular los valores sucesivos de la salida y[n]:

y[n] = —ay[n — 1] + bx[n]. (2.127)

Este algoritmo se representa graficamente en la figura 2.28, 1a cual es un ejemplo de un sis-
tema retroalimentado, ya que la salida se retroalimenta de regreso a través de un retardo y
la multiplicacién por un coeficiente y entonces se suma a bx[n]. La presencia de la retro-
alimentacién es una consecuencia directa de la naturaleza recursiva de la ecuacién (2.127).

El diagrama de bloque de la figura 2.28 pone en claro el requerimiento de memo-
ria en el sistema y la consecuente necesidad de las condiciones iniciales. En particular, un
retardo corresponde a un elemento de memoria que debe mantener el valor previo de su
entrada. De este modo, el valor inicial de dicho elemento de memoria sirve como una
condicién inicial necesaria para el cdlculo recursivo especificado graficamente en la figu-
ra 2.28 y matematicamente en la ecuacién (2.127). Por supuesto, si el sistema descrito por
la ecuacién (2.126) estd inicialmente en reposo, el valor inicial almacenado en el elemen-
to de memoria es cero.
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Xz["]»
x4[n] A’é) —> X4[n] + X,[n]
(a)
a
x[n] > ax[n]

(b)

Figura 2.27 Elementos bésicos
para la representacion en diagrama de
blogue del sistema causal descrito por
la ecuacién (2.126): (a) un sumador;
© (b) multiplicacién por un coeficiente;
(c) un retardo unitario.

X[N] w——] D |r— [N 1]

—> y[n]
Figura 2.28 Representacion en
diagrama de bloque del sistema discreto
yin—1] causal descrito por la ecuacion (2.126).

Considere ahora el sistema causal continuo descrito mediante una ecuacién dife-
rencial de primer orden:
ay(®)

7 + ay(f) = bx(¢). (2.128)

Como un primer intento por definir una representacién en diagrama de bloque para este
sistema, rescribamos la ecuacién como

y() = -‘l;-dz—(:)- + gx(t). (2.129)

El miembro derecho de esta ecuacién involucra tres operaciones bdsicas: suma, multipli-
cacién por un coeficiente y diferenciacion. Por tanto, si definimos los tres elementos de
red bésicos indicados en la figura 2.29, podemos considerar el representar la ecuacién
(2.129) como una interconexién de estos elementos basicos de una forma andloga a la
usada en los sistemas discretos descritos previamente, lo cual da como resultado el dia-
grama de bloque de la figura 2.30.

Si bien esta figura es una representacién valida del sistema causal descrito por la
ecuacién (2.128), no es la representacién que se usa con mis frecuencia o la repre-
sentacién que conduce de manera directa a la ejecucién préctica, ya que los diferen-
ciadores son tanto dificiles de construir como sensibles en extremo a errores y ruido. Una
construccidn alternativa que se emplea con més frecuencia se puede obtener rescribien-
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Xot)

X0 :é\ﬁ > xy(t) + Xplt)
@
:a ax(t)

x(t)

(b)

Figura 2.29 Un conjunto posible

) pr| D | d;t‘ de elementos basicos para la repre-
sentacion en diagrama de bloque del
sistema descrito por la ecuacién

© (2.128): (a) un sumador; (b) muttipli-

cacion por un coeficiente; (c) un dife-

renciador.

- X(t) - ()
Figura 2.30 Representacion en dia-
grama de bloque del sistema descrito por
las ecuaciones (2.128) y (2.129) usando
sumadores, multiplicacion por coeficientes
y diferenciadores.
do primero la ecuacién (2.128) como
dy(t
% = bx(f) — ay(t) (2.130)

e integrando entonces desde —o hasta ¢. Especificamente, si suponemos que el sistema
descrito por la ecuacién (2.130) estd inicialmente en reposo, entonces la integral de
dy(f)/dt desde —o hasta ¢ es precisamente y(¢) (debido a que el valor de y(—») es cero).
En consecuencia, obtenemos la ecuacién

y(@) = [ [bx(r) - ay(r)] dr. (2.131)

En esta forma, nuestro sistema se puede poner en préctica usando el sumador y el multi-
plicador de coeficiente indicados en la figura 2.29, junto con un integrador, como el que
se define en la figura 2.31. La figura 2.32 constituye una representacioén en diagrama de
bloque para este sistema que utiliza estos elementos.
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. t
xt) > f > ./; X9 Eigura 2.31  Representacion grafica
de un integrador.

b
x{p) ‘ f > y() B i
Figura 2.32 Representacion en diagra-
ma de bloque del sistema descrito por
las ecuaciones (2.128) y (2.131) usando
sumadores, multiplicacion por coeficientes
- e integradores.

Ya que los integradores se pueden construir facilmente usando amplificadores ope-
racionales, representaciones como las de la figura 2.32 conducen de manera directa a las
construcciones analdgicas, y en realidad ésta es la base de las primitivas computadoras
analégicas y los modernos sistemas de computacién analégica. Observe que en el caso
continuo, el integrador es el que representa el elemento almacenador de memoria del sis-
tema. Esto se observa mas facilmente si consideramos integrar la ecuacién (2.130) desde
un punto finito en el tiempo f, lo que da como resultado la expresién

(o) =y () + jt[bx('r) — ay(7)| dr. (2.132)

0

Esta ecuacién pone en claro el hecho de que la especificacién de y(f) requiere de una
condicién inicial, o sea, el valor de y(%). Es precisamente este valor el que almacena el
integrador en el tiempo fo.

Si bien hemos ilustrado la construccién de diagramas de bloque solamente para las
mds sencillas ecuaciones diferenciales y de diferencias de primer orden, dichos diagramas
también se pueden desarrollar para sistemas de mayor orden, lo cual proporciona al
mismo tiempo un valioso conocimiento y las posibles puestas en préctica de estos sis-
temas. En los problemas 2.58 y 2.60 se pueden encontrar algunos ejemplos de diagramas

de bloques para sistemas de mayor orden.
1

2.5 FUNCIONES SINGULARES

En esta seccién damos otro vistazo a la funcién impulso unitario continua para obtener
mayores conocimientos acerca de esta importante sefial idealizada y para introducir un
conjunto de sefiales relacionadas conocidas colectivamente como funciones singulares.
De manera particular, en la seccién 1.4.2 indicamos que un impulso unitario continuo se
puede ver como la idealizacién de un pulso que sea “lo suficientemente corto” como para
que su forma y duracién no tengan consecuencias practicas (es decir,de modo que, en lo que
a la respuesta de cualquier sistema LTI particular concierne, toda el 4drea bajo el pulso
pueda considerarse como aplicada de manera instantdnea). En esta seccién nos gustaria
proporcionar primero un ejemplo concreto de lo que esto significa, y s6lo entonces usar
la interpretacién incluida en el ejemplo para mostrar que la clave para el uso de los
impulsos unitarios y otras funciones singulares est4 en la especificacién de cémo los sis-
temas LTI responden a esas sefiales idealizadas; en otras palabras, las sefiales se definen
en esencia en términos de la forma en que se comportan bajo la convolucién con otras
sefiales.
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2.5.1 El impulso unitario como un pulso corto idealizado

A partir de la propiedad de seleccién, ecuacién (2.27), el impulso unitario 8(f) es la
respuesta al impulso del sistema identidad. Esto es,

x(t) = x(t) * 8() (2.133)
para cualquier sefial x(¢). Por tanto, si tomamos x(¢) = 6(¢), tenemos
8(t) = 8(r) * 8(p). (2.134)

La ecuacién (2.134) es una propiedad basica del impulso unitario y también tiene una
implicacién significativa sobre nuestra interpretacién del impulso unitario como un pulso
idealizado. Por ejemplo, al igual que en la seccién 1.4.2, suponga que concebimos a &(¢)
como la forma lfmite de un pulso rectangular. En concreto, consideremos que 8a(f) co-
rresponde al pulso rectangular definido en la figura 1.34 y que

ra(f) = 8,(8) * 8,(0). (2.135)

Entonces r(f) seria como esta dibujada en la figura 2.33. Si deseamos interpretar a ()
como el limite cuanda A — 0 de 8a(¢), entonces, en virtud de la ecuacién (2.134), el limite
de ra(f) cuando A — 0 también debe ser un impulso unitario. De manera similar, podemos
argumentar que los limites de ra(f) * ra(f) o de ra(t) * 6a(t) cuando A — 0 deben ser impul-
sos unitarios, y asi se puede continuar. De este modo, vemos que para ser consistentes, si
definimos el impulso unitario como la forma limite de alguna sefial, entonces, de hecho,
hay un niimero ilimitado de seiiales de apariencia muy diferente, todas las cuales se com-
portan como un impulso en el limite.

Las palabras clave en el parrafo precedente son: “se comportan como un impulso”, con
las cuales, como hemos indicado, lo que queremos decir es que la respuesta de un sistema
LTI a cualquiera de estas sefiales es en esencia idéntica, en tanto el pulso sea “lo bastante
corto”, es decir, A es “lo suficientemente pequefia”. El siguiente ejemplo ilustra esta idea.

ral®)

Bi=

Figura 2.33 La sefial ra(f) defini-
0 2A t  daen la ecuacién (2.135).

Ejgmplo 2.16

Considere el sistema LTI descrito mediante la ecuacién diferencial de primer orden

d{T(tt) + 2y(t) = x(2), (2.136)
7 junto con la condicién de reposo inicial. La figura 2.34 representa la respuesta de este sis-
i tema a 8a(f), 7a(£), ra(f) * 8a(2) y ra(2) * ra(t) para varios valores de A. Para valores de A lo
j suficientemente grandes, las respuestas a estas sefiales de entrada difieren de manera
notable. Sin embargo, cuando A es lo suficientemente pequeiia, las respuestas son en
esencia las mismas, de manera que todas las sefiales de entrada de “comportan” de la
misma forma. Adem4s, como se indica en la figura, la forma limite de estas respuestas es
precisamente e~2u(t). Puesto que el limite de cada una de estas sefiales conforme A — 0

# es el impulso unitario, concluimos que e~2u(r) es la respuesta al impulso en este sistema.5

5En los capftulos 4 y 9 describiremos formas mucho mds sencillas de determinar la respuesta al impulso
de sistemas LTI causales descritos mediante ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.
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Respuestas a x(t} = 8,(t)
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Respuestas a x(t) = r,(t)
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Figura 2.34 |Interpretacion de un impulso unitario coma la idealizacion de un pulso
cuya duracion es “lo suficientemente corta” que, en lo que concierne a la respuesta de
un sistema LTI a este pulso, éste se puede concebir como que ha sido aplicado instan-
tdneamente: (a) respuestas del sistema LTI causal descrito por la ecuacién (2.136) a la
entrada 8,(f) para A = 0.25, 0.1 y 0.0025; (b) respuestas del mismo sistema a rx(f) para
los mismos valores de A; (c) respuestas a a(H*ra(f; (d) respuestas a ra(fH*ra{h; (e)
respuesta al impulso i{f) = ¢-2i(f) para el sistema. Observe que, para A = 0.25, hay
notables diferencias entre las respuestas a estas sefiales diferentes; sin embargo, con-
forme A se hace cada vez mas pequeiia, la diferencia disminuye, y todas las respuestas
convergen a la respuesta al impulso mostrada én (e).
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Un punto importante que hay que enfatizar es que, lo que entendemos por un “A
lo suficientemente pequefio”, depende del sistema LTI en particular al cual sean aplica-
dos los pulsos anteriores. Por ejemplo, en la figura 2.35 hemos ilustrado las respuestas a
estos pulsos para diferentes valores de A para el sistema causal LTI descrito mediante la

1

05 05}

0 L 0 1
0 041 0.2 0 0.1 0.2
Respuestas a x(t) = 3,(t) Respuestas a x(t) = r,(t)
@ . (b)
K A=0.00025 1K A=0.00025
A=0.01
A=0.025
05
0 | ) 1
0 0.1 02 O 0.1 0.2
Respuestas a x(t) = 3,(t)=ra(t) Respuestas a x(t) = r,(t)«ralt)

(© (d
1

h{t) = e 2%y @)

0 1
0 0.1 0.2

(e

Figura 2.35 El encontrar un valor de A que sea “lo suficientemente pequefo”
depende del sistema al cual se aplicaran las entradas: (a) respuestas del sistema LTI causal
descrito por la ecuacién (2.137) a la entrada 8a(f) para A = 0.025, 0.01 y 0.00025;

(b) respuestas a ra(f); (c) respuestas a sa(f) * ra(f); (d) respuestas a ry(f) * ra(d);

(e) respuesta al impulso h(f) = e~20ti(f) para el sistema. Al comparar estas respuestas
con las de la figura 2.34, vemos que en este caso necesitamos usar un valor mas pequefio
de A, antes que la duracién y forma del pulso no tengan consecuencias.
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ecuacion diferencial de primer orden

d)jT(,t) + 20y(r) = x(1). (2.137)
Como podemos ver en la figura, en este caso necesitamos un valor més pequeiio de A
para que las respuestas sean indistinguibles unas de otras y a partir de las respuestas al
impulso h(f) = e~20%u(t) para el sistema. Asi, mientras que lo que entendemos por “A lo
suficientemente pequefio” es diferente para los dos sistemas, podemos encontrar valores
de A suficientemente pequefios para ambos. El impulso unitario es por tanto la ideali-
zacién de un pulso corto cuya duracion es suficientemente corta para todos los sistemas.

2.5.2 Definicion del impuilso unitario mediante la convolucion

Como se muestra en los ejemplos anteriores, para una A lo bastante pequeiia, las sefiales
8a(2), ra(t), ra(t) * 6a(t) y ra(t) » ra(f) actian como impulsos cuando se aplican a un sistema
LTI De hecho, hay muchas otras sefiales para las cuales esto también es vélido. Todo lo
cual indica que debemos pensar en un impulso unitario en términos de cémo responde un
sistema LTI a él. Mientras que por lo general una funcién o sefial se define por lo que es
en cada valor de la variable independiente, la importancia primordial del impulso unitario
no consiste en lo que éste es en cada valor de ¢, sino lo que hace ante la convolucién. Por
tanto, desde el punto de vista del an4lisis de sistemas lineales, podemos definir de manera
alternativa el impulso unitario como aquella seiial que, cuando es aplicada a un sistema
LTI, produce la respuesta al impulso. Esto es, definimos 8(f) como la seiial para la cual

x(t) = x(t) = &(1) . (2.138)

para cualquier x(¢). En este sentido, sefiales como 8a(?), ra(?), etc., las cuales corresponden
a pulsos cortos con duracién extremadamente pequefia conforme A — 0, en su totalidad
se comportan como un impulso unitario en el limite, ya que si reemplazamos (t) por
cualquiera de estas sefiales, entonces la ecuacién (2.138) se satisface en el limite.

Todas las propiedades del impulso unitario que necesitamos se pueden obtener de
la definicién operacional proporcionada por la ecuacién (2.138). Por ejemplo, si hacemos
x(#) = 1 para toda ¢, entonces

+o

8(n)x(t ~ ndr

il

1 =x() = x(£) * 8(t) = 8(t) » x(r) = j

T
f 8(7)dr,
" de manera que el impulso unitario tiene drea unitaria.

Algunas veces resulta util usar otra definicién operacional por completo equiva-
lente para &(f). Para obtener esta forma alternativa, considere tomar una sefial arbitraria
g(®), invertirla en el tiempo para obtener g(—t) y entonces convolucionarla con &(z).
Usando la ecuacién (2.138) obtenemos

“+ o0

g(r — é(7dr,

g(= 1) = g(— 1) 8(t) = f
la cual, para ¢t = 0,da

g(0) = J-_ oog(r)’o‘(r)dr. (2.139)
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- Por tanto, la definicién operacional de 8(f) dada por la ecuacién (2.138) implica la
ecuacion (2.139). Por otro lado, la ecuacién (2.139) implica la (2.138). Para ver esto, sea
x(t) una sefial dada, fijese en un tiempo ¢ y definase

g(7) = x(t — 7).
Entonces, usando la éguaciéh (2.139), tenemos

-+ 0

g(né(ndr = J‘ij(t - 7)é(7)dr,

'x(r) oM

la cual es precisamente la ecuacién (2.138). Por tanto, la ecuacién (2.139) es una defini-
_cién operacional gquivalente del impulso unitario. Esto es, el impulso unitario es la sefial
que, cuando se multiplica por una seiial g(¢) y se integra después desde — hasta +, pro-
duce el valor g(0).

Puesto que nos ocuparemos principalmente de los sistemas LT1 y, por tanto, de la
convolucién, la caracterizacién de 8(f) dada en la ecuacién (2.138) serd a la que nos
referiremos con mayor frecuencia. Sin embargo, la ecuacién (2.139) es til para determi-
nar algunas de las otras propiedades del impulso unitario. Por ejemplo, considere la sefial
f(£)8(r), donde A7) es otra sefial. Entonces, de la ecuacién (2.139)

f +°ugv(r)f(r)S(r)dr = g(0)A0). (2.140)

—0

Por otro lado, si consideramos la sefial f{0)8(f), vemos que

-+ 0
f Z(DRO)&(ndr = g(O)f0). (2.141)
Al comparar las ecuaciones (2.140) y (2.141), encontramos que las dos sefiales, {t)8(f) y
f{0)8(¢t), acttian en forma idéntica cuando se multiplican por cualquier sefial g(¢) y des-
pués se integran desde —x hasta +. En consecuencia, al usar esta definicién operacional
de sefiales, concluimos que

R0)d(r) = f(0)8(0), (2.142)

la cual es la propiedad que deducimos mediante una forma alternativa en la seccién 1.4.2.
[Véase la ecuacién (1.76).]

2.5.3 Dobletes u\nitarios y otras funciones singulares

El impulso unitario es uno de los tipos de sefiales conocidas como funciones singulares,
cada una de las cuales se puede definir operacionalmente en términos de su compor-
tamiento ante la convolucién. Considere el sistema LTI para el cual la salida es la deri-
vada de la entrada, es decir,

y(@® = dz—(tt) (2.143) -

La respuesta al impulso unitario de este sistema es la derivada del impulso unitario, la
cual se llama doblete unitario, ui(t). De la representacién de la convolucién para los sis-
temas LTI tenemos
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(1) _ x(t) * uy(2) (2.144)
dt
para cualquier sefial x(f). Asf como la ecuacién (2.138) funciona como la definicién
operacional de &(f), tomaremos la ecuaci6én (2.144) como la definicién operacional de
u1(?). De manera similar, podemos definir uy(f), la segunda derivada de &(f), como la
respuesta al impulso de un sistema LTI que calcula la segunda derivada de la entrada, es
decir,

%Q = x(8) * uy(1). (2.145)
De la ecuacién (2.144) vemos que
0 _ %(‘%‘)) = x(t)* 1,(0) * D) (2.146)
y, por tanto,
uy(t) = uy(1) * uy(9). (2.147)

En general, (), para k > 0, es la késima derivada de 8(f) y por consiguiente es la
respuesta al impulso de un sistema que calcula la késima derivada de la entrada. Ya que
este sistema se puede representar como una cascada de k diferenciadores, tenemos que

ult) = gy (0) * - uy(0), (2.148)

W

k veces

Al igual que el impulso unitario, cada una de estas funciones singulares tiene
propiedades que se pueden deducir de su definicién operacional. Por ejemplo, si conside-
ramos la sefial constante x(f) = 1, entonces

0= %:Q = x(t) * uy(t) = f+mu1(1')x(t - 7dr

—o

+
= f u,(ndr,

de manera que el drea del doblete unitario es cero. M4s afin, si hacemos la convolucién de
la sefial g(—f) con u1(t), obtenemos

[ ot - = g neun = LD~ — g,

la cual, parat =0da

—¢'(0) = f +:g(f)u1(f)df. (2.149)
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De manera anéloga, podemos deducir propiedades relacionadas de u(¢) y de funciones
singulares de orden superior, algunas de las cuales son consideradas en el problema 2.69.

Al igual que con el impulso unitario, cada una de estas funciones singulares puede
estar relacionada de manera informal con pulsos cortos. Por ejemplo, ya que el doblete
unitario es, de manera formal, la derivada del impulso unitario, podemos concebir al do-
blete como la idealizacién de la derivada de un pulso corto con 4rea unitaria. Como mues-
tra, considere el pulso corto 85(¢) en la figura 1.34. Este pulso se comporta como un impul-
so cuando A — 0. En consecuencia, esperariamos que su derivada actuara como un
doblete a medida que A — 0. Como se verifica en el problema 2.72, d6x(¢)/dt es como est4
representada en la figura 2.36: consiste en un impulso unitario en ¢ = 0 con un drea +1/A,
seguida por un impulso unitario de 4rea —1/A en t = A, es decir,

dé (t)

gt [8( ) = 8t ~ A)). (2.150)

En consecuencia, usando el hecho de que x(#) * &(t — 1)) = x(¢t — to) [véase la ecuacién
(2.70)), encontramos que

L0 _ x(0) —x(t —4A) _ dx(1)
O = A T odr’

(2.151)

donde la aproximacioén se vuelve incrementalmente exacta conforme A = 0 . Al comparar
la ecuacién (2.151) con la ecuacién (2.144), vemos que dSA(t)/dt en verdad se comporta
como un doblete unitario conforme A — 0.

Ademis de las funciones singulares que son derivadas de diferente orden del impul-
so unitario, también podemos definir sefiales que representan integrales sucesivas de la
funci6én impulso unitario. Como vimos en el ejemplo 2.13, el escalén unitario es la respues-
ta al impulso de un integrador:

@ = J’i x(ndr.

-

Por tanto,

. u(t) = J’i &(ndr, (2.152)

daa(t)
dt.

[MES

B =

Figura 2.36 Laderivada de
d8x(H/dt del pulso rectangular
corto 8x(f) de la figura 1.34.
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y también tenemos la siguiente definicién operacional de u(z):
!
x() *u(t) = f x(ndr. (2.153)

De manera similar, podemos definir el sistema que consiste en una cascada de dos
integradores. Su respuesta al impulso se denota con u-»(f), 1a cual es simplemente la con-
volucién de u(t), la respuesta al impulso de un integrador, con ella misma:

u_(0) = u(t) *u(t) = Jt u(ndr. (2.154)

Puesto que u(t) es igual a cero para t < (0 y es igual a 1 para ¢ > 0, vemos que
u_,(t) = tu(t). (2.155)

Esta seiial, 1a cual se conoce como la funcion rampa unitaria, se muestra en la figura 2.37.
Asimismo, a partir de las ecuaciones (2.153) y (2.154) podemos obtener una definicién
operacional para el comportamiento de u-»(¢) bajo convolucién:

X(0) + U_qt) = x(0) * u(@) * u(?)
= ( f t x(o)dcr)* u(t) (2.156)

-]

= fim(fjmx(a)da) dr.

De manera andloga, podemos definir integrales de orden superior de 8(f) como las
respuestas al impulso de integradores en cascada:

!
u_ (O = () * - *u(l) = f U_ (D7 (2.157)
k véces o
La convolucién de x(¢), con u_3(f) u-4(¢), . . ., genera las correspondientes integrales de

x(f) de orden mayor. Observe también que las integrales en la ecuaci6n (2.157) se pueden
evaluar de forma directa (véase el problema 2.73), como se hizo en la ecuacién (2.155),

u_(t)

Pendiente = 1

Figura 2.37 Funci6n rampa
t  Uunitaria.
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para obtener

-1

U_(f) = h u(d). (2.158)

Por tanto, a diferencia de las derivadas de 6(¢), las integrales sucesivas del impulso uni-
tario son funciones que se pueden definir para cada valor de ¢ [ecuaci6n (2.158)], asi como
por su comportamiento ante la convolucién.

A veces seré 1til emplear una notacién alternativa para 8(¢) y u(¢), a saber,

8(1) = up(0), (2.159)
u(t) = u_,(0. (2.160)

Con esta notacién, ux(f) para k > 0 denota la respuesta al impulso de una cascada de k
diferenciadores, uo(t) es la respuesta al impulso del sistema identidad, y para k < 0, ux(f)
es la respuesta al impulso de una cascada de |k| integradores. M4s atin, ya que un diferen-
ciador es el sistema inverso de un integrador,

u(t) *uy (1) = &),
o, empleando nuestra notacién alternativa,
u_;(0 * u () = uy(2). (2.161)

De manera més general, de las ecuaciones (2.148), (2.157) y (2.161) vemos que para
cualquier entero ky r,

u(®) * u(1) = uy, (2). (2.162)

Si k y r son ambos positivos, la ecuacién (2.162) establece que una cascada de k dife-
renciadores, seguida por r diferenciadores adicionales, conduce a una salida que es la
derivada de orden (k + r) de la entrada. Igualmente, si k y r son negativos, tenemos una
cascada de |k| integradores seguida por otros |r| integradores. Asimismo, si k es negativo
y r es positivo tenemos una cascada de k integradores seguida por r diferenciadores, y el
sistema completo es equivalente a una cascada de |k + r| integradores si k + r < 0,a una
cascada de k + r diferenciadores si k + r > 0, o al sistema identidad si k + r = 0. Por
tanto, al definir las funciones singulares en términos de su comportamiento bajo la con-
volucién, obtenemos una caracterizacién que nos permite manipularlas con relativa
facilidad e interpretarlas directamente en términos de su importancia para los sistemas
LTI. Ya que, en ¢l libro, éste es nuestro principal interés, la definicién operacional de las
funciones singulares que hemos dado en esta seccién serd suficiente para nuestros
propésitos.6

6Como se mencioné en el capitulo 1, las funciones singulares han sido ampliamente estudiadas en el
campo de las matemaéticas bajo los nombres alternativos de funciones generalizadas y teoria de la distribucion.
El enfoque que hemos adoptado en esta seccién esté; en realidad, muy cerca en espiritu al enfoque riguroso
adoptado en las referencias que se proporcionaron en la nota 3 de la seccién 1.4.
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2.6 RESUMEN

En este capitulo hemos desarrollado representaciones muy importantes para los sistemas
LTI, tanto discretos como continuos. En el caso discreto obtuvimos una representacién
de las sefiales como sumas ponderadas de impulsos unitarios desplazados, y después la
usamos para deducir la representacién de la suma de convolucién para la respuesta de un
sistema LTI discreto. En el caso continuo obtuvimos una representacién aniloga para
sefiales continuas como integrales ponderadas de impulsos unitarios desplazados, y uti-
lizamos esta informacién para deducir la representacién de la integral de convolucién
para sistemas LTI continuos. Estas representaciones son en extremo importantes, puesto
que nos permiten calcular la respuesta de un sistema LTI a una entrada arbitraria en tér-
minos de la respuesta del sistema a un impulso unitario. M4s atin, en la seccién 2.3 la
suma y la integral de convolucién nos proporcionaron los medios para analizar las pro-
piedades de los sistemas LTI y, en particular, para relacionar las propiedades de los sis-
temas LTI, incluyendo la causalidad y la estabilidad, con las propiedades correspon-
dientes de la respuesta al impulso unitario. Ademi4s, en la seccién 2.5 desarrollamos una
interpretacién del impulso unitario continuo, y otras funciones singulares relacionadas,
en términos de su comportamiento bajo la convolucién. Esta interpretacién es particu-
larmente 1til en el anélisis de sistemas LTI.

Una clase importante de sistemas continuos son los descritos por ecuaciones dife-
renciales lineales con coeficiente constanté. De manera semejante, en el caso discreto, las
ecuaciones de diferencias lineales con coeficiente constante, juegan un papel igualmente
importante. En la seccién 2.4 revisamos ejemplos sencillos de ecuaciones diferenciales y
en diferencias y analizamos algunas de las propiedades de sistemas descritos por este tipo
de ecuaciones. En particular, serdn LTI y causales los sistemas descritos por medio de
ecuaciones diferenciales y de diferencias lineales con coeficiente constante junto con la
condicién de reposo inicial. En los siguientes capitulos desarrollaremos herramientas adi-
cionales que faciliten ampliamente nuestra habilidad para analizar estos sistemas.

Capitulo 2 Problemas

La primera seccién de problemas corresponde a la categoria basica, y las respues-
tas se proporcionan al final del libro. Las tres secciones restantes contienen problemas
correspondientes a las categorfas bisica, avanzada y de extension, respectivamente.

Los problemas de extensién introducen aplicaciones, conceptos o métodos més alld
de los presentados en el texto.

PROBLEMAS BASICOS CON RESPUESTAS

2.1. Sea
x[n] = 8[n] +28[n —1]-8[n —3] y h[n] =28[n + 1] + 28[n — 1].

Calcule y haga la gréfica de cada una de las siguientes convoluciones:
(@) yi[n] = x[n] * A[n] () y2[n] = x[n + 2] » h[n]
(©) y3[n] = x[n] * h[n + 2] ‘
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2.2. Considere la seiial

h[n] = (%)n_l{u[n + 3] — u[n ~ 10]}.

Exprese A y B en términos de n de manera que se cumplan las siguientes ecua-
ciones:

Gr k1, A=k=B

hin = k] = {O, con otro valor

e 2.3. Considere una entrada x[n] y una respuesta al impulso unitario k[n] dada por

x[n] = (%)"- uln — 2],
h[n] = u[n + 2].

Determine y dibuje la salida y[n] = x[n] * A[n].
2.4, Calcule y dibuje y[n] = x[n] * h[n], donde
, 3=n=<8§
*n] = {O, con otro valor’
, 4=n=15
hln] = [0, con otro valor

2.5. Sea
1, 0=n=9 5 1, 0<n=<N
xnl = 0, con otro valor y hin]= 0, con otro valor’
LSCUENE donde N < 9 es un entero. Determine el valor de N, dado que y[n] = x[n] * h[n] y

SR

- V4] =5, y[14] = 0.

2.6. Calcule y dibuje la convolucién y[n] = x[n] * h[n], donde

x[n] = (%)—nu[— n—1] y h[n] = u[ln - 1].

2.7. Un sistema lineal S tiene la relacién

9

sl = > xlklgln - 24]

k= —x

entre la entrada x[n] y su salida y[n], donde g[n] = u[n] — u[n — 4].
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2.8.

29.

2.10.

2.11.

2.12.

(a) Determine y[n] cuando x[n] = &[n — 1].
(b) Determine y[n] cuando x[r] = §[n — 2].
(c) (S esLTI?

(d) Determine y[n] cuando x[n] = u|n].

Determine y bosqueje la convolucién de las siguientes dos sefiales:

t+1, O0=t=<1
x(t)=32~-t, 1<t=2

b
0, con otro valor

h(t) = 8t + 2) + 28(t + 1).

Sea
h(t) = e2tu(— t + 4) + e~ 2u(t — 5).
Determine A y B tales que
e~2At-1D, 1< A
h(t — 7) =10, A<r1<B
et-nD, B<r7
Suponga que

1, O0=s:=1
x(t) = 0, con otro valor

y h(t) = x(t/a),donde 0 < a = 1.

(a) Determine y bosqueje y(f) = x(t) * h(¢). ‘

(b) Si d y(t)/dt contiene sélo tres discontinuidades, ;cudl es el valor de a?
Sea

x() =u(t—=3)—ut—5) y h(@) = e 3u().

(a) Calcule y(¢) = x(f) * h(¢).
(b) Calcule g(¢) = (dx(¢)/dr) * h(s).
(¢) ;Cémo esta relacionada g(¢) con y(1)?

Sea
y(®) = e ‘u(t) » i 8(; — 3k).

k=—o -

Demuestre que y(f) = Ae~t para 0 < t < 3, y determine el valor de A.
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2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19'

Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulo 2

Considere un sistema discreto Si con respuesta al impulso

h[n] = (l)nu[n]

(a) Determine el entero A tal que h[n] — Ah[n — 1] = §[n].
(b) Usando el resultado de la parte (a), determine la respuesta al impulso g[r] de
un sistema LTT S; el cual es el sistema inverso de Si.

¢Cudl de las siguientes respuestas al impulso corresponden a sistemas estables

LTI?

@) hi(t) = e~ -2D(r) (b) ho(t) = e~ cos(2t)u(r)

(Cudl de las siguientes respuestas al impulso corresponden a sistemas estables

LTI?

(8) l[n] = ncos(Gn)uln]  (b) hon] = 3"u[~n + 10]

Para cada una de las siguientes afirmaciones, determine si es verdadera o falsa:

(a) Six[n] = 0 paran < N1y h[n] = 0 para n < N, entonces x[n] * h[n] = 0 para
n<Ni+ N

(b) Si y[n] = x[n] * h[n], entonces y[n — 1] = x[n — 1] * h[n — 1].

(©) Siy(®) = x(t) * h(t), entonces y(—1) = x(—t) * h(—1).

(d) Six(f) = Oparat > T1y h(f) = 0 para t > T>, entonces x(f) * h(f) = O para t >
Th+ To ‘

Considere un sistema LTI cuya entrada x(f) y salida y(¢) estén relacionadas por la

ecuacién diferencial

dit y(®) + 4y() = x(2). (P2.17-1)

El sistema también satisface la condicién de reposo inicial.

(a) Six(t) = e(=1¥3)u(r), ;cudl es y(1)?

(b) Observe que Refx(t)} satisfar4 la ecuacién (P2.17-1) con ERe{y(t)] Determine la
salida y(¢) del sistema LTI si

x(t) = e~ cos(3D)u(?).
Considere un sistema LTI causal cuya entrada x[n] y salida y[n] estén relacionadas

por la ecuacién de diferencias

il = 3yl = 1] + )

Determine y[n] si x[n] = 8[n — 1].
Considere la conexién en cascada de los siguientes dos sistemas S1 y Sz, como se
muestran en la figura P2.19:

X[N] ] S, win] > S, e o )

Figura P2.19
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S1 : es LTI causal,

wln] = %w[n - 1] + x[n];
Sz : es LTI causal,

yln] = ay[n — 1] + pw[n].

La ecuacién de diferencias que relaciona x[n] y y[n] es:
1 3
Yinl = —gyln =21+ L yln = 1] + x[n].

(a) Determine ay 8.
(b) Obtenga la respuesta al impulso de la conexién en cascada de Sy S2.
2.20. Evalde las siguientes integrales:

(a) f_mmuo(t) cos(f)dt
() [’sen(2m)d(t + 3)dt
(©) f_ss u,(1 = 7) cos(mr)dr

PROBLEMAS BASICOS

2.21. Célcule la convolucién y[n] = x[n] * h[n] de los siguientes pares de sefiales:
(a) x[n] = a"u[n],
hin] = ﬂﬂu[nl,} a*p
(d) x[n] = h[n] = amu[n]
(©) x[n] = (—Hru[n — 4]
h[n] = 472 — n]
(d) x[n] y h[n] son como en la figura P2.21.

xIn) hin)

-1012345 n 0123456789101 1213141516 n

Figura P2.21

2.22. Para cada uno de los siguientes pares de formas de onda, use la integral de con-
volucién para encontrar la respuesta y(f) a la entrada x(r) del sistema LTT cuya
respuesta al impulso es (). Bosqueje sus resultados.

= e~ !
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) x(t) = u(t) — 2u(t — 2) + u(t - 5)
h(t) = e2u(1-1)
(¢) x(?) y h(¢) son como en la figura P2.22(a).
(d) x() y h(f) son como en la figura P2.22(b).
(e) x() y h(f) son como en la figura P2.22(c).
x(t) : h(t)
1 ‘ 2
Un periodo de sen art
| ] .
l 1U2 t | 1 2 3t
(@)
x(t) ht)
4
3
5 Pendiente =a - 5
|
7~ t 1 1
| n
()
x(t) ht)
T —D
-3]-2]-1 2 t 1t
-1
© Figura P2.22

2.23. Sea h(1) el pulso triangular mostrado en la figura P2.23(a) y x(¢) el tren de impul-

sos representado en la figura P2.23(b). Esto es,

x(t) = Z 8(t ~ kT).

k=—®

Determine y trace y(f) = x(t) * h(f) para los siguientes valores de T:
(@ T=4 b)7T=2 ©WTr=32  @7T=1
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SERNARTRNNEE

() Figura P2.23

2.24. Examine la interconexién en cascada de los tres sistemas LTT causales ilustrados en
la figura P2.24(a). La respuesta al impulso h[n] es

ho[n] = u[n) — ufn - 2,

y la respuesta total al impulso es como se muestra en la figura P2.24(b).

X[n] —==p-{ ty[n] ==~ holn] >{ holn] > yn]

(@)

-101234567 n

(b) Figura P2.24

(a) Encuentre la respuesta al impulso hi[n).
(b) Encuentre la respuesta del sistema total a la entrada

x[n] = 8[n] — &[n — 1].



2.25.

2.26.

2.27.

2.28.
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Sea la seiial
yln] = x[n]  hln]
donde
x[n] = 3"u[-n - 1] + (%)nu[n]
y

h[n] = % uln + 3.
(a) Determine y[n] sin utilizar 1a propiedad distributiva de la convolucién.
(b) Determine y[r] utilizando la propiedad distributiva de la convolucién.
Examine la evaluacién de

y[nl = xi[n] » xa[n] * x;3[n],

donde x1[n] = (0.5)"u[n], x2[n] = u[n + 3]y x3[n] = &[n] — &[n — 1].

(a) Evalde la convolucién xi[n] * xz[n].

(b) Realice la convolucién de la parte (a) con x3[n] para evaluar y[n].

(c) Evaliie la convolucién de x;[n] * xs[n].

(d) Realicela convolucién del resultado de la parte (c) con xi[n] para evaluar y[n].

Definimos el 4rea bajo una sefial continua v(f) como

o
A, = f v(rydt.

Demuestre que si y(f) = x(f) * k(f), entonces
| Ay = AzAn.

A continuacién mostramos las respuestas al impulso de sistemas LTI discretos.
Determine si cada sistema es causal y/o estable. Justifique sus respuestas.

(@) h[n] = G)uln]

(b) h[n] = (0.8)"u[n + 2]

(9) h[n] = G)ru[—n]

(@) hln] = (S5)"u[3 — n]

(€) A[n] = (=)ru[n] + (1.01)mu[n — 1]

(® hln] = (=3y"uln] + (1.01)"u[1 — n]

®) k[n] = nGyru[n - 1]

2.29. A continuacién ofrecemos las respuestas al impulso de sistemas LTI continuos.

Determine si cada sistema es causal y/o estable. Justifique sus respuestas.
@) h(t)) = e *u(t — 2)

(b) h(t) = e 5u(3 — 1)

(© h(t) = e Zu(t + 50)

@) h() = e2u(-1 -1
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2.30.

231

2.32,

(e) h(r) = el
® h(t) = teu(r)
(&) h(1) = (2e7 —et-100/100)(y)

Examine la ecuacién de diferencias de primer orden

y[n] + 2y[n — 1] = x[n].

Dando por sentado la condicién de reposo inicial (es decir, si x[n] = 0 paran < ny,
entonces y[n] = 0 para n < nyg), determine la respuesta al impulso de un sistema
cuya entrada y salida estén relacionadas mediante esta ecuacién de diferencias.
Puede resolver el problema rescribiendo la ecuacién de manera que y[n] quede
expresada en términos de y[n — 1] y x[n] y generando los valores de y[0], y[+1],
y[+2],...,en ese orden.

Examine el sistema LTI inicialmente en reposo y descrito por la ecuacién de dife-
rencias

y[n] + 2y[n — 1] = x[n] + 2x[n — 2].

Determine la respuesta de este sistema a la entrada que se representa en la ﬁgura
P2.31 resolv1endo recursivamente la ecuacién.

x[n]
3
2 2
1 1
-2-101234 n  Figura P2.31
Considere la ecuacién de diferencias
1
yln] - Ey[n — 1] = x[n], (P2.32-1)
y suponga que
x[n] = (%) u[n]. (P2.32-2)

Dé por sentado que la solucién y[n] consiste en la suma de una solucién particu-
lar yp[n] para la ecuacién (P2.32-1) y una solucién homogénea ys[n] que satisface la
ecuacién

vl = 3yl = 11=0

(a) Verifique que la solucién homogénea esté dada por

nw=A6y

(b) Consideremos que se obtiene una solucién particular y,[n] tal que

il = 2 y,ln = 1] = (ﬂlm
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Suponiendo que y,[n] es de la forma B(})” para n = 0, y la sustituimos en la
ecuacién de diferencias antes descrita, determine el valor de B.

(¢) Suponga que el sistema LTI descrito por la ecuacién (P2.32-1) e inicialmente en
reposo tiene como entrada la seiial especificada por la ecuacién (P2.32-2). Ya
que x[n] = 0 para n < 0, tenemos que y[n] = 0 para n < 0. Asimismo, de las
partes (a) y (b) tenemos que y[n] tiene la forma

SN VARG
'L y[n] = A(Z) + B(3)

para n = 0. Para obtener el valor de la constante desconocida A, debemos
especificar un valor para y[n] para algiin n = 0. Utilice la condicién de reposo
inicial y las ecuaciones (P2.32-1) y (P2.32-2) para determinar y[0]. A partir de
este valor determine la constante A. El resultado de este cdlculo conduce a la
solucién de la ecuacién de diferencias (P2.32-1) bajo la condicién de reposq ini-
cial, cuando la entrada est4 dada por la ecuacién (P2.32-2).

2.33. Considere un sistema cuya entrada x(¢) y salida y(¢) satisfagan la ecuacién diferen-
cial de primer orden
t
dld(t—)— + 2y(8) = x(o). (P2.33-1)
El sistema también satisface la condicién de reposo inicial.
(8) (i) Determine la salida del sistema y:() cuando la entrada es x1(f) = e3u(f).
(ii) Determine la salida del sistema y,(f) cuando la entrada es x2(f) = e2u(t).
(iii) Determine la salida del sistema y3(¢) cuando la entrada es x3(t) = ae3u(t)
+ Be?tu(t), donde a y B son nimeros reales. Demuestre que yi(f) = ayi(t)
+ ByA0).

(iv) Abhora, sean xi1(f) y x2(¢) seiiales arbitrarias tales que

x, (1) =0, parat <t,,
x(t) = 0, parat <t,.

Si y1(¢) es la salida del sistema para la entrada x:(¢), y2(¢) la salida del sis-
tema a la entrada xx(f) y ys(¢) la salida del sistema a la entrada x3(¢f) =
axi(t) + Bxx(t), demuestre que

y3(t) = ayi(r) + ByxA1).

Por tanto, podemos concluir que el sistema en estudio es lineal.
() (i) Determine la salida del sistema y;(f) cuando la entrada es x1(f) = KeZu().
(i) Determine la salida del sistema y2(f) cuando la entrada es x(f) =
Ke2t=Dy(t — T). Demuestre que y2(t) = y1(t — 7).
(iii) Ahora, sea x;(f) una sefial arbitraria tal que x1(¢f) = 0 para t < f. Si y1(f) es
la salida del sistema a la entrada x;(r) y y2(¢) es la salida del sistema a x,(¢)
= x1(t —T ), demuestre que

yAt) = (¢t = T).
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2.34.

2.35.

2.36.

Podemos concluir, por tanto, que el sistema analizado es invariante en el
tiempo. Junto con el resultado obtenido en la parte (a), concluimos que el sis-
tema dado es LTL. Y ya que este sistema satisface la condicién de reposo
inicial, también es causal.

La conjetura de reposo inicial corresponde a una condicién auxiliar valuada en
cero, la cual es impuesta en un tiempo determinado_de acuerdo con la sefial de
entrada. En este problema mostraremos que si la condicion auxiliar usada es diferen-
te de cero, o si siempre se aplica en un tiempo fijo (sin importar la sefial de entra-
da), el sistema correspondiente no puede ser LTI. Considere un sistema cuya entrada
x(1) y salida y(z) satisfagan la ecuacié6n diferencial de primer orden (P2.33-1).

(a) Dada la condicién auxiliar y(1) = 1, utilice un contraejemplo para demostrar

que e} sistema es no lineal.

'(b) Dada 14 condicién auxiliar y(1) = 1, utilice un contraejemplo para demostrar

que el sistema es no invariante en el tiempo.

(c) Dada la condicién auxiliar y(1) = 1, demuestre que el sistema es incremental-
mente lineal.

(d) Dada la condicién auxiliar y(1) = 0, demuestre que el sistema es lineal pero no
invariante en el tiempo.

(e) Dada la condicién auxiliar y(0) + y(4) = 0, demuestre que el sistema es lineal
pero no invariante en el tiempo.

En el problema anterior vimos que la aplicacién de una condicién auxiliar en un
tiempo fijo (sin que importe la sefial de entrada) conduce al sistema correspon-
diente que no es invariante en el tiempo. En este problema, exploramos el efecto
que tienen las condiciones auxiliares fijas sobre la causalidad de un sistema.
Considere un sistema cuya entrada x(f) y salida y(¢) satisfagan la ecuacién diferen-
cial de primer orden (P2.33-1). Suponga que la condicién auxiliar asociada con la
ecuacién diferencial es y(0) = 0. Determine la salida del sistema para cada una de
las siguientes entradas:
(a) x1(t) = 0, para toda ¢

0, 1< -1
() x:(1) = {1, £> -1
Observe que si y1(¢) es la salida para la entrada x1(¢) y y2(¢) es la salida para la entra-
da x(t), entonces y1(¢) y y2(¢) no son idénticas para t < —1, aun cuando x1(¢) y x2(¢)
sean idénticas para t < —1. Utilice esta observacién como base de un argumento
para deducir que el sistema dado no es causal. -

Considere un sistema discreto cuya entrada x[n] y salida y[n] estdn relacionadas
por

i) = (%)y[n ~ 1] + xln)

(a) Demuestre que si este sistema satisface la condicién de reposo inicial (es decir,
si x[n] = 0 para n < no, entonces y[n] = 0 para n < ng), entonces es lineal e
invariante en el tiempo.

(b) Demuestre que si este sistema no satisface la condicién de reposo inicial, se
vale en su lugar de la condicién auxiliar y[0] = 0, es no causal. [Sugerencia:
Utilice una aproximacién similar a la del problema 2.35.]
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2.37. Considere un sistema cuya entrada y salida estén relacionadas por la ecuacién
diferencial de primer orden (P2.33-1). Suponga que el sistema satisface la condicién
de reposo final {es decir, si x(f) = 0 para ¢ > f, entonces y(f) = 0 para ¢ > g).
Demuestre que este sistema es no causal. [Sugerencia: Considere dos entradas al
sistema, x1(f) = 0y x2()= et(u(t) —u(t — 1)), las cuales dan como resultado salidas
y1(9) y ya(¢), respectivamente. Después, demuestre que yi(¢f) # y2(f) para ¢ < 0.]

2.38. Dibuje la representacién en diagrama de bloque para los sistemas LTI causales
descritos por las siguientes ecuaciones de diferencias:
@) yln] =5 yln — 1] + i x[n]
(b) y[n] =3 yln — 1] + x[n — 1]

2.39. Dibuje la representaciéon en diagrama de bloque para los sistemas LTI causales
descritos por las siguientes ecuaciones diferenciales:
@) y() = —G)dy(1)/dt + 4x()
(b) dy(t)ldt + 3y(t) = x(t)

PROBLEMAS AVANZADOS

2.40. (a) Considere un sistema LTI con entrada y salida relacionadas a través de la
ecuacion :

t
y(®) = f e " Ix(r — 2)dr.
¢Cual es la respuesta al impulso de este sistema?
(b) Determine la respuesta del sistema cuando la entrada x(¢) es como se muestra

en la figura P2.40.

x(t)

-1 2 t  Figura P2.40
2.41. Examine la sefial
x{n] = aru[n].

(a) Dibuje la senial g[n] = x[n] — ax[n — 1].
(b) Utilice el resultado de la parte (a) junto con las propiedades de convolucién
para determinar una secuencia h[n] tal que

x[n] = h[n} = (%)n{u[n + 2] — u[n — 2]}

2.42. Imagine la sefial

x(£) = u(t + 0.5) — u(t — 0.5)
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y la sefial
h(t) = &',
(a) Determine un valor de wy €l cual asegure que
¥(0) =0,

donde y(t) = x(t) * h(?).
(b) Con respecto a la parte anterior, ;es tnica su respuesta?

2.43. Una de las propiedades mds importantes de la convolucién, tanto en tiempo con-
tinuo como en tiempo discreto, es la de asociatividad. En este problema, verificare-
mos ¢ ilustraremos dicha propiedad.

(a) Pruebe la igualdad

[x(®) * h(D)] * g(1) = x(2) * [h(2) * g(1)] (P2.43-1)

al mostrar que ambos lados de la ecuacién (P2.43-1) son igual a

fj: fj:x(r)h(a)g(t ~ 17— og)drdo.

(b) Considere dos sistemas LTI con respuestas a la muestra unitaria hi[n] y ha[n]
mostradas en la figura P2.43(a). Estos dos sistemas estdn en cascada, como se
muestra en la figura P2.43(b). Sea x[n] = u[n].

1 hyln] = (-} )"uln]

hy[n] = u[n] +%u[n—1]

2

. 1
l win]
01234 X[N] cni-]  h4[N] hyln]

—- Y[1]

@ ®)

Figura P2.43
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(i) Calcule y[n] calculando primero w[n] = x[r] » hi[n] y entonces calculan-
do después y[n] = w[n] * ha[n]; esto es, y[n] = [x[n] * hi[n]] * ha[n].
(ii) Ahora determine y[n] aplicando la convolucién primero a hi[n] y hs[n]
para obtener g[n]. = hi[n] s hi[n] y convolucionando entonces x[n] con
g[n] para obtener y[n] = x[n] * [ hi[n] * h2[n]].
Las respuestas a (i)'e (ii) deben ser idénticas, y deben ilustrar la propiedad de
asociatividad de la convolucién de tiempo discreto.
(c) Considere la conexién en cascada de dos sistemas LTI como en la figura
P2.43(b), donde én este caso

) h;[h] =sen8n .

‘ o - ho[n] = amuln], |a| <1,
ydondelaentradaes
x{n) = 8[n] — adln — 1].

Determine'la salida y[n). (Sugerencia: El uso de las propiedades asociativa y
conmutativa de la convolucién deben facilitar bastante la solucién.)
@St S

KFTORr

T x(t) =0, |l’| > T,

h(®) =0, |{| > T,
entonces
Q) «h(®) =0, || >T5

para algﬁh ntmero positivo T3. Exprese T3 en términos de 71 y T».

(b) Un sistema LTI discreto tiene una entrada x[n], una respuesta al impulso k[n] y
una salida y[n]. Si se sabe que k[n] es cero en cualquier valor fuera del interva-
lo No = n = N, y se sabe que x[n] es cero en cualquier valor fuera del inter-
valo N; = n =< N3, entonces la salida y[n] est4 restringida a ser cero en cualquier
valor, excepto en alglin intervalo Ny < n = Ns,

(i) Determine N; y Ns en términos de No, N1, N2y Na.
(i) Sielintervalo Np = n = N es de longitud M;, N2 = n = Ns tiene una lon-
gitud M.,y N4 = n < N; es de longitud M,, exprese M, en términos de M,
y M.
(¢) Considere un sistema LTI discreto con la siguiente propiedad: si la entrada
" x[n]) = 0 para toda n = 10, entonces la salida y[n] = 0 para toda n = 15. ;Qué
condicién debe satisfacer hn], la respuesta al impulso del sistema, para que
esto sea valido?

(d) Considere el sistema LTI con respuesta al impulso de la figura P2.44. ;Qué

intervalo de x(f) debemos conocer para determinar y(0)?
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h(t)

1 11

-2 1 6 t Figura P2.44

2.45. (a) Demuestre que si la respuesta de un sistema LTI a x(¢) es la salida y(¢), entonces
la respuesta del sistema a

5 — dx()
") = —=
(O ==
es y'(¢). Resuelva este problema en tres formas diferentes:
(i) De forma directa a través de las propiedades de linealidad e invariancia

en el tiempo y el hecho de que
v e X() = x(t = h)
*'(0) = lim h '

(ii) Diferenciando la integral de convolucién.
(iii)) Analizando el sistema de la figura P2.45.

X(t) ——> u) > ht) = y(t)

Figura P2.45

(b) Demuestre la validez de las siguientes relaciones:
O YO=xn+hr( . .
() y() = ([ x@dn)x k() = [ [¥' (D) » h(D]dr = x'(t) » ([__h(2)d7)
[Sugerencia: Esto se lleva a cabo ficilmente mediante el uso de los diagramas
de bloques como en (iii) de la parte (a) y el hecho de que u;(f) * u-1(f) = 8(¢).]

(¢) Un sistema LTI tiene la respuesta y(f) = senwof a la entrada x(f) = e~5tu(r).
Utilice el resultado de la parte (a) como ayuda para determinar la respuesta al
impulso de este sistema.

(d) Sea s(¢) la respuesta al escalén unitario de un sistema LTI de tiempo continuo.
Utilice la parte (b) para deducir que la respuesta y(f) a la entrada x(f) es

-+
y(@0) = f x'(7) *s(t — 7)dr. (P2.45-1)
Demuestre también que

x(t) = f +m)«t’(*r)u(t - 7dr. (P2.45-2)
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(e) Use la ecuacién (P2.45-1) para determinar la respuesta de un sistema LTI con
respuesta escal6n

s(f) = (e = 2¢™% + Du(r)

a la entrada x(f) = etu(?).
(f) Sea s[n] la respuesta escal6n unitario de un sistema LTI discreto. ;Cudles son
las contrapartes discretas de las ecuaciones (P2.45-1) y (P2.45-2)?

2.46. Considere un sistema LTI S y una sefial x(f) = 2e—3u(t — 1). Si

x(t) = y()

de(tt)—v = 3y(t) + e~ u(p),

determine la respuesta al impulso A(f) de S.

2.47. Se nos ha dado cierto sistema lineal invariante en el tiempo con respuesta al im-
pulso A(f). Cuando la entrada es xo(f), la salida es yo(f), la cual est4 dibujada en la
figura P2.47. Se nos ha dado entonces el siguiente conjunto de entradas a los sis-
temas lineales invariantes en el tiempo con sus correspondientes respuestas al

impulso:
Entrada x(t) Respuesta al impulso h(t)

@) x(t) = 2x(t) h(f) = holt)
(®) x(2) = xo(t)— xo(t — 2) h(#) = ho(1)
© x(t) = xo(t — 2) h() = ho(t + 1)
(d) x(t) = xo(—1) h(t) = ho(?)
(€) x(¢) = xo(—1) h(t) = ho(—1)
M x@) =x'o(®) h(f) = h'o(t)

- [Aqui, xo(f) y ko(f) denotan las primeras derivadas de xo(t) y ho(t), respectiva-

mente.]

Yolt)

0 2 t  Figura P2.47

En cada uno de estos casos, determine si hay o no suficiente informacién para
determinar la salida y(¢) cuando la entrada es x(f) y la respuesta al impulso del sis-
tema es h(f). Si es posible determinar y(f), proporcione su gréfica exacta con valo-
res numéricos indicados en forma clara.

S
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248.

2.49.

Determine si cada una de las siguientes afirmaciones concernientes a los sistemas

LTI son verdaderas o falsas. Justifique sus respuestas.

(a) Si h(1) es la respuesta al impulso de un sistema LTI y h(f) es periddica y dife-
rente de cero, el sistema es inestable.

(b) El inverso de un sistema LTI causal siempre es causal.

(¢) Si |h[n]| = K para cada n, donde K es un nimero dado, entonces el sistema LTI
cuya respuesta al impulso sea h{n] serd estable.

(d) Si un sistema LTI discreto tiene una respuesta al impulso h[n] de duracién fini-
ta, el sistema es estable.

(e) Si un sistema LTI es causal, es estable.

(0 La conexion en cascada de un sistema LTI no causal con uno causal es necesa-
riaménte no causal. L .

(g) Un sistema LTI continuo es estable si y s6lo si su respuesta al escal6n s(t) es
absolutamente integrable; esto es, si y sélo si

f +w|s(t)|dt < o,

—o

(h) Un sistema LTI discreto es causal si y sélo si su respuesta al escalén s[n] es cero
paran <0.

En el texto, mostramos que si i[n] es absolutamente sumable, es decir, si

S Al <,

K="=

entonces el sistema LTI con respuesta al impulso A[n] es estable. Esto significa que
ser absolutamente sumable es una condicién suficiente para la estabilidad. En este
problema, mostraremos que también es una condicién necesaria. Considere un sis-
tema LTI con respuesta al impulso A[n] que no es absolutamente sumable; esto es,

S Jhikl =

= —a

(a) Suponga que la entrada a este sistema es

0, sih[-n] =0
Hrl = Mo G p—n] # 0°

(Esta sefial de entrada representa una entrada limitada? Si asi es, jcudl es el
valor mas pequeiio de B tal que:

|x[n]| = B para toda n?
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(b) Calcule la salida en n = 0 para esta seleccién particular de la entrada. ;El resul-
tado prueba el argumento de que la sumabilidad absoluta es una condicién
necesaria para la estabilidad?

(¢) De manera parecida, demuestre que un sistema LTI continuo es estable si y
s6lo si su respuesta al impulso es absolutamente integrable.

2.50. Considere la conexién en cascada de dos sistemas mostrados en la figura P2.50. Se
sabe que el primer sistema, A, es LTI. Sabemos que el segundo sistema, B, es el
inverso del sistema A. Sea que y1(¢) denota la respuesta del sistema A a x1(¢) y que
y2(f) denota la respuesta del sistema A a x(¢).

Sistema
X() eyl LTI
A

y(t) »| Sistema |

8 e X ()

/

. Figura P2.50

(a) ;Cudl es la respuesta del sistema B a la entrada ay:(r) + bya(), donde a y b son

constantes?

(b) ;/Cual es la respuesta del sistema B a la entrada y1(t — 7)?

2.51. En el texto, vimos que la relacién general entrada-salida de la conexién en cascada
de dos sistemas LTI no depende del orden en el cual estén conectados. Este hecho,
conocido como la propiedad conmutativa, depende tanto de la linealidad como de
la invariancia en el tiempo de ambos sistemas. En este problema ilustramos el

punto.

(a) Considere dos sistemas discretos A y B, donde el sistema A es un sistema LTI
con respuesta a la muestra unitaria #[n] = (1/2)"u[n]. Por otro lado, el sistema
B es lineal pero variante en el tiempo. Especificamente, si la entrada al siste-
ma B es w[n], su salida es

z[n] = nw|n].

Demuestre que la propiedad conmutativa no se cumple para estos dos sistemas
mediante el célculo de las respuestas al impulso de las combinaciones en cas-
cada mostradas en las figuras P2.51(a) y P2.51(b), respectivamente.

X[n] =——p-{Sistermn
A

—

Sistema

(a)

B

Sis‘;’“l—» yin]  x[n] —p]

Figura P2.51

®)

. @_» Y[n]
A

(b) Suponga que reemplazamos el sistema B en cada uno de los sistemas inter-
conectados de la figura P2.51 por el sistema que muestra la siguiente relacién
entre su entrada w(n] y su salida z[n]:

z[n] = w[n] + 2.

‘Repita los cdlculos de la parte (a) en este caso.
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2.52. Considere un sistema LTI discreto con respuesta a la muestra unitaria
h[n] = (n + )a"u[n],

donde |a| < 1. Demuestre que la respuesta al escalén de este sistema es

@ 1 )2 - @ f )2 a® + @ ‘i 1)(n + Da” [u[n].

s[n] =

(Sugerencia: Note que

N+1

S w_ 4 Ky
k + Da*=— > a).

2.53. (a) Considere la ecuacién diferencial homogénea

XL dy(
a = 0. P2.53-1

Demuestre que si so es una solucién de la ecuacién

N
pis) = Sast=0, (P2.53-2)
2%

entonces Aes¢ es una solucién de la ecuacién (P2.53-1), donde A es una cons-
tante compleja arbitraria.

(b) El polinomio p(s) en la ecuacién (P2.53-2) puede factorizarse en términos de
sus raices sy,..., S, COMO

p(s) = apl(s = 5)7(s = )7 ... (s = 5)

donde s; son las distintas soluciones de la ecuacién (P2.53-2) y o; son sus multi-
plicidades, es decir, el nimero de veces que cada raiz aparece como una solu-
cion de la ecuacién. Observe que

ooto+...+to+N

En general, si 0; > 1, entonces no s6lo Aes# es una solucién de la ecuacién
(P2.53-1), sino que también lo es Afes?, en tanto j sea un entero mayor que o
igual a cero y menor que o igual a o; —1. Para ilustrar este punto, demuestre
que si 0; = 2, entonces Ate es una solucién de la ecuacién (P2.53-1).

- [Sugerencia: Demuestre que si s es un niimero complejo arbitrario, entonces

N gk t
di(Ate) _ L 4dp(s) o
Z - Ap(s)ie” + A= =]

[o]
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Por tanto, la solucién mas general de la ecuacién (P2.53-1) es

r o-1

A tie,

donde A; son constantes complejas arbitrarias.
/]
(c) Resuelva las siguientes ecuaciones d1ferenc1ales homogéneas con las condi-
ciones auxiliares especfficas:

() L0 +320+2)(5) =0, y(0) =0, y'(0) =2

(i) 20 +3%0 +29(1) =0, y(0) =1, y'(0) = -

(iii) 20 +3%9 +2y(r) = 0, y(0) =0, y'(0) = 0

(v) 20 +220 +y() =0, y0) =1, y'(0) =1

(v) GO4+80 50 —y()=0, y0)=1, y'(0)=1 y"'(0) = -
(vi) 20 +290 +5y(1) =0, y(0) =1, y'(0) = 1

2.54, (a) Considere la ecuacién de diferencias homogénea

iaky[n - k] =0, : (P2.54-1)
=0

Demuestre que si zo es una solucién de la ecuacién

N N
> az k=0, (P25
=0

entonces Azg es una solucién de la ecuacién (P2.54-1), donde A es una cons-
tante arbitraria.

(b) Como por el momento resulta mas conveniente trabajar con polinomios que
tienen s6lo potencias no negativas de z, considere la ecuacién obtenida al mul-
tiplicar ambos miembros de la ecuacién (P2.54-2) por zV:

N
pR) = > a¥ F =0 (P2.54-3)
k=0

El polinomio p(z) se puede factorizar como

p(z) = ay(z — )™ .. (2 — z,)7,

donde zi,. .., z, son las distintas raices de p(z).
Demuestre que si y[n] = nz"~1, entonces

Saoln— K = B+ 0= wpre

Utilice_este hecho para demostrar que si 6; = 2, entonces tanto Az, como
: an:'_l son las soluciones de la ecuacién (P2.54-1), donde A y B son constantes
complejas arbitrarias. De manera més general, se puede usar este mismo pro-
cedimiento para demostrar que si o; > 1, entonces
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n!
Ar!(n - r)!z

n—r

es una solucién de la ecuacién (P2.54-1) parar = 0,1,...,0: — 1.7
(¢) Resuelva las siguientes ecuaciones de diferencias homogéneas con las condi-

ciones auxiliares especificas:

(i) ylnl+ yln—1]+ gyln—2]=0; y[0] = 1,y[— 1] = -6

(ii) yln] = 2yln — 1] + y[n = 2] = 0; y[0] = 1,y[1] = 0

(iii) y[n] = 2y[n — 1] + y[n — 2] = 0; y[0] = 1, y[10] = 21

(@) yinl = Fyln =10+ 3yln = 2] = 0; y[0] = 0,y[~1] = 1

2.55. Dentro del texto describimos un método para resolver las ecuaciones de diferen-

cias lineales con coeficientes constantes, y mostramos otro método para hacerlo, el
cual se ilustra en el problema 2.30. Si se hace la hipétesis de reposo inicial de ma-
nera que-el sistema descrito por la ecuacién de diferencias sea LTI y causal, entonces,
en principio, podemos determinar la respuesta al impulso unitario hA{n] usando
cualquiera de estos dos procedimientos. En el capitulo 5 describimos otro método
que nos permite determinar k[n] en una forma més elegante. En este problema
describimos una aproximacién m4s, la cual muestra bdsicamente que k[n] se puede
determinar resolviendo la ecuacién homogénea con las condiciones iniciales ade-
cuadas.
(a) Considere el sistema inicialmenté en reposo descrito por la ecuacién

yIn — % yin = 1] = x[n]. (P2.55-1)

Suponiendo que x[n] = 8[n], ;cuél es el valor de y[0]? ;Qué ecuacién para h[n]
se satisface para n = 1 y con qué condiciones auxiliares? Resuelva esta ecua-
cién para obtener una expresién de forma cerrada para h[n).

(b) Considere ahora el sistema LTI inicialmente en reposo descrito por la ecuacién
de diferencias :

y[n] — % yln — 1] = x[n] + 2x[n — 1]. (P2.55-2)

Este sistema estd representado en la figura P2.55(a) como una conexién en cas-
cada de dos sistemas LTI que estdn inicialmente en reposo. Debido a las
propiedades de los sistemas LTI, podemos invertir €l orden para obtener una
representacién alternativa del mismo sistema completo, como se ilustra en la
figura P2.55(b). A partir de esto, utilice el resultado de la parte (a) para deter-
minar la respuesta al impulso para el sistema descrito por la ecuacién (P2.55-2).

(¢) Considere nuevamente el sistema de la parte (a), con h[n] que denota su
respuesta al impulso. Demuestre, mediante la verificacién de que la ecuacién
(P2.55-3) satisface la ecuaci6n de diferencias (P2.55-1), que la respuesta y[n] a
una entrada arbitraria x[n] estd dada por la suma de convolucién

yln] = i h[n — mlx[m]. (P2.55-3)

m=—w

7Aqui estamos usando la notacion factorial; es decir, k! = k(k — 1)(k — 2)...(2)(1), donde 0! se define
como 1. -
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X[n] a1 Z[n] = x[n] + 2x[n—1] z[n]: yln] — 15y[n—1] =2z[n] = yin]

(@

1 win]
X[n] =31 w(n] — gwin—1] = x[n] > y[n] = win] + 2win—1] = y[n]

(b)
Figura P2.55

(d) Considere el sistema LTI inicialmente en reposo descrito por la ecuacién de

diferencias

N

Zbaky[n - _k] = x[n]. (P2.55-4)

Suponiendo que ap # 0, jcudl es el valor de y[0] si x[n] = §[n]? Usando este

. resultado, especifique la ecuacién homogénea y las condiciones iniciales que

debe satisfacer la respuesta al impulso del sistema.
Considere a continuacién el sistema LTI causal descrito por la ecuacién
de diferencias

iaky[n — k] = ibkx[n — k). (P2.55-5)
=0 =0

Exprese la respuesta al impulso de este sistema en términos de la respuesta
dada para el sistema LTI descrito por la ecuacién (P2.55-4).

(e) Hay un método alternativo para determinar la respuesta al impulso del sistema

®

LTI descrito por la ecuacién (P2.55-5). En concreto, dada la condicién de
reposo inicial, es decir, en este caso, y[—N] = y[-N + 1] = ... = y[-1] = 0,
resuelva la ecuacién (P2.55-5) de forma recursiva cuando x[n] = 8[n] para
determinar y[0], .. ., y[M]. ; Qué ecuacién satisface h[n] para n = M? ;Cuales
son las condiciones iniciales adecuadas para esta ecuacién?

Usando cualquiera de los métodos descritos en las partes (d) y (e), encuentre
las respuestas al impulso de los sistemas LTI causales descritos por las siguien-
tes ecuaciones:

() yln] = y[n - 2] = x[n]

(ii) y[n] = y[n - 2] = x[n] + 2x[n — 1]

(iii) y[n] = yln ~ 2] = 2x[n] — 3x[n - 4]

(V) yln] — (V312)yln — 1] + y[n — 2] = x[n]

En este problema consideramos un procedimiento que es la contraparte de tiempo
continuo de la técnica desarrollada en el problema 2.55. Nuevamente veremos que
el problema de determinar la respuesta al impulso A(f) para ¢ > 0 para un sistema
LTI inicialmente en reposo descrito por una ecuacién diferencial lineal con coefi-
cientes constantes, se reduce al problema de resolver la ecuacién homogenea con
condiciones iniciales apropiadas.
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(a) Considere el sistema LTI inicialmente en reposo y descrito por la ecuacién dife-
rencial

dfi(t‘) + 29(1) = x(0). (P2.56-1)
Suponga que x(f) = 6(t). Para determinar el valor de y(f) inmediatamente
después de la aplicacién del impulso unitario, considere la integral de la ecua-
cién (P2.56—1) desde t = 0~ hasta t = 0* (es decir, desde ‘justo antes” hasta
“justo después” de la aplicacién del impulso). Esto nos da

y(0*) — y(07) + ZJ.my(T)dT = 0+8(7')d7' =1. (P2.56-2)
-

0-

Puesto que el sistema est4 inicialmente en reposo y x(¢f) = 0 para t < 0, y(0-)
= (. Para satisfacer la ecuacién (P2.56-9-2) debemos tener y(0+) = 1. Por tanto,
debido a que x(t) = 0 para ¢ > 0, la respuesta al impulso de nuestro sistema es
la solucién de la ecuacién diferencial homogénea

dyT(tQ +2y() =0

con condicién inicial
y(07) = 1.

Resuelva esta ecuacién diferencial para obtener la respuesta al impulso A(f)
para este sistema. Verifique su resultado demostrando que

¥y = ijh(t — Dx(7)dr

satisface la ecuaci6én (P2.56-1) para cualquier entrada x(¢).
(b) Para generalizar este argumento, considere un sistema LTI inicialmente en
reposo y descrito por la ecuacién diferencial

con x(#) = &(f). Asuma la condicién de reposo inicial la cual, ya que x(f) = 0
para t < 0, implica que

= x(1) (P2.56-3)

N—1
W0y =20y = =T =0 @sed

Integre ambos miembros de la ecuacién (P2.56-3), a partir de ¢t = 0~ hasta
t = 0*,y use la ecuacién (P2.56-4) y un argumento similar al usado en la parte (a)
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para demostrar que la ecuacién resultante se satisface con

dy dN—Zy
)y==20%)= ... = *)=0. 56-
{ang T y(O ) dt( ) dtN_z(O ) 0 (P256 Sa)
y
L LENNA dN 2 1
" - 20%) =N (P2.56-5b)

En consecuencia, la respuesta al impulso del sistema para ¢t > 0 puede obte-
nerse resolviendo la ecuacién homogénea

| . Z 20 _,

con condiciones iniciales dadas por las ecuaciones (P2.56-5).
(¢) Considere ahora el sistema LTI causal descrito mediante la ecuacién diferen-
cial

N k
kz kd dt,(f) Zbk - tk (P2.56-6)

Exprese la respuesta al impulso de este sistema en términos de la que se obtu-
vo para el sistema de la parte (b). (Sugerencia: Examine la figura P2.56.)

N d'wi wit M
1) = P =
X(t) e ‘ 2 & o x(t y(t) . z obk

e Y/(t)

Figura P2.56

(d) Aplique el procedimiento descrito en las partes (b) y (c) para encontrar las
respuestas al impulso para los sistemas LTI inicialmente en reposo y descritos
por las siguientes ecuaciones diferenciales:

() D0+ 329 4 2y()) = x(2)

(i) 20+ 229 + 2y()) = x(2)

(e) Use los resultados de las partes (b) y (c) para deducir que si M = N en la
ecuacién (P2.56-6), entonces la respuesta al impulso A(f) contendra términos
singulares concentrados en ¢ = 0. En particular, A(f) contendra un término de
la forma

M-N

Z auf),

donde a, son constantes y las u.{(t) son funciones singulares definidas en la sec-
/ cién 2.5,
() Encuentre las respuestas al impulso de los sistemas LTI causales descritos por
. P put P
las siguientes ecuaciones diferenciales:
(@) 22 +2y(1) = 320 + x(r)
TN 4 & & dx
() D02+ 520 + 6y(r) = 2O + 2950 4 420 + 3x(y)
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2.57.

2.58.

Considere un sistema LTI causal S cuya entrada x[n] y salida y[n] estén rela-
cionadas por la ecuacién de diferencias

y[n] = = ay[n — 1] + byx[n] + bx[n — 1].

(a) Verifique que S pueda considerarse una conexion en cascada de dos sistemas
LTI causales 51 y S2 con la siguiente relacién entrada-salida:

Sy :y1[n] = boxy[n] + byxi[n — 1],
Sy:y[n} = — ay,[n — 1] + x,[n],

(b) Dibuje la representacién de S; en diagrama de bloque.

(c) Dibuje la representacién de S2 en diagrama de bloque.

(@) Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacién de S; seguida de la representacién de S-.

(e) Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacién de S, seguida de la representacién de Si.

() Demuestre que los dos elementos de retardo en la representacién de S en dia-
grama de bloque obtenida en la parte (e) se puede reducir a un elemento de
retardo. El diagrama de bloques resultante se conoce como realizacién de la
Forma Directa 11 de S, en tanto que los diagramas de bloques obtenidos en las
partes (d) y (e) se conocen como realizaciones de la Forma Directa I de S.

Imagine un sistema LTI causal S cuya entrada x[n] y salida y[n] estén relacionadas
por la ecuacién de diferencias:

2y[n] — yln ~ 1] + y[n — 3] = x[n] — 5x[n — 4].

(a) Verifique que S se pueda considerar como una conexién en cascada de dos sis-
temas LTI causales S1 y S2 con las siguientes relaciones de entrada-salida:

S1:2y,[n] = x;[n] — 5x[n — 4],

Sy ydlrl = S yaln = 1=l = 3] + xfnl

(b) Dibuje la representacién de S; en diagrama de bloque.

(c) Dibuje la representacién de S, en diagrama de bloque.

(d) Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la misma representacién de S seguida de la representacién de S.

(e) Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacién de S, seguida de la representacién de S;.

(0 Demuestre que los cuatro elementos de retardo en la representacién de S en
diagrama de bloque obtenida en la parte (e) se puede reducir a tres elementos.
El diagrama de bloques resultante se conoce como realizacién de la Forma
Directa II de S, mientras que los diagramas de bloques obtenidos en las partes
(d) y (e) se conocen como realizaciones de la Forma Directa I de S.
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2,59. Considere un sisterna LTI causal S cuya entrada x(f) y salida y() estén relacionadas
por la ecuacién diferencial
d (tt) + agy(f) = byx(t) + bld’;(t)

(a8) Demuestre que
t t
y(®) = A| y(Ddr+ Bx(t) + C f x(7)dr,

y exprese las constantes A, B y C en términos de las constantes ao, a1, bo y b1.
(b) Demuestre que S se puede considerar como una conexion en cascada de los dos
siguientes sistemas LTI causales:

CSiiy(® = B#l(t) + Cf: x(n)dr,

$2:3200) = 4| ya(dr + 2,0

(¢) Dibuje la representacién de S; en diagrama de bloque.

(d) Dibuje la representacién de S; en diagrama de bloque.

(e) Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacién de S1 seguida de la representacién de Sa.

() Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacién de S, seguida de la representacién de ;.

(g) Demuestre que los dos integradores en su respuesta a la parte (f) se pueden
reducir a uno solo. El diagrama de bloques resultante se conoce como reali-
zacién de la Forma Directa II de S, en tanto que los diagramas de bloques
obtenidos en las partes (e) y (f) se conocen como realizaciones de la Forma
Directa I de S.

2.60. Considere un sistema LTI causal S cuya entrada x(¢) y salida y(¢) estén relacionadas
por la ecuacién diferencial

az‘—‘%—l + a2 & ay(o) = br() + 52D + b;’zjtg‘)

(a) Demuestre que

y(@) = Af:my(r)dr + Bf:m(fjmy(a')da')dr

+ Cx(t) + Df:mx(f)dr + EJ’:m(J’T x(a-)da') dr,

—00
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y exprese las constantes A, B, C, D y E en términos de las constantes ay, a1, az,
bo, b1 y b2.

(b) Demuestre que S se puede considerar como una conexién en cascada de los dos
siguientes sistemas LTI causales:

S, y,(0) = Cx,(0) + Df_ x,(Ddr + Ej— (jj xl(a)da-> dr,

S, y,(0) = Af:myz(r)dr + Bf‘

(f yz(a)da) dr + x,(0).

(¢) Dibuje la representacién de S; en diagrama de bloque.

(d) Dibuje la representacién de S, en diagrama de bloque.

(e) Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacion de S; seguida de la representacién de Sz.

() Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacién de S, seguida de la representacién de S;.

(g) Demuestre que los cuatro integradores en su respuesta a la parte (f) se pueden
reducir a dos. El diagrama de bloques resultante se conoce como realizacién de
la Forma Directa II de S, mientras que los diagramas de bloques obtenidos en
las partes (e) y (f) se conocen como realizaciones de la Forma Directa I de S.

PROBLEMAS DE EXTENSION

2.61. (a) En el circuito mostrado en la figura P2.61(a), x(¢) es el voltaje de entrada. El
voltaje y(¢) a través del capacitor se considera la salida del sistema.

L=1H

Il
oll
]
e

x(t)

@ Figura P2.61a

(i) Determine la ecuacién diferencial que relaciona a x(¢) con y(f).

(ii) Demuestre que la solucién homogénea de la ecuacién diferencial de la
parte (i) tiene la forma Kjelo¢ + Kpe/oof. Especifique los valores de w1 y .

(iii) Demuestre que, ya que el voltaje y la corriente est4n restringidos a ser
reales, la respuesta natural del sistema es senoidal.
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(b) En el circuito mostrado en la figura P2.61(b), x(¢) es el voltaje de entrada. El
voltaje y() a través del capacitor se considera la salida del sistema.

— MWW,

R=1(Q
O

1]

o
[}
|

®) Figura P2.61b

(i) Determine la ecuaci6n diferencial que relaciona a x(f) con y(z).
(i) Demuestre que la respuesta natural de este sistema tiene la forma Ke—2,
y especifique el valor de a.
(©) En el circuito mostrado en la figura P2.61(c), x(¢) es el voltaje de entrada. El
voltaje y(¢) a través del capacitor se considera la salida del sistema.

NMVWY S TTILLIA
R =20 L=1H

x(t) ‘:) =

oll
I
o=
i

© : Figura P2.61c

(i) Determine la ecuacién diferencial que relaciona a x(f) con y(¢).

(i) Demuestre que la solucién homogénea de la ecuacién diferencial de la
parte (i) tiene la forma e~#{K1e/ + K,e—12,y especifique el valor de a.

(iii) Demuestre que, ya que el voltaje y la corriente estdn restringidos a ser
reales, la respuesta natural del sistema es una senoidal decreciente.

2.62. (a) En el sistema mecdanico que se muestra en la figura P2.62(a), la fuerza x(¢) apli-
cada a la masa representa la entrada, mientras que el desplazamiento y(¢) de
la masa representa la salida. Determine la ecuacién diferencial que relaciona
a x(¢) con y(#). Demuestre que la respuesta natural de este sistema es peri6-
dica.

(b) Examine la figura P2.62(b), en la cual la fuerza x(¢) es la entrada y la velocidad
y(¢) es la salida. La masa del auto es m, en tanto que el coeficiente de friccion
cinética es p. Demuestre que la respuesta natural de este sistema decae con-
forme aumenta el tiempo. ,

(¢) En el sistema mec4dnico mostrado en la figura P2.62(c), la fuerza x(f) aplicada a
la masa representa la entrada, mientras que el corrimiento y(f) de la masa re-
presenta la salida.
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N\
K = 2N/m
1 m = 1,000 Kg
m=,Kg py(H) 5 5 () p =0.1 N-s/m
1 n
x(f)
@ (o)

K = Constante del resorte = 2 N/m
K m = Masa = 1Kg
b = Constante de amortiguamiento = 2 N-s/m

x(t)

3

© Figura P2.62

(i) Determine la ecuacién diferencial que relaciona a x(¢) con y(¢).

(ii) Demuestre que la soluci6én homogénea de la ecuacién diferencial de la
parte (i) tiene la forma e-#{Kie/t + Kre~#), y especifique el valor de a.

(iii) Demuestre que, ya que el voltaje y la corriente estdn restringidos a ser
reales, l1a respuesta natural del sistema es una senoidal decreciente.



2.63.

2.64.
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Una hipoteca de $100,000 serd liquidada mediante pagos mensuales iguales de D
délares. El interés compuesto mensual se carga a una tasa de 12% anual sobre el
balance no pagado; por ejemplo, después del primer mes, la deuda total es igual a

0.12

$100,000 + (f) $100,000 = $101,000.

El problema es determinar D de manera tal que, después de un tiempo especifica-

do, la hipoteca sea pagada totalmente, dejando un balance neto de cero.

(a) Para abordar el problema, suponga que y[n] denota el balance no pagado
después del pago mensual 7. Suponga también que el principal se presta en el
mes 0 y los pagos mensuales se inician en el mes 1. Demuestre que y[#] satis-
face la ecuacién de diferencias

yjn] —yy[n—-1= -D n=1 (P2.63-1)
con la condicién inicial
y[0] = $100,000,

donde vy es una constante que debe ser determinada.
(b) Resuelva la ecuacién de diferencias de la parte (a) para determinar

y[n] paran = 0.

(Sugerencia: La solucién particular de la ecuacién (P2.63-1) es una constante Y.
Encuentre el valor de Y y exprese y[n] para n = 1 como la suma de las solu-
ciones particular y homogénea. Determine la constante desconocida en la so-
lucién homogénea mediante el calculando directamente y[1] a partir de la
ecuacién (P2.63-1) y compardndola con la solucién que usted obtuvo).

(¢) Si la hipoteca debiera ser pagada en 30 afios después de haberse hecho 360
pagos mensuales de D délares, determine el valor apropiado de D.

(d) (Cuadl es el pago total hecho al banco después del periodo de 30 afios?

(e) ¢Por qué los bancos hacen préstamos?

Un uso importante de los sistemas inversos se encuentra en las situaciones en las
que uno desea eliminar algtn tipo de distorsiones. Un buen ejemplo de esto es el
problema de eliminar ecos de las sefiales actsticas. Por ejemplo, si un auditorio
tiene un eco perceptible, entonces un impulso actstico inicial producird versiones
atenuadas del sonido a intervalos regulares. En consecuencia, un modelo utilizado
a menudo para tratar este fenémeno es un sistema LTI con una respuesta al impul-
s0 que consiste de un tren de impulsos, es decir,

h(t) = S hed(t — KT). P2.64-1
® ;k(t T) ( )

Aqui los ecos ocurren cada 7 segundos, y A representa el factor de ganancia en el

eco k resultante a partir de un impulso acistico inicial.

(a) Suponga que x(¢) representa la seiial acustica original (por ejemplo, la misica
producida por una orquesta) y que y(f) = x(¢) * h(?) es la seiial real que se
escucha si no se hace ninglin procesamiento para eliminar los ecos. Con el fin
de eliminar la distorsién introducida por los ecos, suponga que se usa un micré-
fono para detectar y(f) y que la sefial resultante serd convertida en una sefal
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eléctrica. También usaremos y(t) para denotar esta sefial, ya que representa el
equivalente eléctrico de la sefial actistica, y podemos ir de una a otra mediante
los sistemas de conversién acustico-eléctrica.

El punto importante a resaltar es que el sistema con respuesta al impulso
dado por la ecuacién (P2.64-1) es invertible. Por tanto, podemos encontrar un
sistema LTI con respuesta al impulso g(¢) tal que

‘ y(t) * g(1) = x(o),

y entonces, al procesar la sefial eléctrica y(f) de esta manera y convertirla de
nuevo en una sefial acistica, podemos eliminar los ecos que causan problemas.
La respuesta al impulso requerida g(f) también es un tren de impulsos:

8) = S bt - KT).
=0

Determine las ecuaciones algebraicas que deben satisfacer los gi sucesivos, y
resuelva estas ecuaciones para go, g1 ¥ g2 en términos de Ay.
(b) Suponga que ho = 1,h; = 1/2 y h; = 0 para toda i = 2. ; Cuél es g(f) en este caso?
(c) Un buen modelo para la generacién de los ecos se ilustra en la figura P2.64. En
consecuencia, cada eco sucesivo representa una version retroalimentada de
y(1), retrasada T segundos y escalada por a. El valor tipico es 0 < a < 1,ya que
los ecos sucesivos son atenuados.

x{f) + > y(t)

Retardo de|
T -

Figura P2.64

(i) ¢Cuaél es la respuesta al impulso de este sistema? (Considere un reposo
inicial, es decir, y(t) = 0 para ¢ < 0 si x(t) = O parat <0.)

(i) Demuestre que el sistema es estable si 0 < a < 1 e inestable si a > 1.

(iii) ;Cual es g(1) en este caso? Construya una realizacién del sistema inverso
usando sumadores, multiplicadores de coeficientes y elementos de retar-
do de T segundos.

(d) Aunque hemos descrito el andlisis anterior en términos de sistemas continuos
debido a la aplicacién que hemos estado considerando, las mismas ideas gene-
rales se cumplen para el caso de tiempo discreto. Es decir, el sistema LTI con
respuesta al impulso

hn} = iS[n — kN]
k=0

es invertible y tiene como su inverso un sistema LTT con respuesta al impulso

gl = S gdln ~ kN,
k=0
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No es dificil verificar que g; satisface las mismas ecuaciones algebraicas que en
la parte (a). ‘
Considere ahora el sistema LTI discreto con respuesta al impulso

o

h[n} = Z 8[n — kN].

k= —ox

Este sistema no es invertible. Encuentre dos entradas que produzcan la misma
salida.

2.65. En el problema 1.45 presentamos y examinamos algunas de las propiedades basi-
cas de las funciones de correlacién para sefiales continuas. La contraparte discreta
de la funcién de correlacion tiene esencialmente las mismas propiedades que la
continua, y ambas son extremadamente importantes en numerosas aplicaciones
{como se analiza en los problemas 2.66 y 2.67). En este problema introducimos la
funci6n de correlacion discreta y examinamos algunas mas de sus propiedades.

Sean x[n] y y[n] dos seiiales reales discretas. Las funciones de autocorrelacion
dxn] y dy[n] de x[n] y y[n], respectivamente, estdn definidas por las siguientes
expresiones:

+ 00

balnl = S xim + xlxim]

m=—o

boinl = S yim + nlyim)

m=—o
y las funciones de correlacién cruzada estan dadas por

+ o0

Solrl = > x[m + nlyfm]

m=-—o

bulil= S yim + njxim].

m=—m

Como en el caso continuo, estas funciones poseen ciertas propiedades de simetria.

Especificamente, ¢x:[n] y ¢,,[n] son funciones par, mientras que ¢xy[n] = ¢y —n].

(a) Calcule las secuencias de autocorrelacién para las sefiales xi[n], xz[n], x3[n] y
x4[n] mostradas en la figura P2.65.

(b) Calcule las secuencias de correlacién cruzada

Soelnli# ) i,j=1,2,3,4,

para x;{n],i = 1,2, 3,4, como se muestra en la figura P2.65.

(c) Sea x{n] la entrada de un sistema LTT con respuesta a la muestra unitaria k[n],
y sea y[n] su salida correspondiente. Encuentre expresiones para ¢.,[n] y ¢,,[n]
en términos de ¢xfn] y h[n]. Demuestre la forma en que ¢5[n] y y,[n] se
pueden ver como la salida de sistemas LTI con ¢u«[n] como entrada. (Haga esto
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1 x4 [n]

0123 n

x3 [n]

-101 n
Figura P2.65

especificando de manera explicita la respuesta al impulso de cada uno de los
dos sistemas.)

(d) Sea h[n] = xi[n] en la figura P2.65, y sea y[n] la salida del sistema LTI con
respuesta al impulso k[n] cuando la entrada x[n] es también igual a xi[n].
Calcule ¢wy[n] y ¢yy[n] usando los resultados de la parte (c).

2.66. Sean hy(1), h2(t) y hi(f), bosquejadas en la figura P2.66, las respuestas al impulso
de tres sistemas LT1. Estas tres sefiales se conocen como funciones de Walsh y son de
considerable importancia préictica porque se pueden generar facilmente con cir-
cuitos légicos digitales y porque la multiplicacién por cada una de estas funciones
puede llevarse a cabo con facilidad mediante un interruptor inversor de polaridad.

hy(t) ' ha(t) hs(t)

1 —| 1 1
. | | I
1 21 3] 4] t 1 2 3 4] t 1 2 3 4 t
~1F I-—I —1F F

Figura P2.66

(a) Determine y dibuje su seleccién para x(t), una sefial continua que tiene las si-
guientes propiedades:
(i) x1(Y) es real
(ii)) xi(f)=O0parat<0.
(iii) [x1(¢)| = 1 para toda ¢t = 0.
(iv) y1(t) = x1(f) * h(?) es tan grande como sea posible en t = 4.
(b) Repita la parte (a) para x(f) y x3(f) haciendo y2(f) = xa(f) * ha(t) y y3(t) =
" x3(f) * h3(f) cada una tan grande como sea posible en ¢ = 4.
(c) (Cuail es el valor de

yi(®) = x(t) x h(0),i # j
ent=4parai, j=1,2,37
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El sistema con respuesta al impulso hi(f) se conoce como filtro de acopla-
miento para la seiial x(f) ya que la respuesta al impulso se sintoniza con xi(f)
para producir la sefial de salida mixima. En el siguiente problema, rela-
cionamos el concepto de filtro de acoplamiento con el de la funcién de corre-
lacién para sefiales continuas.
2.67. La funcién de correlacion cruzada entre dos sefiales reales continuas x(f) y y(f) es

+ o

&, (1) = f x(t + Dy(Ddr. (P2.67-1)

- La funeién de autocorrelacion de una seiial x(7) se obtiene al establecer y(f) = x(7)
en'la ecuacién (P2.67-1):

+ e

b () = f x(t + Dx(7)dr.

-

~ (a) Calcule la funcién de autocorrelacién para las dos sefiales x1(f) y xa(t) repre-
sentada,s enla figura P2.67(a).

Xa(t)

@

Xolt) x4t

1 1
! ] ] ]
1 2 3 4 t 1 2 3 |4 t
-1} -1
(b) . Figura P2.67

(b) Sea x(f) una sefial dada, y suponga que es, ademds, de duracién finita, es decir,
que x(t) = O parat <0yt > T.Encuentre la respuesta al impulso de un sistema
LTI de manera que ¢.(f — T) es la salida si x(¢) es la entrada.

(c) Elsistema determinado en la parte (b) es un filtro de acoplamiento para la sefial
x(?). De los datos siguientes se puede deducir que esta definicién de un filtro de
acoplamiento es idéntica a la introducida en el problema 2.66:
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Sea x(f) como en la parte (b), y sea que y(f) denote la respuesta a x(¢) de
un sistema LTI con respuesta real al impulso k(7). Suponga que A(f) = 0 para ¢
< 0y parat > T. Demuestre que la seleccion de h(f) que maximiza y(T), suje-
ta ésta a la limitacién de que

T
f h%(t)dt = M, un nimero positivo fijo, (P2.67-2)
0

es un miltiplo escalar de la respuesta al impulso determinada en la parte (b).
(Sugerencia: La desigualdad de Schwartz establece que-

a b 127 Ap 1
f u(t)v(t)dtsl f uz(t)dt} [ f vz(t)dt]
b ‘a a

para cualesquiera dos sefales u(z) y v(¢). Utilicela para obtener un limite sobre

y(T)]

(d) La restriccién establecida por la ecuacién (P2.67-2) proporciona simplemente
un escalamiento a la respuesta al impulso, ya que al incrementarse M sélo cam-
bia el escalar multiplicador mencionado en la parte (c). Entonces, vemos que la
seleccién particular de A(f) en las partes (b) y (c) se iguala a la sefial x(¢) para
producir la salida mé4xima. Esta es una propiedad en extremo importante en
diversas aplicaciones, como indicaremos a continuacién.

En problemas de comunicacion, de un pequefio nimero de posibles piezas
de informacién con frecuencia se desea transmitir sélo una. Por ejemplo, si un
mensaje complejo se codifica en una secuencia de digitos binarios, podemos
imaginar un sistema que transmite la informacién bit por bit. Entonces, cada bit
se puede transmitir mediante el envio de una sefial, digamos xo(?), si el bit es un
0, o una sefial diferente x;(¢) si es un 1 lo que debe comunicarse. En este caso,
el sistema receptor de dichas sefiales debe ser capaz de reconocer si se ha
recibido xo(f) o x1(¢). De manera intuitiva, lo que tiene sentido es tener dos sis-
temas en el receptor, uno sintonizado en x(f) y el otro en x1(¢), donde “sin-
tonizar” significa que el sistema proporciona una gran salida después de que se
recibi6 la sefial para la que estd sintonizado. La propiedad de producir una sa-
lida grande cuando se recibe una seiial particular es precisamente la que posee
el filtro de acoplamiento.

En la préctica, siempre hay distorsidn e interferencia en los procesos de
transmisién y recepcién. En consecuencia, queremos maximizar la diferencia
entre la respuesta de un filtro de acoplamiento a la entrada para la cual est4 sin-
tonizado, y la respuesta del filtro a una de las otras sefiales que puede ser trans-
mitida. Para ilustrar este punto, considere las dos sefiales xo(f) y x1(¢) represen-
tadas en la figura P2.67(b). Demos por sentado que Lo denota el filtro de
acoplamiento para xo(¢) y L1 denota el filtro de acoplamiento para x:(z).

(i) Dibuje las respuestas de Lo a xo(f) y x1(¢). Haga lo mismo para L.

(ii) Compare los valores de estas respuestas en ¢t = 4. ;Cuanto se puede mo-
dificar xo(f) de manera tal que el receptor pueda distinguir més facilmente
entre xo(f) y x1(f) en que la respuesta de Lo a x1(f) y la de Ly a xo(f) sean
ceroent = 4?

2.68. Otra aplicacién en la cual juegan un papel importante los filtros de acoplamiento y

las funciones de correlacién es en los sistemas de radar. El principio bésico del
radar consiste en un pulso electromagnético que se transmite a un objetivo; este

2
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pulso serd reflejado por dicho objetivo y regresaré al transmisor con un retraso pro-
porcional a la distancia a la que se encuentra el objetivo. En forma ideal, la sefial
recibida serd una versién desplazada y posiblemente escalada de la sefial original
transmitida.

Sea p(f) el pulso original que se envia. Demuestre que

&pp(0) = méx ¢,,(1).

Esto es, ¢pp(0) es el valor més grande que toma ¢,,(f). Utilice esta ecuacién para
deducir que, si la forma de onda que regresa al transmisor es

x(t) = ap(t ~ 1),

donde a es una constante positiva, entonces

¢xp(t0) = mé‘x ¢xp(t)'

(Sugerencia: Use la desigualdad de Schwartz.)

De este modo, la forma en la cual operan los sistemas sencillos de rastreo por radar
se basa en el uso de un filtro de acoplamiento para la forma de onda transmitida
p(t) y en la anotacidén del tiempo en el cual la salida de este sistema alcanza su m4-
ximo valor. :

En Ia‘s‘eccu.’)n 2.5 caracterizamos el doblete unitario mediante la ecuacién

+ o

Cx(xu(t) = j x(t — Nu(ndr = x'(t) (P2.69-1)

—o0

para cualquier sefial x(f). A partir de esta ecuacién, dedujimos la relacién

[ smar= - g0, (P2.69:)

(a) Demuestre que la ecuacién (P2.69-2) es una caracterizacién equivalente de
u1(t) probando que la ecuacién (P2.69-2) implica la ecuacién (2.69-1). [Sugeren-
cia: Fije t y defina la sefial g(7) = x(t — 7).]

Asi, hemos visto que caracterizar el impulso unitario o el doblete unitario
mediante el comportamiento bajo la convolucién es equivalente a caracterizar
la forma en que se comporta bajo la integracién cuando se multiplica por una
$efial arbitraria g(t). De hecho, como se indic6 en la seccién 2.5, 1a equivalencia
de estas definiciones operacionales se cumple para todas las sefiales y, en par-

- ticular, para todas las funciones singulares.
(b) Sea f(f) una sefial dada. Demuestre que

ftyu () = AO)u,(1) — f'(0)3(t)

mostrando que ambas funciones tienen las mismas definiciones operacionales.
(¢) (Cuail es el valor de

[;x(r)uz(r)dr?

Encuentre una expresién para f{f)ux(t) andloga a la de la parte (b) para f{t)ui(t).
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2.70. En analogia con las funciones singulares continuas, podemos definir un conjunto de
sefiales discretas. Especificamente, sea

u_q[n] = u[n],

ug[n] = 8[n],
y
uy[n] = 8[n] - &[n - 1],
y definase
wn] = wln] *wyn] + - - - +uy[n], £>0
k veces
y
u[n] = i—l[”] *u_y[n]*- -« u—l[’ik <o.
" |k| veces
Observe que
x[n] * 8[n] = x[n],
x[n] * u[n] = i x[m],
y

x[n] * w;[n] = x[n] — x[n - 1],

(a) (A qué corresponde

i x[m]u,[m]?

(b) Demuestre que

x{nlu[n] = x[0Jus[n] — [x[1] — x[0]]8n — 1]
— x{1Jus[n] — [x{1] — x{O]}5[n].

(¢) Grafique las sefiales us[n] y us[n].
(d) Grafique u-3[n] y u-a[n].
(e¢) Demuestre que, en general, para k > 0,

(- 1)"!

ni(k — n)s[“[”] —uln — k —1]). (P2.70-1)

u[n] =

(Sugerencia: Utilice la induccién. De la parte (c), resulta evidente que ufn] sa-
tisface la ecuacién (P2.70-1) para k = 2 y 3. Entonces, suponiendo que la
ecuacién (P2.70-1) satisface ux[n], escriba ux+1[n] en términos de wu[n], y
demuestre que la ecuacién también satisface uk+1[n].)
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(D Demuestre que, en general, para k > 0,

u_fn] = % uln] (P2702)

(Sugerencia: De nueva cuenta, utilice la induccién. Observe que

U_gerpylnl = u_gapyln — 1] = u_,[n]. (P2.70-3)

Entonces, considerando que la ecuacién (P2.70-2) es vilida para u—i[n], use la
ecuacién (P2.70-3) para demostrar que la ecuacién (P2.70-2) también es valida
para u-+[n].)

2.71. En este capitulo hemos usado varias propiedades e ideas que facilitan ampliamente
el anélisis de sistemas LTI. Entre éstas, hay dos que deseamos analizar con méis
detalle. Como veremos mads adelante, en ciertos casos muy especiales se debe tener
cuidado al usar dichas propiedades, pues de otro modo se pueden cumplir sin vali-
dacién.

(a) Una de las propiedades basicas y mds importantes de la convolucién (tanto
continua como discreta) es la de asociatividad. Esto es, si x(t), h(f) y g() son tres
sefiales, entonces

x(t) * [g(1) * h()] = [x(1) * g()] * h(t) = [x(t) * (D] *g(1).  (P2.T1-1)

Esta relacién se cumple en tanto las tres expresiones estén bien definidas y sean
finitas. Puesto que, en general ése es el caso en la prictica, usaremos la
propiedad de asociatividad sin comentarios ni consideraciones. Sin embargo,
hay algunos casos en los que no se cumple. Por ejemplo, considere el sistema
ilustrado en la figura P2.71, con A(f) = ui(t) y g(t) = u(t). Calcule la respuesta
de este sistema a la entrada

x(t) = 1 para toda t.

X(t) m——s h{t)

Y

g(t) [ y(t)

\

X{t) ———p-1 gft) h{t) > y(t)

Figura P2.71

Realice esto en las tres diferentes formas indicadas por la ecuacién (P2.71-1) y

a partir de la figura:

(i) Convolucionando primero las dos respuestas al impulso y convolucionan-
do después el resultado con x(r).

(ii)) Convolucionando primero x(f) con ui(f) y convolucionando posterior-
mente el resultado con u(r).

(iii) Convolucionando pnmero x(¢) con u(f) y convolucionando el resultado
con ui(f).
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(b) Repita la parte (a) para

x(ty=et

h(t) = e 'u(y),
g(1) = uy(r) + ().

n] = (%)

hin] = (%)"u[n],

(¢) Haga lo mismo para

gln] = é[n] — %S[n - 1].

Asi pues, por lo general la propiedad de asociatividad de la convolucién
se cumple si y s6lo si las tres expresiones en la ecuacién (P2.71-1) tienen senti-
do (es decir, si y s6lo si su interpretacién en términos de los sistemas LTI son
significativas). Por ejemplo, en la parte (a), diferenciar una constante e inte-
grarla después tiene sentido, pero el proceso de integrar una constante desde
t = — y entonces diferenciarla no lo tiene, y es sélo en tales casos que la aso-
ciatividad no se cumple.

Muy relacionado con el andlisis anterior est4 un tema que involucra los
sistemas inversos. Considere el sistema LTI con respuesta al impulso A(r) =
u(f). Como vimos en la parte (a), hay entradas (especificamente x(f) = una cons-
tante diferente de cero) para las cuales la salida de este sistema es infinita y,
por tanto, no tiene importancia considerar el planteamiento de invertir esos sis-
temas para recuperar la entrada. Sin embargo, si nos limitamos a entradas que
conduzcan a salidas finitas, esto es, entradas que satisfagan

< o, (P2.71-2)

[wx('r)dﬂr

entonces el sistema es invertible, y el sistema LTI con respuesta al impulso u;(f)
tiene su inverso.

(d) Demuestre que el sistema LTI con respuesta al impulso u1(t) no es invertible.
(Sugerencia: Encuentre dos entradas diferentes que produzcan salida cero para
todo tiempo.) Sin embargo, demuestre que el sistema es invertible si nos limi-
tamos a entradas que satisfagan la ecuacién (P2.71-2). [Sugerencia: En el pro-
blema 1.44, demostramos que un sistema LTI es invertible si ninguna entrada
excepto x(f) = 0 produce una salida que es cero para todo tiempo; ;existen dos
entradas x(¢) que satisfagan la ecuacién (P2.71-2) y que conduzcan de manera
idéntica a respuestas cero cuando se convolucionan con u;(£)?]

Lo que hemos ilustrado en este problema es lo siguiente:
(1) Six(1), h(t) y g(¢) son tres sefiales, y si x(t) * g(£), x(£) * h(t) y h(¢r) * g(¢) estdn
bien definidas y son finitas, entonces se cumple la propiedad de asociativi-
dad, la ecuacién (P2.71-1).
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(2) Sea h(f) la respuesta al impulso de un sistema LTI, y suponga que la
respuesta al impulso g(7) de un segundo sistema tiene la propiedad

h(t) * g(t) = 8(p). (P2.71-3)

Entonces, a partir de (1), para todas las entradas x(f) para las cuales x(¢) *
h(t) y x(t) * g(t) estén bien definidas y son finitas, los dos sistemas en cas-
cada ilustrados en la figura P2.71 actdan como el sistema identidad, y por
tanto, los dos sistema LTI pueden considerarse como inversos uno del otro.
Por ejemplo, si A(f) = u(f) y g(t) = ui(t), entonces, en tanto nos limitemos a
entradas que satisfagan la ecuacién (P2.71-2), podremos considerar estos
dos sistemas como inversos.

Por tanto, vemos que la propiedad de asociatividad de la ecuacién (P2.71-1) y la
definicién de sistemas LTI inversos como fue proporcionada por la ecuacién
(P2.71-3) son vélidas, en tanto que las convoluciones involucradas sean finitas.
Puesto que éste es el caso en cualquier problema real, usaremos en general estas
propiedades sin comentario o validacién. Observe que, aunque hemos descrito gran
parte de este andlisis en términos de sefiales y sistemas continuos, los mismos pun-
tos se aplican en el caso discreto [lo cual debe resultar evidente de la parte (c)].

2.72. Sea que 8x(¢) denota el pulso rectangular de altura } para 0 < ¢ < A. Verifique que
Lsa@) =+ [80) - 8¢ — )]
dt A )

2.73. Demuestre por induccién que

tk-l
k - 1)!

u_,(t) = u(f)parak =1,2,3,...



REPRESENTACION DE SENALES
PERIODICAS EN SERIES
DE FOURIER

3.0 INTRODUCCION

La representacion y el anélisis de los sistemas LTI mediante la suma de convolucién,
desarrollados en el capitulo 2, se basa en la representacidn de sefales como una combi-
nacidn lincal de impulsos desplazados. En éste y en los dos siguientes capitulos, explo-
raremos una representacion alternativa para sefiales y sistemas LTI Al igual que en el
capitulo 2, el punto de partida para nuestro andlisis es el desarrollo de una representacion
de seniales como combinaciones lineales de un conjunto de sefiales bésicas. Para llevar a
cabo csta representacién alternativa usamos las exponenciales complejas. Las repre-
sentaciones resultantes se conocen como la serie y la transformada de Fourier de tiempo
continuo y de tiempo discreto. Como veremos més adelante, éstas se pueden usar para
construir una amplia y util clase de senales.

Posteriormente procederemos como lo hicimos en el capitulo 2. Esto es, debido a la
propiedad de superposicion, la respuesta de un sistema LTI a cualquier entrada que con-
sista en una combinacion lineal de senales bdsicas es la misma combinacion lineal de las
respuestas individuales a cada una de dichas sefiales basicas En el capitulo 2, todas estas res-
puestas eran las versiones desplazadas de la respuesta al impulso unitario, lo cual conducia
ala suma o a la integral de convolucién. Come veremos en este capitulo, la respuesta de un
sistema LTI a una expenencial compleja también tiene una forma particularmente sencilla,
la cual nos properciona otra representacion conveniente para los sistemas LT1 y otra forma
analizar estos sistemas y obtener algin aprendizaje sobre sus propiedades.

En este capitulo dirigimos nuestra atencion a la representacion de las sefiales peri6-
dicas continuas y discretas conocidas como la serie de Fourier. En los capitulos 4 y 5 amplia-
mos ¢l andlisis a la representacton mediante la transformada de Fourier de la amplia clase
de seiiales aperiddicas y de energia finita. Unidas, estas representaciones proporcionan
uno de los mis poderosos e importantes conjuntos de herramientas asi como las bases para
analizar, disefiar y entender las sefiales y sistemas LTI, por lo que dedicamos una conside-
rable atencién en éste y en el siguiente capitulo a explorar el uso de los métodos de Fourier.

177



178 Representacion de sefiales periddicas en series de Fourier ~ Capitulo 3

Iniciamos la siguiente seccién con una breve reseiia histérica que nos permita pe-
netrar un poco en los conceptos y temas que desarrollamos con més detalle en las sec-
ciones.y capitulos que le siguen.

3.1 UNA PERSPECTIVA HISTORICA

El desarrollo del andlisis de Fourier tiene una larga historia que involucra a un gran
ntimero de personas asi como la investigacién de muchos fenémenos fisicos diferentes.!
El concepto del empleo de “sumas trigonométricas” (esto es, las sumas de senos y cosenos
relacionadas arménicamente, o las de exponenciales complejas peri6dicas, relacionadas
en la misma forma), para describir fenémenos periédicos data cuando menos del tiempo
de los babilonios, quienes utilizaron ideas de este tipo para predecir eventos astronémi-
cos.2 La historia moderna de eSta materia empieza en 1748, cuando L. Euler examina el
movimiento de una cuerda v1bratona En la figura 3.1 mostramos algunos de los primeros

“modos normales” de este tipo de cuerda. Si consideramos la deflexi6n vertical fiz, x) de
la cuerda en el tiempo ¢ y a una dictancia x a lo largo de la cuerda, entonces, para cualquier
instante fijo de tiempo, los modos normales son funciones senoidales de x relacionadas
arménicamente. Lo que Euler not6 fue que si la configuracién de una cuerda vibratoria
en algin punto del tiempo es una combinacién lineal de estos modos normales, también
lo es su configuracién en cualquier tiempo subsecuente. M4s atin, Euler demostré que
uno podia calcular los coeficientes de la combinacién lineal para un tiempo posterior de una
manera muy directa a partir de los coeficientes del tiempo anterior. Al hacer esto, Euler
habfa efectuado el mismo tipo de célculo que nosotros haremos en la préxima seccién
cuando deduzcamos una de las propiedades de las sumas trigonométricas que las hacen
tan utiles para el andlisis de los sistemas LT1. Especificamente, veremos que si la entrada
a un sistema LTI se expresa como una combinacidn lineal de exponenciales complejas
periédicas o senoides, la salida también se puede expresar de esta forma, con coeficientes
que estédn relacionados de una forma directa con los de la entrada.

La propiedad descrita en el parrafo precedente no seria de utilidad particular algu-
na si no fuera cierto que una amplia clase de funciones interesantes puede representarse
mediante combinaciones lineales de exponenciales complejas. A mediados del siglo xvin
este punto fue motivo de un acalorado debate. En 1753 D. Bernoulli argumentaba, con
bases fisicas, que todos los movimientos fisicos de una cuerda podian ser representados
mediante combinaciones lineales de modos normales, pero él no sustenté matemética-

. mente estas ideas, por lo que no fueron aceptadas ampliamente. De hecho, el mismo
Euler descart6 las series trigonométricas, y en 1759 J. L. Lagrange critic6 fuertemente su
uso en el examen de cuerdas vibratorias. Las criticas de Lagrange se basaban en su propia
creencia de que era imposible representar sefiales con esquinas (es decir, con pendientes
discontinuas) empleando series trigonométricas. Puesto que dicha configuracion surge

1E] material hist6rico en este capitulo fue tomado de las siguientes referencias: I. Grattan-Guiness, Joseph
Fourier, 1768-1830 (Cambridge, Mass.: The MIT Press, 1972); G. FE Simmons, Differential Equations: With
Applications and Historical Notes (Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1972); C. Lanczos, Discourse on
Fourier Series (Londres: Oliver and Boyd, 1966); R. E. Edwards, Fourier Series: A Modern Introduction (Nueva
York: Springer-Verlag, 2* ed., 1970); y A. D. Aleksandrov, A. N. Kolmogorov, y M. A. Lavrent’ev, Mathematics: Its
Content, Methods, and Meaning, trad. por S. H. Gould; vol. ii; trad. por K. Hirsch; vol. iii (Cambridge, Mass.: The
MIT Press, 1969). De éstos, un relato mucho mas completo de la vida y contribuciones de Fourier puede encon-
trarse en el libro de Grattan-Guiness. Otras referencias especificas se citan en varias partes del capitulo.

ZH. Dym y H. P. McKean, Fourier Series and Integrals (Nueva York: Academic Press, 1972). Este texto y
el libro de Simmons cuya referencia se cita en la nota 1, también contienen discusiones del problema de la cuer-
da vibratoria y de su papel en el desarrollo del anlisis de Fourier.
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| X i
| - Posicion a lo
largo de la cuerda

L——-—_
bt
]

Defloxién vertical I -
it x)

Figura 3.1 Modos normales de
una cuerda en vibracién. (Las lineas
sélidas indican la configuracién de
cada uno de estos modos en alguin
instante de tiempo fijo £)

cuando se puisa una cuerda (es decir, tensandola para después soltarla), él argumentaba
que las series trigonométricas eran de uso muy limitado.

Fue dentro de este ambiente un tanto hostil y escéptico que Jean Baptiste Joseph
Fourier (figura 3.2) presento sus ideas medio siglo después. Fourier naci6 el 21 de marzo
de 1768 en Auxerre, Francia, y para la época en que entrd en la controversia sobre las
series trigonométricas ya tenia toda una vida de experiencias. Sus muchas contribuciones,
en particular aquellas relativas a las series y transformadas que llevan su nombre, son atin

Figura 3.2 Jean Baptiste Joseph
Fourier [foto de J. B. J. Fourier,
Oeuvres de Fourier, vol. Il (Paris:
Gauthier-Villars st Fils, 1980)).
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mds impresionantes por las circunstancias en las cuales desarrollé su trabajo. Sus revolu-
cionarios descubrimientos, aunque no fueron apreciados por completo durante su propia
vida, han tenido un gran impacto en el desarrollo de las mateméticas, y adem4s han sido
y son todavia de gran importancia en una variedad extremadamente amplia de disciplinas
cientificas y de la ingenieria.

Ademés de sus estudios en matemdticas, Fourier llevé una vida politica muy activa.
De hecho, durante los afios que siguieron a la Revolucién Francesa sus actividades casi lo
condujeron a la muerte, pues en dos ocasiones logré escapar de la guillotina por muy poco.
Mis tarde, Fourier se convirtié en colaborador de Napole6n Bonaparte, lo acompaiié en
sus expediciones a Egipto (durante las cuales Fourier recopilé la informacién que usaria
después como base de sus tratados sobre Egiptologia) y en 1802 fue nombrado por Bona-
parte como prefecto de una regién de Francia con sede en Grenoble. Fue ahi, mientras
fungia como prefecto, que Fourier desarroll6 sus ideas sobre las series trigonométricas.

Los eventos fisicos que motivaron el trabajo de Fourier fueron los fenémenos de
propagacién y difusién del calor. Esto, por si mismo, fue un paso significativo por cuanto
que la mayor parte de la investigacion previa en fisica matemética habfa tenido que ver
con la mecdnica racional y celestial. Para 1807, Fourier habia completado un trabajo:
habia encontrado que algunas series de senoides relacionadas arménicamente eran ttiles
para representar la distribucién de la temperatura a través de un cuerpo. Adicionalmente,
sostenia que “cualquier” sefial periédica podia ser representada por tales series. Si bien
su tratamiento de este tema era significativo, muchas de las ideas b4sicas sobre las que se
sustentaba habian sido descubiertas por otros. Asimismo, los argumentos matematicos de
Fourier eran atn imprecisos, y no fue sino hasta 1829 que P. L. Dirichlet proporcioné las
condiciones precisas bajo las cuales una sefial periédica podia ser representada con una
serie de Fourier.3 En este sentido, Fourier no contribuy6 en realidad a la teoria matemati-
ca de las series de Fourier. Sin embargo, si tuvo la perspicacia para ver el potencial de esta
representacién mediante series, y en gran medida su trabajo y sus afirmaciones fueron lo
que impulsé muchos de los trabajos subsecuentes sobre las series de Fourier. Adem4s,
Fourier llevé este tipo de representacién un gran paso adelante de cualquiera de sus pre-
decesores: obtuvo una representacion a para sefiales aperiédicas no como sumas ponde-
radas de senoides relacionadas arménicamente, sino como integrales ponderadas de senoi-
des que no estdn relacionadas arménicamente. Es a esta extensién, desde la serie de
Fourier hasta la integral o transformada de Fourier, a lo que se enfocan los capitulos 4 y
5. Aligual que la serie de Fourier, la transformada de Fourier sigue siendo una de las he-
rramientas m4s poderosas para el andlisis de sistemas LTI

Cuatro distinguidos mateméticos y cientificos fueron designados para examinar el
documento presentado por Fourier en 1807. Tres de los cuatro (S. F. Lacroix, G. Monge y
P. S. de Laplace) estaban a favor de gue se publicara el documento, pero el cuarto, J. L.
Lagrange, permanecié firme en su rechazo de las series trigonométricas, rechazo que
habfa manifestado 50 afios atras. Debido a las vehementes objeciones de Lagrange, el
documento de Fourier nunca se publicé. Después de varios intentos adicionales para que
su trabajo fuese aceptado y publicado por el Instituto de Francia, Fourier empez6 a
escribir otra versién de su trabajo, la cual apareci6 con el nombre de Théorie analytique
de la chaleur 4

3Tanto S. D. Poisson como A. L. Cauchy habfan obtenido resultados acerca de la convergencia de la serie
de Fourier antes de 1829, pero el trabajo de Dirichlet represent$ una extensién tan significativa de sus resulta-
dos que €l es generalmente acredxtado como €l pnmero que consideté de manera rigurosa la convergencia de
las series de Fourier.

4Véase J. B.J. Fourier, The Analytical Theory of Heat, trad. por A. ereman (Nueva York: Dover, 1955).
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Este libro fue publicado en 1822, 15 afios después de que Fourier presentara por primera
vez sus resultados a dicho instituto.

Hacia el final de su vida Fourier recibi6 parte del reconocimiento que merecia, pero
el tributo maés significativo que se le pudo haber hecho ha sido el enorme impacto que ha
tenido su trabajo en muchas disciplinas dentro de los campos de las matemaéticas, la cien-
cia y la ingenieria. La teorfa de la integracion, la topologia de los conjuntos de puntos y
las expansiones de las funciones propias son sélo unos cuantos ejemplos de los temas
matematicos que tienen sus raices en el andlisis de las series e integrales de Fourier.
Ademés de los estudios originales sobre vibraciones y difusién del calor, hay numerosos
problemas de la ciencia y la ingenieria en los cuales las sefiales senoidales, y por consi-
guiente las series y transformadas de Fourier, juegan un importante papel. Por ejemplo, las
sefiales senoidales surgen de manera natural al describir el movimiento de los planetas y
el comportamiento periédico del clima de la Tierra. Las fuentes de corriente alterna gene-
ran voltajes y corrientes senoidales y, como veremos més adelante, las herramientas del
anélisis de Fourier nos habilitan para analizar la respuesta de un sistema LTI, como un
circuito, a esas entradas senoidales. También, como se ilustra en la figura 3.3, las olas en
el océano consisten de la combinacion lineal de ondas senoidales con diferentes periodos
espaciales o longitudes de onda. Asimismo, las sefiales transmitidas por las estaciones de
radio y televisién son de naturaleza senoidal, y como lo demostraria la revisién rapida de cual-
quier texto sobre anélisis de Fourier, la variedad de aplicaciones en las cuales surgen las
sefiales senoidales, y en las cuales las herramientas del anslisis de Fourier son iitiles, se
extienden mucho més alld de estos pocos ejemplos.

______ ~ k- === _
def mar 800pies— — — — vT — — — J15?,p_|es
e | ONgitud de onda de 150 pies 500 pies
= em e = | ONgitud de onda de 500 pies
=+ = == | ongitud de onda de 800 pies

Figura 3.3 Barco que se encuentra con la superposicidn de un trio de trenes de olas, cada uno con un periodo
espacial diferente. Cuando estas olas se refuerzan entre ellas, puede generarse una ola muy grande. En condiciones
més severas del mar, se podria generar una ola gigantesca como la indicada por la linea punteada. El que este
reforzamiento ocurra en cualquier punto depende de las fases relativas de las componentes que se superponen.
[Adaptado de una ilustracion de P. Mion, “Nightmare Waves Are All Too Real to Deepwater Sailors”,"por P. Britton,
Smithsonian 8 (febrero de 1978), pp. 64-65.]

Mientras que muchas de las aplicaciones planteadas en el parrafo anterior, asi como
el trabajo original de Fourier y sus contemporaneos acerca de problemas de fisica mate-
matica, se concentran en fenémenos continuos, las herramientas del anilisis de Fourier
para seiiales y sistemas discretos tienen sus propias raices historicas distintivas y un con-
junto igualmente rico de aplicaciones. En particular, los conceptos y métodos discretos
son fundamentales para la disciplina del anélisis numérico. Las férmulas para el proce-
samiento de conjuntos discretos de datos que produzcan aproximaciones numéricas para
la interpolacidn, la integracién y la diferenciacién, habian sido investigadas desde la
época de Newton, alld por el siglo xvi. Ademaés, el problema de predecir el movimiento
de un cuerpo cgleste, dada una secuencia de observaciones del mismo, estimul6 a emi-

SPara mayor informacién sobre el impacto del trabajo de Fourier en las matemiticas, véase W. A. Coppel,
“J. B. Fourier—on the occasion of His Two Hundredth Birthday”, American Mathematical Monthly, 76 (1969), 468-483.
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nentes cientificos y matematicos de los siglos xvin y xix, incluyendo a Gauss, a investigar
las series de tiempo arménicas, lo cual proporcioné un segundo entorno dentro del cual
se realizé mucho del trabajo inicial sobre sefiales y sistemas discretos.

A mediados de los afios sesenta se introdujo un algoritmo, conocido en la actualidad
como la transformada r4pida de Fourier o FFT (por sus siglas en inglés), el cual fue des-
cubierto independientemente por Cooley y Tukey en 1965. Este algoritmo también tiene
una larga historia y puede, de hecho, encontrarse en las notas de Gauss.6 Lo que hizo tan

. importante a este moderno descubrimiento fue el hecho de que la FFT demostr6 adap-
tarse perfectamente a la ejecucién digital eficiente, lo cual redujo el tiempo requerido para
calcular las transformadas por érdenes de magnitud. Con esta herramienta, muchas ideas
interesantes, pero anteriormente poco précticas, en las que se utilizaban las series y trans-
formadas discretas de Fourier, repentinamente fueron practicables, y el desarrollo de las
técnicas de andlisis de seiiales y sistemas discretos avanzaron a un ritmo acelerado.

Lo que ha surgido de esta larga historia es un marco de referencia poderoso y cohe-
rente para el andlisis de sefiales y sistemas continuos y discretos, asi como un conjunto
extraordinariamente amplio de aplicaciones existentes y potenciales: En éste y en los
siguientes capitulos desarrollaremos las herramientas bésicas de ese marco de referencia
y examinaremos algunas de sus m4s importantes implicaciones.

3.2 LA RESPUESTA DE SISTEMAS LTI A EXPQNENCIALES COMPLEJAS

Como indicamos en la seccién 3.0, es muy ventajoso para el estudio de sistemas LTI el
representar las sefiales como combinaciones lineales de sefiales basicas que posean las
siguientes dos propiedades:

1. El conjunto de sefiales bdsicas se puede usar para construir una amplia y util
clase de sefiales.

2. La respuesta de un sistema LTI a cada una de las sefiales debe ser lo bastante
sencilla en estructura como para proporcionarnos una representacién conve-
niente de la respuesta del sistema a cualquier sefial construida como una combi-
nacién lineal de las sefiales bésicas.

La importancia del andlisis de Fourier proviene en gran medida del hecho de que €l con-
junto de sefiales exponenciales complejas continuas y discretas produce estas propie-
dades, es decir, sefiales continuas de la forma e y discretas z#, donde s y z son nimeros
complejos. En las secciones subsecuentes de éste y de los siguientes dos capftulos exami-
naremos la primera propiedad con detalle. En esta seccién dirigimos nuestra atencién a
la segunda propiedad y de esta forma motivamos el uso de las series y las transformadas
de Fourier en el andlisis de sistemas LTI

La importancia de las exponenciales complejas en el estudio de los sistemas LTI
radica en el hecho de que la respuesta de un sistema LTI a una entrada exponencial com-
pleja es la misma exponencial compleja con sélo un cambio en amplitud; esto es,

continua: e’ — H(s)e“, 3.1)
discreta: z" — H(z)z", .(32)

donde el factor complejo de amplitud H(s) y H(z) ser4, en general, una funcién de la va-
riable compleja s 0 z. A una sefial para la cual la salida del sistema es una constante (posi-

6M. T. Heideman, D. H. Johnson y C. S. Burrus, “Gauss and the History of the Fast Fourier Transform”,
The IEEE ASSP Magazine I (1984), pp-14-21.
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blemente compleja) multiplicada por la entrada se le conoce como una funcién propia
(eigenfunction) del sistema, y el factor de amplitud se conoce como el valor propio (eigen-
value) del sistema.

Para mostrar que las exponenciales complejas son en realidad funciones propias de
los sistemas LTI, consideremos un sistema LTI continuo con respuesta al impulso h(f).
Para una entrada x(f), podemos determinar la salida mediante el uso de la integral de
convolucién, de modo que con x(f) = e

y(@) = f wh(r)x(t - ndr 3
el 33

+ oo
= f k(e dr.

Expresando e5(*~7) como e e57, y observando que e se puede mover fuera de la integral,
vemos que la ecuacién (3.3) se convierte en

y(t) = é’f_+wh(r)e"’ dr. (34)

Suponiendo que la integral del miembro derecho de la ecuacién (3.4) converge, la res-
puesta a e es de la forma

y(1) = H(s)e", (3.5)

donde H(s) es una constante compleja cuyo valor depende de s y que esté relacionada
con la respuesta al impulso del sistema por

H(s) = jjw h(n)e *"dr. (3.6)

Por tanto, hemos demostrado que las exponenciales complejas son funciones propias de
los sistemas LTI, La constante H(s) para un valor especifico de s es entonces el valor pro-
pio asociado con la funcién propia e%.

De forma exactamente paralela, podemos demostrar que las secuencias exponen-
ciales complejas son funciones propias de los sistemas LTI discretos. Esto es, suponga que
un sistema LTI con respuesta al impulso k[n] tiene como entrada la secuencia

-

x[n] = zn, 37

donde z es un nimero complejo. Entonces, la salida del sistema se puede determinar a
partir de la suma de convolucién como

yinl = S hiklxin — K
k=—e (3.8)
= > hlK"F=2" > hlkle7* |

Partiendo de esta expresidn, podemos ver que si la entrada x[n] es la exponencial com-
pleja dada por la ecuacién (3.7), entonces, suponiendo que la sumatoria del miembro
derecho de la ecuacion (3.8) converge, la salida es la misma exponencial compleja multi-
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plicada por una constante que depende del valor de z. Esto es,

yln] = H(z)z", (3.9)
donde . '
H(z) = i hlk)z7% (3.10)
k= —

En consecuencia, como en el caso continuo, las exponenciales complejas son funciones
propias de los sistemas LTI discretos. La constante H(z) para un valor especifico de z es
el valor propio asociado con la funcién propia z".

Para el andlisis de los sistemas LTT, 1a utilidad de descomponer sefiales mas genera-
les en términos de las funciones propias se puede ver a partir de un ejemplo. Imaginemos
que x(f) corresponde a una combinacién lineal de tres exponenciales complejas; esto es,

x(t) = a,e + a,e” + ae’. (3.11)
A partir de la propiedad de funcién propia, la respuesta a cada sefial por separado es

a e’ = a,H(s,)e™,
a,e” = a,H(s,)e™,
a,e™ = a,H(s;)e™,

y a partir de la propiedad de superposicién, la respuesta a la suma es la suma de las
respuestas, de manera que

() = a,H(s,)e™ + a,H(s,)e™ + a,H(s;)e™. (3.12)

De manera m4s general, en el caso continuo la ecuacién (3.5), junto con la propiedad de
superposicion, implica que la representaciéon de sefiales como una combinacién lineal
de exponenciales complejas conduce a una expresién conveniente para la respuesta de un
sistema LTI. En concreto, si la entrada a un sistema LTI continuo se representa como una
combinacion lineal de exponenciales complejas, esto es, si

x(t) = a, e, (3.13)
2 ”
entonces la salida sera
y(@) = Zak_H(sk)e'*’. (3.14)
k

En una forma exactamente andloga, si la entrada a un sistema LTI discreto se represen-
ta como una combinacié6n lineal de exponenciales complejas, esto es, si

x[n] = zakzz, (3.15)

entonces la salida serd

yinl = > aH(z)z (3.16)
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En otras palabras, para el caso continuo y el discreto, si la entrada a un sistema LTI
se representa como una combinacién lineal de exponenciales complejas, entonces la salida
también se puede representar como una combinacion lineal de las mismas sefiales expo-
nenciales complejas. Cada coeficiente en esta representacion de la salida se obtiene sacan-
do el producto del coeficiente correspondiente ax de la entrada por el valor propio del sis-
‘tema H(sx) o H(zx) asociado con la funcién propia eS¢ o zk, respectivamente. Fue este hecho
precisamente lo que descubrié Euler en relacién con la cuerda vibratoria, lo que Gauss y
otros usaron en el andlisis de las series de tiempo y lo que motiv6 a Fourier y a otros
después que €l a considerar como una amplia clase de sefiales podia ser representada como

una combinacién lineal de exponenciales complejas. En las siguientes secciones exami-
‘naremos esta cuestién para sefiales periédicas, primero continuas y después discretas, y en
los capitulos 4 y 5 consideraremos la posibilidad de extender estas representaciones a las
sefiales aperiédicas. Aunque, en general, las variables s y z en las ecuaciones (3.1)-(3.16)
pueden ser nimeros arbitrarios complejos, el anélisis de Fourier implica restringir nuestra
atencién a formas particulares para estas variables. En particular, en el caso continuo nos
concentraremos en valores puramente imaginarios de s, es decir, s = jw, y por tanto con-
sideramos sélo exponenciales complejas de la forma e/, De manera similar, en el caso dis-
creto restringimos la gama de valores de z a aquellos de magnitud unitaria, es decir, z = e/,
de manera que nos enfocamos en exponenciales complejas de la forma ejen.

Ejemplo. 3.1

@ Como una ilustracién de las ecuaciones (3.5) y (3.6), considere un sistema LTI para el
. cual la entrada x(¢) y la salida y(#) estan relacionadas por un desplazamiento en el tiem-
' pode 3, es decir,

' () = x(t - 3). (3.17)
Si 1a entrada a este sistema es la sefial exponencial compleja x(¢) = &2, entonces, dela
i¢  ccuacion (3.17)
y(t) = 20~ 3) = e~ fbei2t, (3.18)

La ecuacién (3.18) tiene la forma de la ecuacién (3.5), como podriamos esperar, puesto
que /2! es una funci6n propia. El valor propio asociado es H(j2) = e~/6. Es f4cil confirmar
la ecuaci6n (3.6) para este ejemplo. De manera especifica, de la ecuacién (3.17),1a respues-
ta al impulso del sistema es h(¢) = &(t — 3). Sustituyéndola en la ecuacién (3.6) obtenemos

+ o

H(s) = 8(r— 3)e"dr=e¢"",

de manera que H(j2) = e~ 5.
Como un segundo ejemplo, en este caso para ilustrar las ecuaciones (3.11) y (3.12),
considere la entrada x(¢) = cos(4¢) + cos(7t). De la ecuaci6n (3.17), y(¢) serd de hecho

y(@) = cos(4(t — 3)) + cos(7(z — 3)). (3.19)

Para comprobar (jue esto también ser4 resultado de la ecuacién (3.12), desarrollamos
primero x(r) usando la relacién de Euler:

X(f) = Jei¥ + le—itt + 2t + 20N, (3:20)

A partir de las ecuaciones (3.11) y (3.12),

= Y1204t + Lof12p—jAt 4 Lo=121p/7t 4+ 121 p—jTt
W) = ;e N2 + SellZe=idt + e 2leflt + Cei2le/Tt,
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y() = %d4(t—3) + %e—}'4(t—3)_ + %d7(t—3) + %e']7(t“3)
= cos 4(t — 3) + cos(7(t — 3)).

Para este sencillo ejemplo, la multiplicacién de cada componente exponencial periédico
de x(#), por ejemplo, %é"", por el valor propio correspondiente, digamos H(j4) = e~ /12,
provoca en efecto que el componente de entrada se desplace en el tiempo por 3. Es
obvio en este caso que podemos determinar y(t) en la ecuacién (3.19) por inspeccién en
= lugar de emplear las ecuaciones (3.11) y (3.12). Sin embargo, como veremos més ade-
&= lante, la propiedad general comprendida en estas ecuaciones no sélo nos permite calcu-
lar las respuestas de sistemas LTI mds complejos, sino que también nos proporciona la
@& base para la representaci6n en el dominio de la frecuencia y el andlisis de los sistemas

= LTI

3.3 REPRESENTACION EN SERIES DE FOURIER DE SENALES
PERIODICAS CONTINUAS

3.3.1 Combinaciones iineales de exponenciales complejas
relaclonadas arménicamente

Como se defini6 en el capitulo 1, una sefial es periddica si, para algun valor positivo de 7,
x(t) =x(t + T) paratodat. (3.21)

El periodo fundamental de x(¢) es el valor minimo positivo de 7 diferente de cero para
el cual la ecuacién (3.21) se satisface, y el valor wo = 27#/T se conoce como la frecuencia

fundamental.
En el capitulo 1 también presentamos dos sefiales peri6dicas bésicas, la sefial senoidal
x(t) = coswot (3.22)
y la exponencial compleja periédica
x(t) = g, (3.23)

Estas dos seiiales son periédicas con frecuencia fundamental wo y periodo fundamental
T = 27/ wo. Asociado con la sefial en la ecuacidn (3.23) esta el conjunto de exponenciales
complejas relacionadas arménicamente -

dilf) = ekn = KD jo— 0+ £ (3.24)

Cada una de estas sefiales tiene una frecuencia fundamental que es un miiltiplo de wo, y
por tanto, cada una es periédica con periodo T (aunque para |k| = 2, el periodo funda-
mental de ¢(¢) es una fraccién de T). De esta forma, una combinacién lineal de expo-
nenciales complejas relacionadas arménicamente de la forma

+ o T 4w
x(t) = Z a ek = Z a e @™y (3.25)

k= —o k= —a
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también es periédica con periodo 7. En la ecuacién (3.25), el término para k = 0 es una

constante. Los términos para k = +1y k = —1 tienen una frecuencia fundamental igual
a wo Y se conocen en conjunto como componentes fundamentales o componentes de la
primera armdnica. Los dos t€rminos para k = +2 y k = ~2 son periédicos con la mitad

del periodo (o0, de manera equivalente, al doble de la frecuencia) de la componente fun-
damental y se conocen como componentes de la segunda armonica. De manera més gene-
ral, las componentes para kK = +N y k = —N se conocen como las componentes de la
Nésima (léase enésima) armoénica.

La representacion de una seiial periédica en la forma de la ecuacién (3.25) se cono-
ce como la representacion de la serie de Fourier. Antes de desarrollar las propiedades de
esta representacién, veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.2

Considere una seiial periédica x(f), con frecuencia fundamental 27, que estd expresada
en la forma de la ecuacién (3.25) como

+3
x(f) = a,e**™, (3.26)
IcZ:&
donde
a, =1,
a=a_ ==
1 -1 4’
G=a_,=%
2 “-2 2’
a=a,=x
3 -3 3'

Rescribiendo la ecuacién (3.26) y juntando cada una de las componentes arménicas que
tienen la misma frecuencia fundamental, obtenemos

x()=1+ %(e”z”‘ + e~ 2m) +'%(e’4”‘ + e~
. ‘ (327
+ 3 (€™ + e~iom),

De forma equivalente, usando la relacién de Euler, podemos escribir x(¢) en la forma

x®)=1+ -;-cos 2wt + cos 4mt + %cos 6mt. (3.28)

En la figura 3.4 mostramos graficamente la manera en que la seiial x() se construye a
partir de sus componentes armoénicas.
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Xolt) =1
t
xt) = 1 cos 2wt Xoft) + x4 (®)
t
Xo(t) = cos 4wt Xo(t) + x4(t) + x(t)
t t
x3(t) = — cos 6t x(t) = xgt) + x4 () +x5(t) + x3(t)

o PHH

Figura 3.4 Construccién de una sefial x(t) en el ejemplo 3.2 como una com-
binaci6n lineal de sefiales senoidales relacmnadas arménicamente.

La ecuacién (3.28) es un ejemplo de una forma alternativa para la serie de Fourier
de seiiales periddicas reales. Especificamente, suponga que x(f) es real y se puede repre-
sentar en la forma de la ecuacién (3.25). Entonces, puesto que x*(f) = x(¢), obtenemos

+
x(f) = Z age ke,

k="
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Reemplazando k por —k en la sumatoria, tenemos

+

x(t) = Z a’ ek,

k= —w

la cual, al compararla con la ecuacién (3.25), requiere que ax = a*,, o de forma equiva-
lente, que

a=a_, (3.29)

Observe que éste es el caso en el ejemplo 3.2, donde las ax son, de hecho, reales, y ax = a-«.
Para deducir las formas alternativas de la serie de Fourier, primero reacomodamos
la sumatoria en la ecuacién (3.25) como

x(t) = ay + Z[akei"“*" + a_ e k],
k=1
Sustituyendo a% por el a-, de la ecuacién (3.29), obtenemos
x(t) = ay + Z[akei"“*)‘ + aje ik,
=1

Gracias a que los dos términos dentro de la sumatoria son complejos conjugados uno del
otro, esto se puede expresar como

x() = ag + > 2%efare* ). ' (3.30)
=i
Si ax se expresa en forma polar como
a = A%,

entonces la ecuacién (3.30) se convierte en
x(t) = ay + ZZQ&e{Ake"(’“‘""*o")}.
=
Esto es,

x(t) = ay + 2§Ak cos(kwyt + 6,). (3.31)
=1

!

La ecuacién (3.31) es una de las formas mas cominmente encontradas de la serie de
Fourier de sefiales peri6édicas reales continuas. Otra forma se obtiene escribiendo ax de for-
ma rectangular como

ai = By + jCi,

donde B y Ci son reales. Con esta expresion para ax, la ecuacién (3.30) adopta la forma

x(f) = ay + ZZ[Bk cos kayt — C, sen kwyt]. (332)
=

En el ejemplo 3.2 las ax son reales, de manera que ax = Ax = By, por tanto, ambas re-
presentaciones, las ecuaciones (3.31) y (3.32), se reducen a la misma forma, la ecuacién
(3.28). : ‘
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Asi, para funciones peri6dicas reales, la serie de Fourier en términos de exponen-
ciales complejas, como las proporcionadas en la ecuacién (3.25), es un equivalente mate-
matico para cualquiera de las dos formas en las ecuaciones (3.31) y (3.32) que utilizan
funciones trigonométricas. Aunque las dos tltimas son formas comunes para la serie de
Fourier,” la forma exponencial compleja de 1a -ecuacién (3.25) es en particular conve-
niente para nuestros propositos, de modo que usaremos dicha forma casi exclusivamente.

La ecuacién (3.29) ilustra una de las muchas propiedades asociadas con la serie de
Fourier. Estas propiedades son con frecuencia muy itiles para obtener conocimientos y
con fines de célculo, por lo que en la seccién 3.5 reunimos las mas importantes. La deduc-
cién de varias de ellas se considera en los problemas al final del capitulo. En la seccién
4.3 también desarrollamos la mayor parte de las propiedades dentro del amplio con-
texto de la transformada de Fourier.

3.3.2 Determinacion de la representacion en series de Fourier
de una senal periédica continua

Suponiendo que una seiial periédica pudiera representarse con la serie de la ecuacién
(3.25), necesitarfamos un procedimiento para determinar los coeficientes ax. Multipli-
cando ambos miembros de la ecuacién (3.25) por e~/n@¥, obtenemos

+ o
x(f)e inedt = Z a ek edeinud, (3.33)

k= —

Integrando ambos miembros desde Ohasta T = 27/ wo, tenemos

T T 4o
f x(f)e /et dt = f Z a eltte=inwidy,
0 0

k=~

Aqui, T es el periodo fundamental de x(¢) y, en consecuencia, estamos integrando sobre
un periodo. Intercambiar el orden de integracién y de sumatoria produce

T . + o0
x(t)e "t dr = a
fo | > %

k=—o

T
f e"(""")"’O‘dt]. (3.34)
0

La evaluacién de la integral dentro de los corchetes es directa. Escribiendo de nuevo esta
integral con la férmula de Euler, obtenemos

T T ‘ T
j k=Ml = f cos(k — n)wgt dt + j f sen(k — n)wyt dt. (3.35)
0 o 0

Para k # n,cos(k — n)wot y sen(k — n)wot son senoides periédicas con periodo fundamen-
‘tal (TV|k — n|). Por tanto, en la ecuacién (3.35) estamos integrando sobre un intervalo (de
longitud T) que corresponde a un niimero entero de periodos de estas sefiales. Puesto que
la integral puede ser vista como la cuantificacién del drea total bajo las funciones sobre
el intervalo, vemos que para k # n, ambas integrales del miembro derecho de la ecuacién
(3.35) son cero. Para k = n, el integrando del miembro izquierdo de la ecuacién (3.35) es
igual a 1 y por consiguiente la integral es igual a 7. En resumen tenemos entonces que

T
) T, k=n
(k—n)wgt = ’

: J; ¢ d [0, k#n’

"De hecho, en este trabajo original, Fourier usé la forma seno-coseno de la serie de Fourier dada en la
ecuacion (3.32). :
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y en consecuencia, el miembro derecho de la ecuacién (3.34) se reduce a Ta,. Por tanto,
T

a, = x(t)e =" dt, (3.36)

n T 0
lo cual proporciona la ecuacién que hemos estado buscando para determinar los coefi-
cientes. Ademids, observe que al evaluar la ecuacién (3.35), el inico hecho que usamos en
relacién con el intervalo de integracién fue que estuvimos integrando sobre un intervalo
de longitud 7, el cual corresponde a un niimero entero de periodos del cos(k — n)axt y del
sen(k — n)wot. Por consiguiente, obtendremos el mismo resultado si integramos sobte
cualquier intervalo de longitud 7. Esto es, si denotamos la integracion sobre cualquier |
intervalo de longitud 7 por [, tenemos que

fd(k_")wdt={T’ k=n,
T 0, k#n
y, €N consecuencia,
a, = 1 x(f)e 7" df. (337
Ty

Para resumir, si x(f) tiene una representacién en serie de Fourier [es decir, si se
puede expresar como una combinacién lineal de exponenciales complejas arménica-
mente relacionadas en la forma de la ecuacién (3.25)], entonces los coeficientes estdn
dados por la ecuacién (3.37). Entonces, este par de ecuaciones define la serie de Fourier
de una seifial periédica continua:

4+ 4+
0= 5wt S e 639
p k= —o k=—ow
a, = 1 fx(t)e‘fk%’ dt=1 fx(t)e ~ k@7 gy (3:39)
T T T T

Aqui hemos escrito las expresiones equivalentes para la serie de Fourier en términos de
la frecuencia fundamental wo y el periodo fundamental 7. La ecuacién (3.38) se conoce
como la ecuacién de sintesis y la ecuacién (3.39) es conocida como la ecuacién de andli-
sis. El conjunto de coeficientes {ax} se conoce a menudo como coeficientes de la serie de
Fourier o coeficientes espectrales de x(t).8 Estos coeficientes complejos miden la porcién
de la sefial x(f) que estd en cada armoénica de la componente fundamental. El coeficiente
ay es el componente constante o de cd de x(t) y esta dado por la ecuacién (3.39) con k = 0.
Esto es,

a, = -;:L x(1) dt, (3.40)

lo cual es simplemente el valor promedio de x(¢) sobre un periodo.
Las ecuaciones (3.38) y (3.39) eran familiares tanto para Euler como para Lagrange
desde mediados del siglo xvio. Sin embargo, ellos desecharon esta linea de andlisis sin

8El término “coeficiente espectral” se deriva de problemas como la descomposicién espectroscopica de
.la luz en lineas espectrales (es decir, en sus componentes elementales a diferentes frecuencias). La intensidad
de cualquier linea de esa descomposicién es una medida directa de la fraccién de la energfa total de la luz con-
tenida en la frecuencia correspondiente a la linea.
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haber examinado la cuestién de qué tan amplia serfa la clase de sefiales periédicas que se
podrian representar de esta manera. Antes de que abordemos esta cuestién en la préxi-
'ma seccién, ilustraremos la serie de Fourier mediante unos cuantos ejemplos.

Ejemplo 3.3
Considere la sefial
x(t) = senwot,

‘cuya frecuencia fundamental es wo. Un camino para determinar los coeficientes de la
serie de Fourier para esta sefial consiste en aplicar la ecuaci6n (3.39). Para este sencillo
caso, sin embargo, es mds fAcil expandir la sefial senoidal como una combinacién lineal
de exponenciales complejas e identificar por inspeccién los coeficientes de la serie de
Fourier. De manera especifica, podemos expresar senwef como

1 » 1
a1=2—j, a_, —2—].,
a, =0, k# +10 -1

Ejemplo 3.4

Sea

x®)=1+ Senwot + 2 coswyt + cos(zwot + 727),

la cual tiene frecuencia fundamental wo. Al igual que en el ejemplo 3.3, de nuevo pode-
mos expandir x(¢) directamente en términos de exponenciales complejas de tal modo
que : :

() =1+ zlj[ew — eI+ [ + e+ 2 [ 4 I

Agrupando términos obtenemos

1), 1\ _. 1. 1 _.
= = | —~ = e et — i (m4) | i2ant —p—H(74) | ,— eyt
x()=1+ (1 + Zj)e’ + (1 2j)e + (ze’ )e/ + (ze )e .

Por consiguiente, los coeficientes de la serie de Fourier para este ejemplo son
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1 e V2 ,
a_y=5e ™ ="2(1-)),
a, =0, k| > 2.

En la figura 3.5 mostramos una gréfica de barras de la magnitud y la fase de ax.

lay|
-3-2-1 0 1 2 3 k
xay

2

Figura 3.5 Gréificas de la magnitud y de la fase de los coeficientes de
Fourier de la sefial analizada en el ejemplo 3.4.

Ejempio 3.5
La onda periédica cuadrada, dibujada en la figura 3.6 y definida sobre un periodo como

1, I!l <T

) = {0 Ti<|f< TR’ (341)

»

es una sefial que encontraremos en varias ocasiones a lo largo de este libro. Esta seiial es
periddica con periodo fundamental T y con frecuencia fundamental wo = 27/T.

Para determinar los coeficientes de la serie de Fourier de x(f), usaremos la ecua-
cién (3.39). Debido a la simetria de x(f) con respecto a ¢ = 0, resulta m4s conveniente
escoger —7T/2 = t < T/2 como el intervalo sobre el cual se efectuars la integracion,

x(t)

-1 1 H_TrLH [

-2T t

Figura 3.6 0Onda cuadrada peri6dica.
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: aunque cualquier intervalo de longitud T es igualmente vilido y por consiguiente con-
: 1 ducird al mismo resultado. Usando estos limites de integracién y sustituyendo en la

ecuacién (3.41), tenemos primero, para k = 0, que

15 2T,
a0=-ff Tdt=—Tl. (3.42)

© Como mencionamos anteriormente, ag se interpreta como el valor promedio de x(¢), que
~ en este caso es igual a la fraccién de cada periodo durante el cual x(f) = 1. Para k # 0
I obtenemos \

T

1]

_1f ~jknt gy = — | S
a=7| e = — - e
_Tl

-T, ]k(l)oT

L la cual podemos rescribir como

a,

2 efk“’orl — ¢ kT,
[ £ } (3.43)

~ kw,T 2

Si observamos que el término entre corchetes es sen kwoT1, podemos expresar los coe-

= ficientes ax como

o = 2sen(kwyT))  sen(kwyT;)
k kw,T kw

k#0, (3.44)

donde nos hemos valido del hecho de que woT = 2.

La figura 3.7 corresponde a una gréfica de barras de los coeficientes de la serie de

2| Fourier para este ejemplo. En particular, los coeficientes estdn dibujados para un valor

fijo de 71y para diversos valores de T. Para este ejemplo especifico, los coeficientes de

| Fourier son reales y, en consecuencia, pueden representarse con s6lo una grifica. De

manera mas general, por supuesto, los coeficientes de Fourier son complejos, por lo que
requerirdn de dos gréficas, una correspondiente a la parte real y la otra a la parte ima-
ginaria, o magnitud y fase, de cada coeficiente. Para T = 4771, x(7) es una onda cuadrada
que tiene valor unitario para medio periodo y valor cero para el otro medio periodo. En

| este caso, o1 = /2,y a partir de la ecuacién (3.44),

F]
i k ‘
g = ERTR) L, (3.45)
km
§ mientras que
4y =+ (3.46
0 2 . . )

De la ecuacién (3.45), ax = 0 para k par y diferente de cero. También sen(7k/2) se alter-
na entre *1 para valores impares sucesivos de k. Por tanto,

a, = a_, =
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20 2 K

@

Figura 3.7 Gréfica de los coeficientes de la serie de Fourier 7a, para fa
onda cuadrada periddica con Ty fijo y varios valores de T: (a) T=4T;

{b) T=8Ty; (¢) T=16T1. Los coeficientes son muestras espaciadas en forma
regular de la envolvente (2 sen »Ti)/w, donde el espaciamiento entre mues-
tras, 2o/ T disminuye conforme 7T se incrementa.

LY

3.4 CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

Aunque Euler y Lagrange habrian estado de acuerdo con los resultados de los ejemplos
3.3 y 3.4, hubiesen puesto objeciones al ejemplo 3.5, ya que x(¢) es discontinua mientras
que cada una de sus componentes arménicas es continua. Por otra parte, Fourier consi-
deré6 el mismo ejemplo y sostuvo que la representacion en serie de Fourier de la onda
cuadrada es vélida. De hecho, Fourier sostuvo que cualquier sefial periédica podria re-
presentarse por medio de una serie de Fourier. Aunque esto no es totalmente cierto, sf lo
es que las series de Fourier se pueden utilizar para representar una clase extremada-
mente grande de sefiales periédicas, la cual incluye a la onda cuadrada y a todas las otras
sefiales peri6dicas con las cuales trataremos en este libro y que son de interés practico.
Para lograr entender el ejemplo de la onda cuadrada y, de manera més general, la
«cuestién de la validez de las representaciones mediante series de Fourier, examinemos el
problema de la aproximacién a una seiial periédica x(f) dada mediante la combinacién
lineal de un nimero finito de exponenciales complejas relacionadas arménicamente, es
decir, mediante una serie finita de la forma
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x(0) = i a e, 347

==N

Considere que en(t) denota el error de aproximacién, esto es

+N

en(t) = x(t) — xp(8) = x(¢) — Z a e, (3.48)
5N

’

Para poder determinar qué tan buena es cualquier aproximacién particular, necesitamos
especificar una medida cuantitativa del tamafio del error de aproximacin. El criterio que
usaremos es la energia del error en un periodo:

Ey= f lex(®)I* dt. (3.49)

Como se muestra en el problema 3.66, la seleccién particular de los coeficientes en
la ecuacién (3.47) que minimiza la energia en el error es

a, = -;—,ITx(t)e'jkW dt. (3.50)

Comparando las ecuaciones (3.50) y (3.39), vemos que la ecuacién (3.50) es idéntica a la
expresion usada para determinar los coeficientes de la serie de Fourier. Entonces, si x(¢)
tiene una representacién en serie de Fourier, la mejor aproximacién usando s6lo un
niimero finito de exponenciales complejas relacionadas arménicamente se obtiene trun-
cando la serie de Fourier al niimero de términos deseado. Conforme N se incrementa, se
suman nuevos términos y En disminuye. De hecho, si x(¢) tiene una representacién en
serie de Fourier, entonces el limite de Ex cuando N — o es cero.

Volvamos ahora nuestra atencién a la cuestién de saber cuindo una sefial x(¢) tiene,
de hecho, una representacién en serie de Fourier para sefiales periédicas. Para cualquier
sefial podemos intentar obtener un conjunto de coeficientes de Fourier mediante el uso
de la- ecuacién (3.39). Sin embargo, en algunos casos la integral en la ecuacién (3.39)
puede divergir; esto es, el valor obtenido para algunos de los coeficientes ax puede ser
infinito. Ademads, incluso si todos los coeficientes obtenidos a partir de la ecuacién (3.39)
son finitos, cuando éstos son sustituidos en la ecuaci6n de sintesis (3.38), la serie infinita
resultante puede no converger en la seiial original x(z).

Afortunadamente; no hay dificultades ‘de convergencia para una amplia clase de
sefiales periddicas. Por ejemplo, cualquier sefial periédica continua tiene una repre-
sentacin en serie de Fourier para la cual la energia Ey en el error de aproximacién se acer-
ca a 0 conforme N tiende a . Esto también es vdlido para muchas sefiales discontinuas.
Puesto que encontraremos muy (til incluir sefiales discontinuas como las ondas cuadradas de
nuestros andlisis, vale la pena investigar el tema de la convergencia con un poco més
de detalle. Hay dos condiciones un tanto diferentes que una sefial peridédica puede satis-
facer para garantizar que se pueda representar mediante una serie de Fourier. Al analizar
este tema no intentaremos proporcionar una justificacién matemdtica completa; un
tratamiento m4s riguroso se puede encontrar en muchos textos sobre an4lisis de Fourier.?

|

9Véase, por ejemplo, R. V. Churchill, Fourier Series and Boundary Value Problems, 3a. edici6n (Nueva
York: McGraw-Hill Book Company, 1978); W. Kaplan, Operational Methods for Linear Systems (Reading, MA:
Addison-Wesley Publishing Company, 1962); y el.libro de Dyn y McKean cuya referencia se da en la nota 2 de
este capitulo.
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Una clase de sefiales periddicas que se puede representar mediante las series de
Fourier es la de sefiales que tienen energfa finita sobre un solo periodo, es decir, sefiales
para las cuales

f |x()* dt < oe. (3.51)

Cuando se satisface esta condicién, tenemos la garantia de que los coeficientes ax obte-
nidos a partir de la ecuacién (3.39) son finitos. Ademas, suponiendo que xn(¢) sea la apro-
ximacién a x(¢) obtenida al usar estos coeficientes para |k| = N:

+N

x\(0) = z a e, (3.52)

K=—N

Entonces, tenemos la garantia de que la energfa En en la aproximacién del error, defini-
da en la ecuaci6on (3.49), converge a 0 conforme aumentamos mas y mas términos, es
decir, conforme N — . Esto es, si definimos

e(t) = x(t) - i a e, (3.53)

k= —o

entonces

f le()? dt - 0. _ (3.54)

Como veremos en un ejemplo al final de esta seccidn, la ecuacién (3.54) no implica que
la sefial x(¢) y su representacién de serie de Fourier

+ oo
z a ek (3.55)

k= —o

sean iguales para cualquier valor de ¢. Lo que sefiala es que no hay energia en su diferencia.

Resulta bastante titil el tipo de convergencia garantizada cuando x(¢) tiene energia
finita en un solo periodo. En este caso, la ecuacién (3.54) establece que la diferencia entre
x(?) y su representacion en serie de Fourier tiene energia cero. Ya que los sistemas fisicos
responden a la energia de la sefial, desde esta perspectiva x(f) y su representacién en serie
de Fourier son indistinguibles. Debido a que la mayoria de las sefiales periédicas que con-
sideramos tienen energfa finita sobre un solo periodo, consecuentemente tienen repre-
sentaciones en series de Fourier. Ademds, un conjunto opcional de condiciones, desarro-
llado por P. L. Dirichlet y que también son satisfechas por pricticamente todas las sefiales
con las cuales trataremos, garantiza que x(f) es igual a su representacién en serie de
Fourier excepto en valores aislados de ¢ para los cuales x(¢) es discontinua. En estos va-
lores la serie infinita de la ecuacién (3.55) converge al promedio de los valores en
cualquier miembro de la discontinuidad.

Las condiciones de Dirichlet son las siguientes:

Condicién 1. Sobre cualquier periodo, x() debe ser absolutamente integrable, esto es

flx(t)l dt < oo, (3.56)
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Como sucede con la integrabilidad al cuadrado, esto garantiza que cada coeficiente ax
ser4 finito, ya que

IJ‘ _ 1
)<= | |x(t)e ’kwdt=—f|x(t) dt.
ol =7 | ke de = | o)

De manera que si

f ()] dt < e,

entonces
|ak| < 0,

Una seiial periddica que viola la primera condicién de Dirichlet es

x(?) = % 0<t=1;
es decir, donde x(t) es periédica con periodo 1. Esta sefial se ilustra en la figura 3.8(a).

Condicién 2.  La variacién de x(f) en cualquier intervalo finito de tiempo estd acota-
da; esto es, no hay mas que un nimero finito de maximos y minimos durante cualquier
periodo de la sefial.

Un ejemplo de una funcién de tiempo que cumple con la condicién 1 pero no la
condicién 2 es

x(t) = sen (2771), 0<t=1, 3.57)

como se ilustra en la figura 3.8(b). Para esta funcidn, la cual es periédicacon T = 1,

1
' f |x(®)| dt < 1.
0
Sin embargo, la funcién tiene un nimero infinito de méximos y minimos en el intervalo.

Condiciéon 3.  En cualquier intervalo finito de tiempo hay s6lo un nimero finito de dis-
continuidades. Ademads, cada una de estas discontinuidades debe ser finita. ,

Un ejemplo de una funcién que viola la condicién 3 se ilustra en la figura 3.8(c).
La seiial, de periodo T = 8, estd compuesta por un nimero infinito de secciones, cada |
una de las cuales tiene la mitad de la altura y la mitad del ancho de la seccién anterior.
Asi, el drea bajo un periodo de la funcidn es claramente menor que 8. Sin embargo, hay
un ntimero infinito de discontinuidades en cada periodo, lo cual viola por tanto la condi-
cién 3.

Como puede verse a partir de los ejemplos dados en la figura 3.8, las seiiales que no
satisfacen las condiciones de Dirichlet son, en general, patolégicas por naturaleza y por
consiguiente no surgen de manera cotidiana en los contextos practicos. Por esta razén, la
cuestion de la convergencia de las series de Fourier no jugara un papel particularmente
significativo en el resto del libro. Para una sefial periédica que no tiene discontinuidades,
la representacion de la serie de Fourier converge e iguala a la sefial original en todos los
valores de t. Para una sefial periédica con un mimero finito de discontinuidades en cada
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Figura 3.8 Seiiales que violan

las condiciones de Dirichlet: (a) la

sefial x(t) = 1/tpara 0 < t= 1, una se-

fial periddica con periodo 1 (esta

sefial viola la primera condicion de

Dirichlet); (b} la sefial periddica de la
ecuacion (3.57), la cual viola la segunda
condicion de Dirichlet; (c) una sefial
periédica con periodo 8 que viola la ter-

cera condicién de Dirichlet [para0 < t < 8,
el valor de x(t) decrece por un factor de 2
siempre que {a distancia de fa 8 decrezca

por un factor de 2; esto es, x(t) = 1,
O0<t<4,x(t)y=1/2,4=1<86, x(t) =1/4,
6=1<7 x(t)=1/8,7 = t< 7.5, efcétera].

periodo, la representacién de la serie de Fourier iguala la sefial en cualquier lugar excep-
to en los puntos aislados de discontinuidad, en los cuales la serie converge al valor prome-
dio de la seiial en cualquier lado de la discontinuidad. En este caso, la diferencia entre la
sefial original y su representacién en serie de Fourier no contiene energfa y, en conse-
cuencia, puede pensarse que las dos sefiales son la misma para cualquier propdsito prac-
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tico. Especificamente, puesto que las sefiales difieren s6lo en puntos aislados, las inte-
grales de ambas sefiales sobre cualquier intervalo son idénticas. Por esta razén, las dos
sefiales se comportan de manera idéntica bajo la convolucién y en consecuencia son idén-
ticas desde el punto de vista del andlisis de sistemas LTI

Para entender un poco méas c6mo la serie de Fourier converge para una seiial pe-
riédica con discontinuidades, retomemos el ejemplo de una onda cuadrada. En 1898,10 en
particular, un fisico estadounidense, Albert Michelson, construyé un analizador arméni-
co, un dispositivo que, para cualquier sefial periédica x(f), calculara la aproximacién de la
serie de Fourier truncada de la ecuacién (3.52) para valores de N hasta 80. Michelson
probé su dispositivo en muchas funciones, con el resultado esperado de que xa(t) se,
parecia mucho a x(f). Sin embargo, cuando probé con la onda cuadrada, obtuvo un resul-
tado importante y sorprendente para €l. Michelson se preocupd por €l comportamiento
observado y pensé que su dispositivo podia tener algiin defecto. Escribié acerca de este
problema al famoso fisico matematico Josiah Gibbs, quien lo investigé y reporté su expli-
cacién en 1899.

Lo que Michelson observé se ilustra en la figura 3.9, donde hemos mostrado a xa(?)
para varios valores de N para x(f), una onda cuadrada simétrica (T = 47). En cada caso la
suma parcial se ha sobrepuesto a la onda cuadrada original. Puesto que la onda cuadrada
satisface las condiciones de Dirichlet, el limite cuando N — « de xa(f) en las discon-
tinuidades debe ser el valor promedio de la discontinuidad. Vemos en la figura que, en efec-
to, éste es el caso, ya que para cualquier N, xn(f) tiene exactamente ese valor en las discon-
tinuidades. Ademas, para cualquier otro valor de 7 digamos ¢ = #, tenemos la garantfa de que

1ls/fm xp(t) = x(1)).

Por tanto, el error cuadrado en la representacién en serie de Fourier de la onda cuadra-
da tiene un 4rea cero, como ocurre en las ecuaciones (3.53) y (3.54).

Para este ejemplo, el efecto interesante que Michelson observé es que el compor-
tamiento de la suma parcial en la vecindad de la discontinuidad presenta rizos y que la
amplitud pico de los mismos no parece disminuir conforme N se incrementa. Gibbs
demostré:que en efecto éste es el caso. Para una discontinuidad de altura unitaria, la suma
parcial presenta un valor médximo de 1.09 (es decir, un exceso del 9% con respecto a la
altura de la discontinuidad) sin importar qué tan grande llegue a ser N. Sin embargo, uno
debe tener cuidado de interpretar esto correctamente. Como se establecié antes, para
cualquier valor fijo de ¢, digamos t = t;, las sumas parciales convergerdn al valor correcto,,
y en la discontinuidad convergeran a la mitad de la suma de los valores de la sefial en uno y
otro lado de la discontinuidad. Sin embargo, mientras mas cercano se escoja #; al punto
de discontinuidad, m4s grande debera ser N para reducir el error por debajo de una can-
tidad especificada. Entonces, conforme N se incrementa, los rizos en las sumas parciales
llegan a comprimirse hacia la discontinuidad, pero para cualquier valor finito de N la
amplitud pico de los rizos permanece constante. Este comportamiento ha llegado a cono-
cerse como el fenémeno de Gibbs. La implicacion de este fenémeno es que la aproxi-
macién de la serie truncada de Fourier xa(f) de una sefial discontinua x(#), en general pre-
sentar4 rizos de alta frecuencia y excederd de x(¢) cerca de las discontinuidades. Si tal
aproximacion se usa en la préctica, se debe escoger un valor de N lo bastante grande para
garantizar que la energia total en estos rizos sea insignificante. En el limite, por supuesto,
conocemos que la energia en el error de aproximacién se desvanece y que la repre-
sentacién de la serie de Fourier de una sefial discontinua como la onda cuadrada converge.

10 a informacion histérica usada en este ejemplo se tomé del libro de Lanczos cuya referencia se da en
la nota 1 de este capitulo. :
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Figura 3.9 Convergencia de la representacién de las series de Fourier de
una onda cuadrada: una ilustracién del fenémeno de Gibbs. Aqui hemos
ilustrado la aproximacitn de la serie finita xi{t) = Zit_ yaxekext para diversos
valores de N.
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3.5 PROPIEDADES DE LA SERIE CONTINUA DE FOURIER

Como se mencion6 anteriormente, las representaciones en serie de Fourier poseen varias
propiedades importantes que son Utiles para desarrollar el conocimiento conceptual de
dichas representaciones, y ademds pueden ayudar a reducir la complejidad de la evalua-
cién de las series de Fourier de muchas sefiales. En la tabla 3.1 hemos resumido estas
propiedades, varias de las cuales se examinan en los problemas al final de este capitulo.
En el capitulo 4, en el cual desarrollamos la transformada de Fourier, veremos que la
mayoria de estas propiedades se pueden deducir a partir de las propiedades correspon-
dientes de la transformada continua de Fourier. En consecuencia, nos limitaremos al
andlisis de varias de estas propiedades para ilustrar cémo se pueden deducir, interpretar
y usar.

A todo lo largo del siguiente anélisis de las propiedades seleccionadas de la tabla
3.1, encontraremos conveniente usar una notacién taquigrafica para indicar la relacién
entre una seiial periédica y sus coeficientes en serie de Fourier. De manera especifica,
suponga que x(?) es una sefial periddica con periodo T y frecuencia fundamental wo =
2/T. Entonces, si los coeficientes de la serie de Fourier de x(¢) se denotan como ax, usare-
mos la notacién

55
x(t) — a

para indicar la correspondencia de una sefial periddica con sus coeficientes de la serie de
Fourier.

3.5.1 Linealidad

Sean x(¢) y y(r) dos sefiales periddicas con periodo T que tienen coeficientes de la serie
de Fourier denotados por ax y bs, respectivamente. Esto es

58
x(t) < ax,

R 58
) o) < b

Puesto que x(¢) y y() tienen el mismo periodo 7, facilmente se desprende que cualquier
combinacién lineal de las dos sefiales también sera periédica con periodo T. Ademds, los
coeficientes de la serie de Fourier cx de la combinacién lineal de x(¢) y y(¢), z(¢) = Ax(¥) +
By(t), estan dados por la misma combinacién lineal de los coeficientes de la serie de
Fourier para x(¢) y y(¢). Es decir,

F
2(1) = Ax(t) + By(f) < ¢, = Aa, + Bb,. (3.58)

La prueba de esto surge directamente de la aplicacién de la ecuacién (3.39). También
observamos que la propiedad de linealidad se extiende con facilidad a una combinacién
lineal de un niimero arbitrario de seifiales con periodo T.

3.5.2 Desplazamiento de tlempo

Cuando se aplica un desplazamiento de tiempo a una sefial periédica x(f), se conserva el
periodo T de la sefial. Los coeficientes de la serie de Fourier by de la seiial resultante
y(t) = x(t — 1) se pueden expresar como

b, = %’L x(t — ty)e ¥ gy, (3.59)
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Permitiendo 7=t — fpen la integral, y observando que la nueva variable ~también fluc-
tda sobre un intervalo de duracién T, obtenemos

_]; f x(T)e _jk%(7+to)d7- = e_jk“’o‘o l J‘ x(T)e_jk%TdT
TJr T Jr (3.60)

= e_jk“’otoak = e_jk(z'”/ntoak,

donde a es el késimo (1éase kaésimo) coeficiente de la serie de Fourier para x(f). Esto es, si

Fs
x(t) “— q,

entonces

g5 ,
x(t — ty) > e Fkedlog, = =K@ Dy,

Una consecuencia de esta propiedad es que, cuando una sefial periédica se desplaza en el
tiempo, las magnitudes de sus coeficientes de la serie de Fourier no se alteran. Es decir,
|l = laxl.

3.5.3 Inversion de tiempo

El periodo T de una seiial periddica x(f) también permanece sin cambio cuando la sefial sufre
una inversién en el tiempo. Para determinar los coeficientes de la serie de Fourier de y(f) =
x(—1), consideremos el efecto de la inversién de tiempo en la ecuacién de sintesis (3.38):

oo

x(—t) = age k2T (3.61)
k;m
Haciendo la sustitucién k£ = —m, obtenemos
(&) = x(—1) = Z a_,em* T, (3.62)

Observamos que el miembro derecho de esta ecuacién tiene la forma de la ecuacion de sin-
tesis de la serie de Fourier para x(—¢), donde los coeficientes de la serie de Fourier bx son

b,=a_, (3.63)
Esto es, si:
x() <>y,
entonces
38

x(—fy«—a_,.

En otras palabras, la inversién de tiempo que se aplica a una sefial continua da como
resultado una inversion de tiempo de la secuencia correspondiente de los coeficientes de
la serie de Fourier. Una consecuencia interesante de la propiedad de inversién de tiem-
po es que si x(f) es par, esto es, si x(—f) = x(t), entonces sus coeficientes de la serie de
Fourier también son par, es decir, a—x = ax. De forma similar, si x(¢) es impar, de manera
que x(—f)-= —x(t), entonces también lo serdn sus coeficientes de la serie de Fourier, es
decir, a2« = —a.
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3.5.4 Escalamliento de tlempo

El escalamiento de tiempo es una operacién que, en general, cambia el periodo de la
sefial principal. En concreto, si x(¢) es periddica con periodo Ty frecuencia fundamental
wo = 27T, entonces x(at), donde a es un nimero real positivo, es periédica con periodo
T/a y frecuencia fundamental aw. Debido a que la operacién de escalamiento de tiem-
po se aplica directamente a cada una de las componentes arménicas de x(t), podemos con
facilidad concluir que los coeficiente de Fourier para cada una de esas componentes
siguen siendo los mismos. Esto es, si x(¢) tiene la representacion en serie de Fourier de la
ecuacién (3.38), entonces

-+ oo

x(at) = Z a et

k= —o

es la representacién en serie de Fourier de x(af). Debemos enfatizar que, mientras que
los coeficientes de Fourier no sufren cambio, la representacién en serie de Fourier si cam-
bia debido a la variacién de la frecuencia fundamental.

3.5.5 Muitiplicacion
Suponga que x(¢) y y(¢) son peri6dicas con periodo Ty que
35
x(t) «— a,,
35
y(6) <= by

Puesto que el producto x(¢)y(f) también es periédico con periodo T, podemos expandir
esto en una serie de Fourier con coeficientes de la serie de Fourier A expresados en tér-
minos de aquellos para x(¢) y y(¢). El resultado es

o

0¥ k= > abyy (3.64)

4 I=—o

Una forma de deducir esta relacién (vea el problema 3.46) es multiplicar las representa-
ciones en series de Fourier de x(¢) y y(f) y observar que la késima componente arménica
del producto tendrd un coeficiente que es la suma de los términos de la forma abi-,.
Observe que la suma del miembro derecho de la ecuacién (3.64) se puede interpretar
como la convolucién discreta de las secuencias que representan los coeficientes de Fou-
rier de x(¢) y y(¢).

3.5.6 Conjugacion y simetria conjugada

Si tomamos el conjugado complejo de una sefial periédica x(¢) tiene el efecto de invertir
el tiempo y dejar los conjugados complejos de los correspondientes coeficientes de la
serie de Fourier. Esto es, si

Js
x(t) ay,

entonces

) > al,. (3.65)
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Esta propiedad se prueba con facilidad al aplicar el conjugado complejo a ambos miem-
bros de la ecuacién (3.38) y reemplazar la variable k en la sumatoria por su negativo.

Se pueden derivar algunas consecuencias interesantes de esta propiedad para x(f)
real, esto es, cuando x(f) = x*(#). En este caso en particular, vemos de la ecuacién (3.65)
que los coeficientes de la serie de Fourier serdn simétricos conjugados, es decir,

a_x = ak, (3.66)

como vimos con anterioridad en la ecuacién (3.29). Esto, a su vez, implica varias pro-
piedades de simetria (enumeradas en la tabla 3.1) para las magnitudes, las fases, partes
reales y partes imaginarias de los coeficientes de la serie de Fourier de las sefiales reales.
Por ejemplo, de la ecuacién (3.66) vemos que si x(f) es real, entonces ag es real y

lax| = la-xl.

También, si x(f) es real y par, entonces, como vimos en la seccién 3.5.3, ax = a—_x. Sin
embargo, de la ecuacién (3.66) vemos que ax = a—«, de manera que ax = ax. Esto es, si x(f)
es real y par, entonces también lo serdn sus coeficientes de la serie de Fourier. De ma-
nera similar, se puede mostrar que si x(t) es real e impar, entonces sus coeficientes de la
serie de Fourier son s6lo imaginarios e impares. Entonces, por ejemplo, ap = 0 si x(t) es
real e impar. Esta y otras propiedades de simetria de las series de Fourier son analizadas
con mayor detalle en el problema 3.42.

3.5.7 Relacion de Parseval para las senales periodicas continuas

Como se muestra en el problema 3.46, la relacién de Parseval para sefiales periddicas
continuas es

+o

1 200 = 2
T J;Ix(t)l dt = k;Jakl ) (3.67)
donde los ax son los coeficientes de la serie de Fourier de x(f) y T es el periodo de la sefial.
Observe que el miembro izquierdo de la ecuacién (3.67) es la potencia promedio (es
decir, la energia por unidad de tiempo) en un periodo de la sefial periédica x(t). También, " .

2
l — l 2 — 2
- J; dt =, L[akl dt = |a, %, (3.68) %/
de manera que |ax|? es la potencia promedio en la késima componente arménica de x(t).
De esta forma, lo que establece la relacién de Parseval es que la potencia promedio total

en una sefial periédica es igual a la suma de las potencias promedio en todas sus compo-
nentes armaénicas.

age ket

3.5.8 Resumen de las propiedades de la serie continua
de Fourier

En la tabla 3.1 resumimos estas y otras importantes propiedades de la serie continua de
Fourier.

3.5.9 Ejemplos

Las propiedades de la serie de Fourier, mostradas en la tabla 3.1, se pueden usar para evi-
tar algo del dlgebra involucrada en la determinacién de los coeficientes de Fourier de una
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TABLA 3.1 PROPIEDADES DE LA SERIE CONTINUA DE FOURIER

Capitulo 3

Propledad ' Seccién Seiial periédica Coeficientes de la serie de Fourier
x(#)) Periédicas con periodo Ty a
y(#)) frecuencia fundamental wo =2mT bk
Linealidad 351 Ax(t) + By() Aai + Bbi
Desplazamiento de tiempo ~ 3.5.2 x(t ~— to) axe—katy = gre—ikQ@mTH,
Desplazamiento en frecuencia eMay = gMQ2mTix(r) ar-M
‘Conjugaci6n 356 () ae
- “Inversién de tiempo ‘353 x(—1) a_k
Escalamiento en tiempo 354 x(at), a > 0 (peribdica con periodo T/a) ax
Convolucién periédica f x(Dy(t — Ddr Tarbe
T
+e
Multiplicacién 355 x(Oy(6) Z aby_,
I=—w
. dx(t , L2
Diferenciacién —d—(tl Jkoya, = jk —,;—,T a
, ' (de valor finito y 1\ (1
Integracién f_m"(‘)d’ periédica s6lo si a0 = 0) (jkwﬁ)ak = (jk(2-n-/T))a"
ax = a’x
Refar] = Relas}
Simetrfa conjugada para  3.5.6 x(¢) real gm{':"} = ~§mla)
sefiales reales la = la—l
Kar = —<Ka-«
Sefiales real y par 356 x(t) real y par a; real y par
Seiiales real e impar 356 x(¢) real e impar ax s6lo imaginaria e impar
Descomposicién par e impar x(t) = E8{x(6)} [x(r) real] Rela)
de sefiales reales xo(t) = Odlx(t)] [x(¢) real] jgmlas

Relacién de Parseval para sefiales periédicas
+ao

; T rOpd= S o

k= —w

sefial determinada. En los siguientes tres ejemplos ilustramos lo anterior. El tltimo ejem-
plo de esta seccién demuestra, por consiguiente, cémo se pueden usar las propiedades de
una sefial para caracterizar la sefial con gran detalle.

Ejemplo 3.6

Considere la seiial g(r) con un periodo fundamental de 4, la cual se muestra en la figura
3.10. Podemos determinar la representacién en serie de Fourier de g(f) de manera direc-
ta a partir de la ecuacién de anilisis (3.39). Sin embargo, usaremos en su lugar la relacién
de g(¢) con la onda cuadrada periédica simétrica x(¢) del ejemplo 3.5. Si nos remitimos
a ese ejemplo, vemos que,con 7 =4y 71 =1,

gy =x(t—-1)-1/2. (3.69)
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alt)

N

N

Figura 3.10 Sefial periddica para el ejemplo 3.6.

La propiedad de desplazamiento de tiempo en la tabla 3.1 indica que, si los coeficientes
de la serie de Fourier de x(f) se denotan como a, los coeficientes de Fourier de x(t — 1)
se pueden expresar como

br = axe k2, (3.70)

Los coeficientes de Fourier del nivel de cd en g(t), es decir, los términos de —1/2 del
miembro derecho de la ecuacién (3.69), estan dados por

{0, parak # 0
Ck=

1 o 3.71)
-3 Pparak =0

Aplicando la propiedad de linealidad de la tabla 3.1, concluimos que los coeficientes
para g(t) se pueden expresar como

{ake‘i’"f/Z, parak # 0
dk =

a0-3, parak =0’

donde cada a; se puede reemplazar ahora por la expresién correspondiente de las ecua-
ciones (3.45) y (3.46), lo que produce
{mk:m e Jkm2  parak # 0

d, = .
, 0, parak =0

(B72)

Ejemplo 3.7

Considere la sefial de onda triangular x(¢) con periodo T = 4 y frecuencia fundamental
wo = 72 mostrada en la figura 3.11. La derivada de esta sefial es la sefial g(¢) del ejem-

x(t)

-2 2 t

Figura 3.11 Seiial de onda triangular del ejemplo 3.7.
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! plo 3.6. Denotando los coeficientes de Fourier de g(f) mediante di y los de x(f) mediante
ex, vemos que la propiedad de diferenciacién de la tabla 3.1 indica que

d, = jk(ml2)e,. (3.73)

Esta ecuacién se puede usar para expresar ex en términos de dk, excepto cuando k = 0.
Especificamente, de la ecuacién (3.72),

2d, _2sen(mk2) _..» ,
=k 2P A Y k+#0. .
€ o i)’ e , 0 (3.74)
g Para k = 0, ep se puede determinar encontrando el 4rea bajo un periodo de x(7) y divi-
diendo entre la longitud del periodo:

Ejemplo 3.8

¥ Examinemos algunas propiedades de la representacién en serie de Fourier de un tren

periédico de impulsos, o tren de impulsos. Esta sefial y su representacion en términos de

exponenciales complejas jugara un papel importante cuando analicemos el tema de mues-
treo en €l capitulo 7. El tren de impulsos con periodo T se puede expresar como

o

x()= > 8t —kT); (3.75)
k=—o

el cual se ilustra en la figura 3.12(a). Para determinar los coeficientes ax de la serie de

L Fourier, usamos la ecuacién (3.39) y elegimos que el intervalo de integracién sea —7/2 <

£ 1= T2, evitando poner los impulsos en los limites de integracién. Dentro de este inter-

& valo, x(?) es la misma que &(f) y se sigue que

1

a, = 1 f " (e M2 T gy = = (3.76)
kT T

N

! En otras palabras, todos los coeficientes de la serie de Fourier del tren de impulsos son
! idénticos. Estos coeficientes también son de valor real y par (con respecto al indice k).
. Esto era de esperarse, ya que, de acuerdo con la tabla 3.1, cualquier sefial real y par
(como la del tren de impulsos) debe tener coeficientes de Fourier reales y pares.

El tren de impulsos también tiene una relacién directa con las sefiales de onda
cuadrada como la de g(f) en la figura 3.6, la cual repetimos en la figura 3.12(b). La
derivada de g(?) es la sefial g(f) ilustrada en la figura 3.12(c). Podemos interpretar a q(f)
como la diferencia de dos versiones desplazadas del tren de impulsos x(7). Esto es,

q() = x(t + T) — x(t — Ty). 37

‘ Usando las propiedades de la serie de Fourier, podemos calcular los coeficientes de la
& scric de Fourier de g(f) y g(¢) sin ninguna evaluacién directa de la ecuacién de anélisis
. delaserie de Fourier. Primero, de las propiedades de desplazamiento de tiempo y linea-
. lidad, vemos de la ecuacién (3.77) que los coeficientes de la serie de Fourier by de g(f)
se pueden expresar en términos de los coeficientes de la serie de Fourier ax de x(¢); esto
es,

b, = e]k‘"oTlak — e"]kmoTlak’
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Figura 3.12 (a) Tren de impulsos peri6dico; (b) onda cuadrada peri6-
dica; (c) derivada de la onda cuadrada peri6dica en (b).

donde wq¢ = 2#/T. Usando la ecuacién (3.76), tenemos entonces

1 _ . ] i
b, = ?[elku\)Tl - e—ik%Tl] = 2j sen(kayT;)

T .

Por dltimo, ya que g(¢) es la derivada de g(¢), podemos usar la propiedad de diferen-
ciaci6n de la tabla 3.1 y escribir

b = jkency, (378)
donde cx son los coeficientes de la serie de Fourier de g(r). Asf,

by _2% sen{kwyT,) - sen(kw,T;)
ke jkan,T kw

Cp =

k# 0, (3.79)
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£ donde nos hemos valido del hecho de que woT = 2. Observe que la ecuacién (3.79) es
. vilida para k # 0, ya que no podemos resolver para ¢y de la ecuacién (3.78) con k = 0.
. Sin embargo, ya que cpes justo el valor promedio de g(¢) en un periodo, podemos deter-
' minarlo mediante inspeccién de la figura 3.12(b):

2T

- (3.80)

Co

- Las ecuaciones (3.80) y (3.79) son idénticas a las ecuaciones (3.42) y (3.44), respectiva-
mente, para los coeficientes de la serie de Fourier de la onda cuadrada deducida en el
ejemplo 3.5.

El siguiente ejemplo se selecciond para ilustrar el uso de muchas de las propiedades
de la tabla 3.1.

Ejemplo 3.9

Suponga que se nos dan los siguientes datos sobre la sefial x(¢):

1 x(?) es una seiial real.

2. x(2) es periddica con periodo T = 4,y tiene coeficientes de la serie de Fourier ax.
3.0, = Opara |k| > 1.

4. La sefial con coeficientes de Fourier by = e~/7*/2a_ es impar.

5% f [x(?)[2dt = 172.

Mostraremos ahora que esta informacién es suficiente para determinar la sefial x(¢)
. hasta quedar solamente la incertidumbre del signo de un factor. De acuerdo con el
| punto 3, x(f) tiene cuando mucho tres coeficientes ax de la serie de Fourier diferentes de
. cero:ap, a1 y a-1. Entonces, puesto que x(¢) tiene frecuencia fundamental wo = 27/4 = /2,
. se sigue a que

x(t) = ay + ae’™? + a_je™ /™7,

' Ya que x(t) es real (punto 1), podemos usar las propiedades de simetria de la tabla 3.1
- para concluir que ag es real y a; = a*-1. En consecuencia,

x(f) = ay + a,e’™? + (a,e ™))" = a, + 2Re{a,e ™7}, (3.81)

Determinemos ahora la sefial correspondiente a los coeficientes de Fourier by
dados por el punto 4. Usando la propiedad de inversi6n del tiempo de la tabla 3.1, obser-
vamos que a— corresponde a la sefial x(—r). Asimismo, de la propiedad de desplaza-
miento en el tiempo en la tabla indica que la multiplicacién del késimo coeficiente de
Fourier por e—/km2 = ¢—jkw, corresponde a la sefial en cuestién siendo desplazadaen1a
la derecha (es decir, con ¢ — 1 reemplazando a ). Concluimos que los coeficientes by co-
rresponden a la sefial x(—(¢ — 1)) = x(—t + 1), la cual, de acuerdo con el punto 4, debe
ser impar. Ya que x(z) es real, x(—t + 1) también debe ser real. De la tabla 3.1, se
desprende que los coeficientes de Fourier de x(—t + 1) deben ser puramente imagina-
rios e impares. Entonces, b = 0y b-1 = —~b1. En vista de que las operaciones de inver-
si6én del tiempo y desplazamiento en el tiempo no pueden cambiar la potencia promedio
por periodo, el punto 5 se cumple aun si x(¢) es reemplazada por x(—¢ + 1). Esto es,

% L (= ¢ + 1)Pdt = 12. (382)
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Ahora podemos usar la relacién de Parseval para concluir que
b4 + b4 = 172, (3.83)

Sustituyendo b1 = —b_1 en esta ecuacién, obtenemos |by| = 1/2. Puesto que sabemos que
by también es s6lo imaginaria, debe ser ji2 0 —j/2.

Ahora podemos trasladar estas condiciones en bo y by a los equivalentes de ap y a1.
Primero, como by = 0, el punto 4 implica que ap = 0. Con k = 1, esta condicién implica
que a1 = e J™2b_y = —jb_y = jb1. Asi pues, si tomamos b, = j/2, entonces a; = —1/2,y
por tanto, de la ecuacién (3.81), x(f) = —cos(m#/2). De forma alternativa, si tomamos
b, = ~j/2, entonces a1 = 1/2 y, por tanto, x(t) = cos(t/2).

3.6 REPRESENTACION EN SERIES DE FOURIER DE SENALES
PERIODICAS DISCRETAS

En esta seccién consideramos la representacion en series de Fourier de sefiales discretas.
Si bien el andlisis resulta muy semejante al de la seccién 3.3, hay algunas diferencias
importantes. En particular, la representacién en serie de Fourier de una sefial periddica
discreta es una serie finita, opuesta a la representacién de la serie infinita requerida para
seflales periddicas continuas. Como consecuencia de ello, no se incluyen temas matemati-
cos sobre convergencia como los analizados en la seccién 3.4.

3.6.1 Combinaciones lineales de exponenciales complejas
relacionadas arménicamente

Como se defini6 en el capitulo 1, una seiial discreta x[r] es peri6dica con periodo N si
x[n] = x[n + N]. (3.84)

El periodo fundamental es el entero positivo N mds pequefio para el cual la ecuacién
(3.84) se cumple, y wo = 27/N es la frecuencia fundamental. Por ejemplo, la exponencial
compleja ¢/27N)n es periédica con periodo N. Ademds, el conjunto total de las seiiales
exponenciales complejas discretas que son periédicas con periodo N estd dado por

duln] = ek = gQTNR | =0 1 +2 (3.85)

Todas estas sefiales tienen frecuencias fundamentales que son multiplos de 277N y por
tanto estdn relacionadas arménicamente.

Como se menciond en la seccién 1.3.3, hay s6lo N seiiales distintas en el conjunto
dado por la ecuacidn (3.85). Esto es una consecuencia del hecho de que las exponenciales
complejas discretas que difieren en frecuencia por un miiltiplo de 27 son idénticas. En
forma especifica, ¢o[n] = dn[n], $i[n] = én+1[n] y, en general,

$[n] = du+en[n]. (3.86)

Es decir, cuando & se cambia por cualquier miltiplo entero de N, generamos la secuen-
cia idéntica. Esto difiere de lo que ocurre en el caso continuo, en donde las sefiales ¢u(f)
definidas en la ecuacion (3.24) son todas diferentes.
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Ahora deseamos considerar la representaciéon de secuencias periédicas m4s ge-
nerales en términos de combinaciones lineales de las secuencias ¢x[n] en la ecuacién
(3.85). Tal combinacién lineal tiene la forma

x[n] = Zadek[n] = Zake""“"’" = Zakef"(z"’m". (3.87)
% % %

En vista de que las secuencias ¢x[n] son distintas s6lo sobre un rango de N valores suce-
sivos de k, la sumatoria en la ecuacién (3.87) necesita incluir s6lo términos en este rango.
Entonces, la sumatoria es sobre k,a medida que & varia sobre un rango de N enteros suce-
sivos, empezando con cualquier valor de k. Indicamos esto expresando los limites de la
sumatoria como k = <N>. Es decir,

x[n] = Z a i ln] = Z aelkor = Z;Oake Jl@miN)n, - (3.88)
k= M k= M k=

Por ejemplo, k podria asumir los valores k = 0,1,...,N—10k=3,4,...,N+ 2.En
cualquier caso, en virtud de la ecuacién (3.86), exactamente el mismo conjunto de secuen-
cias exponenciales complejas aparecen en la sumatoria del miembro derecho de la ecua-
cién (3.88). Esta ecuacifn se conoce como la serie discreta de Fourier y los coeficientes ax
como los coeficientes de la serie de Fourier.

3.6.2 Determinacion de la representacion en serie
de Fourler de una senal periddica

Suponga ahora que se nos da una secuencia x[n] la cual es periédica con periodo funda-
mental N. Nos gustaria determinar si existe una representacién de x[n] en la forma dada
en la ecuacién (3.88) y, de ser asi, cuéles son los valores de los coeficientes ax. Esta pre-
gunta puede expresarse en otros términos, es decir, encontrar una solucién para un con-
junto de ecuaciones lineales. En concreto, si evaluamos la ecuacién (3.88) para N valores
sucesivos de n que corresponden a un periodo de x[n], obtenemos

x[0] = k;wak,

X[l]\= Z ake]‘Z-n'k/N,
= (3.89)

x[N—-1] = Z akefz-n-k(N—l)/N'
k=N

Asi, la ecuacién (3.89) representa un conjunto de N ecuaciones lineales para los N coefi-
cientes desconocidos ax conforme k varia sobre un conjunto de N enteros sucesivos.

“También se puede demostrar que este conjunto de ecuaciones es linealmente indepen-
diente y, en consecuencia, se puede resolver para obtener los coeficientes ax en términos
de los valores dados de x[n]. En el problema 3.32 consideramos un ejemplo en el cual los
coeficientes de la serie de Fourier se obtienen resolviendo explicitamente el conjunto de
N ecuaciones dadas en la ecuacién (3.89). Sin embargo, siguiendo los pasos paraleles a los
usados en el caso continuo, es posible obtener una expresién de forma cerrada para los coe-
ficientes ax en términos de los valores de la secuencia x[n].
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La base para este resultado es el hecho, mostrado en el problema 3.54, de que

k@mN)n _ [N’ k=0,%xN,*2N,... -
n;\f)e ~ |0, cualquier otro valor ° (3.90)

La ecuacién (3.90) establece que la suma sobre un periodo de los valores de una expo-
nencial compleja periédica es cero, a menos que la exponencial compleja sea una cons-
tante.

Ahora consideremos la representacién en serie de Fourier de la ecuacién (3.88). Al
multiplicar ambos miembros por e~/727N)r y sumando los N términos obtenemos

Z x[n]e @™ = ae Jle=r)2mN)n (391)
W= =T

Intercambiando el orden de la sumatoria en el miembro derecho de la ecuacién, tenemos

Z x[n]e /r@m™Nm = Z a, e Je=n)@mN)n (3.92)
n={N) k=N n=N)

A partir de la identidad en la ecuacién (3.90), la suma interior en n sobre el miembro
derecho de la ecuacién (3.92) es cero, a menos que kK — r sea cero o un miiltiplo entero
de N. Por tanto, si escogemos valores de r sobre la misma escala sobre la cual k varia en
la sumatoria exterior, la suma interior en el miembro derecho de la ecuacién (3.92) es igual
a Nsik = ry0sik # r. Entonces, el miembro derecho de la ecuacién (3.92) se reduce a Na,,
y tenemos

a. = —

F=N x[n]e~/r@mNm, (3.93)

A=TR)

Esto proporciona una expresion cerrada para obtener los coeficientes de la serie de
Fourier, y tenemos el par de la serie discreta de Fourier:

x[n] = Z ae Fon = Z ae K@mNn (3.94)
N) N)
- a, = N x[n]e ke = — x[n]e""(z"”")’1 (3.95)
n=N)

Estas ecuaciones juegan el mismo papel para las sefiales periédicas discretas que el que
" juegan las ecuaciones (3.38) y (3.39) para las seifiales periddicas continuas, siendo la
ecuacién (3.94) la que representa la ecuacién de sintesis y 1a ecuacién (3.95) la de andli-
sis. Al igual que en el caso continuo, los coeficientes de la serie discreta de Fourier ax son
a menudo llamados los coeficientes espectrales de x[n). Estos coeficientes especifican una
descomposicién de x[n] en una suma de N exponenciales complejas relacionadas arméni-
camente.

Remitiéndonos a la ecuacién (3.88) vemos que si tomamos k en laescalade 0aN — 1
tenemos

x[n] = ayyln] + a;d[n] + ... + ay_1d5_1[n]. (3.96)
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De manera similar, si £ fluctia de 1 a N, obtenemos
x[n] = a;dy[n] + @[] + ... + aydpln]. (3.97)

A partir de la ecuacién (3.86), ¢o[n] = én[n] y entonces, basandonos en la comparacién
de las ecuaciones (3.96) y (3.97), debemos concluir que ap = ay. En forma similar, hacien-
do que £ fluctte sobre cualquier conjunto de N enteros consecutivos y usando la ecuacién
(3.86) podemos concluir que

ak = Gk + N. , (3.98)

Esto es, si consideramos més de N valores secuenciales de k, los valores de ai se repe-
tir4n periédicamente con periodo N. Es importante interpretar este hecho cuidadosa-
mente. En particular, ya que hay s6lo N distintas exponenciales complejas que son pe-
riédicas con periodo N, la representacién en serie discreta de Fourier es una serie finita
con N términos. Por tanto, si fijamos los N valores consecutivos de k sobre los cuales
definimos la serie de Fourier en la ecuacién (3.94), obtendremos un conjunto de exacta-
mente N coeficientes de Fourier a partir de la ecuacién (3.95). Por otro lado, en algunas
ocasiones serd conveniente usar diferentes conjuntos de N valores de k y, en consecuen-
cia, resulta ttil considerar la ecuacién (3.94) como una suma de cualquier conjunto arbi-
trario de N valores sucesivos de k. Por esta razén, algunas veces es conveniente pensar
en ax como una secuencia definida para todos 