Capitulo 4

Series de niimeros complejos

Series de nimeros complejos. Convergencia, convergencia absoluta. Cri-
terios de comparacion.

Series numeéricas

Dada una sucesion {a,} en un espacio métrico M donde haya definida
una suma, con n > ng, se llama sucesion de sumas parciales de {a,} a una
sucesion {Sk} en M definida por

La serie numeérica simbolizada por
oo
> an
n=ng

se define como el limite de la sucesion de sumas parciales

lim Sk,
k—o0

que puede existir o no. Més precisamente, si Jlimy_,, Sy = S y es finito, se

dice que la serie ZZ":nO an converge en M y que su suma es S, y se anota
o
E an, = lim Sg.
k—o00
n=ng

En el caso en que limy_,, S = 0o se dice que la serie diverge. Nos referire-

mos formalmente a la serie ZZO:TLO an antes de determinar si converge, pero

usaremos el signo = s6lo cuando hayamos determinado que converge.

Ejemplo importante: series geométricas.

Dado un ntiimero g en R 0 en C (llamado razon), consideramos la sucesion
{an, = ¢"}n>0 y sus sumas parciales

k
Sk = Z q"
n=0

Es facil calcular que
aSk— Sk =¢" -1
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de donde se despeja, si g # 1,

q—1

El limite de la sucesion de sumas parciales es finito si y solo si |¢| < 1, en

Cuyo caso
o0

n 1

Z T = 17_(]
n=0

En la mayorfa de los casos no es posible hallar una expresién cerrada para

la sucesion de sumas parciales. Sin embargo, se puede determinar en muchos
casos si la serie converge sin calcular su suma.

Criterios de convergencia

o0

Condicién necesaria de convergencia. Dada la serie >

(ue converja es necesario que

, #n; para

lim a, =0
n—oo
Demostracion en clase. Basta ver que ~ (limy, o a, = 0) implica que la
sucesion de sumas parciales no es fundamental, luego no puede ser conver-
gente.

Criterio de comparacion e series de términos no negativos. Dada
una serie Y ¢ a, con a, > 0 (serie de términos reales no negativos), si
existe otra serie de términos reales no negativos Zfzno b,, con b, > a, ,
convergente, entonces Zflozno an converge.

Demostracion en clase. Basta ver que la sucesion de sumas parciales de
{8 = Zﬁ:no an} es mondtonamente creciente y acotada por encima por la
suma Z;io:no bn. Luego tiene supremo en R, que resulta ser el limite buscado.
k

n=ng an} €5 funda-

O bien que la sucesion de sumas parciales de {Sy = >
mental, con |S,—S)| = Zﬁ:lﬂ an < Zi:lﬂ bn, < € para cualquier e > 0 con
solo tomar k > [ suficientemente grandes, ya que Zflzno b, es fundamental
por ser convergente.

Convergencia absoluta. Dada una serie ) a, con a, € Roa, €

. . , . . . o0
C, se puede estudiar la serie de términos no negativos asociada ) 7 |an|.
Se dice que la serie Y > a, converge absolutamente si y so6lo si la serie

n=ng
Y meng l@n| converge.

Propiedad. La convergencia absoluta implica convergencia puntual. Es
decir,
[ee] oo

g lan| converge = E ay converge

n=no n=ng
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Demostracion en clase. Basta ver que, dados k > 1,
k ! k k
I an =D anl=1 D anl < D anl <e
n=ng n=ng n=I[+1 n=I[l+1
parae cualguier € > 0 con solo tomar k,l suficientemente grandes, ya que
Z’:L:no layn| es fundamental por ser convergente.
Debe notarse que la convergencia absoluta puede ser probada con técni-
cas de series de términos reales no negativos (como comparacion), y asegura
la convergencia (sin modulo).

Otros criterios. Se pueden trabajar otros criterios de convergencia, co-
mo el del cociente o el de la raiz. También se conocen criterios de convergencia
condicional, que prueban el caso en que la serie de médulos no converge pero
la serie sin moédulos si converge.



