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RESUMEN. Se resumen conceptos matematicos utilizados en el desarrollo tedéri-
co de la Termodinamica, cuyo dominio es necesario para poder seguir un curso
de Termodinamica mds alld del nivel introductorio. Luego de una revisién de
resultados béasicos de la teoria de funciones de muchas variables, se trata sobre
el diferencial, las funciones implicitas, funciones homogéneas y transformada
de Legendre.
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Las herramientas matematicas necesarias para desarrollar la teoria termodinami-
ca son esencialmente la teorfa de funciones reales de muchas variables y las trans-
formadas de Legendre. Expondremos aqui un resumen de los resultados mas impor-
tantes desde el punto de vista a de su aplicacién a la termodindmica, en la mayor
parte de los casos sin demostracién. Para mas detalles sobre la teoria se puede
consultar algiin texto universitario de andlisis matemdtico, como Piskunov (1977,
Cap. VIII) o Rey Pastor, Pi Calleja y Trejo (1963).

1. RESULTADOS BASICOS

Consideramos funciones reales de méas de una variable f(x) : Dy — R, donde
el dominio Dy es algiin subconjunto de R". Para denotar las componentes de x
escriberemos x = (1, %2,...,%,), 0 bien, cuando sea conveniente por brevedad y
claridad, x,y, z en lugar de x1, 3, x3.

1.1. Continuidad. Se dice que f(x) es continua en xg si y sélo si

lim £(x) = f(xo). (1)
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En virtud de la definicién de limite, esto equivale a decir que f(x) es continua en xg
si y sélo si para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que |f(x) — f(x0)| < € cuando
Ix —xo| <6y x €D

1.2. Derivada direccional y derivadas parciales. Dado un punto x € Dy y
una direcciéon dada por el vector unitario 1, la derivada direccional en x es
of f(x+hn) — f(x)

o8|~ m h ' @)

Dicho de otro modo, 9f /01 es la derivada de la funcién k(h) = f(x+ hil) evaluada
en h = 0. La existencia de la derivada direccional no implica continuidad de la
funcién (aunque exista en todas direcciones).

En general son de especial interés las derivadas en las direcciones de los ejes coor-

denados (;1 = (1,0,...,0), i = (0,1,0,...,0), etc.), que se denominan derivadas
parciales,
af EﬁTf — lim f(a:l,:z:g,...,xi—|—h,...,:vn)—f(a:l,;vg,...,xn). 3)
8;16,- x 811 % h—0 h

Notemos que en el numerador del cociente de Newton la funcién esta evaluada en
dos puntos que sélo difieren en la coordenada i-ésima. La derivada es “parcial”
porque si se mantienen constantes todas las variables menos una, entonces se trata
simplemente de una derivada de una funcién de una variable (la variable elegida),
actuando las otras como constantes. Por lo tanto, dada por ejemplo f(z,y,z2), al
escribir la derivada parcial 0f/0z no es necesario aclarar que x e y son constantes,
puesto que por definicion efectivamente se mantienen constantes al armar el cociente
de Newton:

of
0z

— lm f(x07y0720 + h’) 7 f(‘Tan07ZO)
h—0 h

()., ®

que se lee “derivada parcial de f con respecto a z, con x e y constantes”, es re-
dundante si del contexto esta claro que f depende de las variables z, y y z. En
termodindmica, sin embargo, se la suele emplear, porque muchas veces no es obvio
cudl es el conjunto de variables independientes. Por ejemplo, el estado de un sistema
simple puede especificarse, como veremos, dando las variables (U, V, N), o bien las
variables (T, V, N). Otro observable, por ejemplo la presion, serd entonces funcién
de las variables que definen el estado, pero segtin sea la eleccién serd P = f(U,V, N)
o P =g(T,V,N). Si queremos expresar la razén de cambio de la presién respecto
del volumen usaremos naturalmente una derivada parcial, pero segin el conjunto

. (4)

(Zo »Yo :ZO)

La notacion

IRecordemos que las barras verticales indican el mddulo o longitud de un vector, |z| =

\/2? + 22 + ...+ 22 y que el médulo de la diferencia |x — y| es la distancia euclidea entre los

puntos x e y.
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de variables, estaremos derivando dos funciones distintas:

oP\  of
<av)U,N ~ v ©)

oP dg
) = 7)
ov ), n OV
El sentido de la notacién (5) es entonces especificar claramente de qué funcién
se esta tomando la derivada sin necesidad de introducir los nombres f y g, y no

recalcar que x e y son constantes, cosa que sabemos en virtud de que se trata de
una derivada parcial.

1.3. Derivacién y regla de la cadena. De lo dicho se sigue que las reglas
de derivacién estudiadas para el caso de una variable se aplican directamente a
las derivadas parciales, tratando al resto de las variables como constantes. S6lo
es necesario generalizar la “regla de la cadena” para derivar funciones compuestas:
dada f(z,y, 2), si se definen tres funciones z(u, v, w), y(u, v, w) y z(u, v, w) entonces
puede definirse la funcién compuesta

g(u,v,w) = f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)).

Las derivadas parciales se calculan mediante

0 of o of o of o

99 _ 00w 0f0y | 0F0= (8)

Ou OxrOdu OJydu 0z0u
es decir se aplica la regla de la cadena reiteradamente, llegando a la variable u a
través de todas las variables originales que se han hecho depender de ésta.

Retomando el ejemplo de la presién expresada en funcién de (U,V,N), o de
(T,V,N), sabemos que esto sucede porque se ha definido T'(U,V,N) y luego se
ha invertido la funcién para expresar U en funcién de (T,V,N), asi ¢(T,V,N) =
f(U(T,V,N),V,N). La regla de la cadena nos permite entonces relacionar las de-
rivadas (6) y (7):
dg ofoUu  of

v~ auov T av )
que en termodinamica se suele expresar con la notacién
oP oP ou oP
— === — — . 1
(57 ) = (@) (57 (57 ) 1o

Una forma préctica de aplicar la regla de la cadena de forma sistematica es mediante
el método de los jacobianos (sec. 3.1).

1.4. Derivadas sucesivas. Puesto que la derivada parcial es a su vez una fun-
cién de varias variables, se definen las derivadas de mayor orden por

onf . B of )
8.131'181‘1'2 NN 63:% n 8.731'1 6%‘7;2 o 8xin '

En general el orden en que se toman las derivadas es importante; la igualdad

02 0?
B (12
Oxdy |, ~ Oydx
no puede asegurarse siempre, pero si ambas existen en un entorno de xg y son

continuas en Xg, entonces se puede afirmar (12). Los potenciales termodindmicos
son analiticos excepto en las transiciones de fase, de modo que se en la mayor parte

X0
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del espacio de variables termodindmicas se puede utilizar (12). En una transicién
de fase la igualdad puede no ser valida (por ejemplo en una transicién de fase de
primer orden las derivadas parciales son discontinuas, de modo que sélo existen las
derivadas segundas laterales).

1.5. Diferenciabilidad. Se dice que f(x) es diferenciable en x( si existe una
funcién lineal® A(h) tal que

lim f(x0 +h) — f(x0) — A(h)
h—0 |h|

—0. (13)

Si A(h) existe, entonces es tinica. La existencia de derivadas parciales (aunque sea
en todas direcciones), no implica diferenciabilidad. Una condicién suficiente para
que una funcién sea diferenciable en un punto es que en ese punto existan y sean
continuas todas las derivadas parciales. A diferencia de la derivabilidad, el hecho
de que una funcién sea diferenciable en un punto, implica que es continua en ese
punto.

La diferenciabilidad asegura la existencia de una aproximacion lineal a la funcién
en los puntos donde es diferenciable, puesto que la ec. (13) implica que

f(xo +h) — f(x0) = A(h) + r(h), (14)

con un resto r(h) que se anula mas rdpido que linealmente al acercarse a xq, es

decir que T‘(Thl) h—0> 0. En otras palabras, la diferenciabilidad asegura la existencia
—

del polinomio de Taylor de primer orden (como veremos, A(h) no es otra cosa
que el plano tangente). La nocién de diferenciabilidad no es necesaria en la teoria
de funciones de una variable, pues en ese caso (13) se sigue directamente de la
existencia de la derivada.

2. EL DIFERENCIAL

Cuando existe la aproximacién lineal a una funcién (la funcién A(h) de (13)
o0 (14)), ésta funcién se llama diferencial de f(x) en el punto xg, y se nota dfx, (h).
Insistimos en que el diferencial es una funcidn lineal (o forma lineal) de su argu-
mento h; el subindice x¢ nos recuerda que puede definirse una tal funcién lineal en
cada punto en donde f(x) es diferenciable.

Poniendo sucesivamente h = hfl, h = hig, etc. en (14), dividiendo por h y
tomando h — 0 se encuentra que los coeficientes de A(h), coinciden con las derivadas
parciales evaluadas en xg:

hi. (15)

X0

0
) = Y 21

K3

Frecuentemente se escribe Ax en lugar de h, puesto que h indica un desplazamiento
respecto de xo. Podemos expresar el hecho de que el diferencial es la aproximacién
lineal a nuestra funcién escribiendo

AF = foct &%) - 00 = dix(a) = Y 57

Oxi <

2Una funcién g(x) es lineal en x si y sélo si g(ax + by) = ag(x) + bg(y). Tiene entonces que
tener la forma g(x) =a-x =), a;z;.
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En el caso de una variable, df,(Az) = f'(x)Axz. En particular, para la funcién
identidad f(z) = z, es df(Az) = dx(Az) = Az para todo z. Por esto se suele
escribir

B)
df = Z a—i dx;, (17)

omitiendo el punto xg y el argumento del diferencial (Ax, que es igual a (Azq, Ao, . ..
(dzq,dzs,...)). Esta notacién, sin embargo, no debe hacernos perder de vista que
el diferencial no es otra cosa que una funcién lineal de sus argumentos Ax; = dx;,
asf como funcién (en general no lineal) del punto de diferenciacién x.

Finalmente, notemos que también se puede escribir el diferencial usando el gra-

diente de f, Vf = (0f/0x1,0f/0xs,...,0f/0xy):
dfx(dx) = V f - dx. (18)
2.1. El diferencial y las reglas de derivacién. Las reglas de derivacién se

aplican también al diferencial, en virtud de ser éste una combinacién lineal de las
derivadas parciales. Si tenemos f(x) y g(x), es evidente que

dx(f +9) = dxf + dxg, (19)
asi como
of 9g
079 = Y [ 3L 00 + 160 52 o = gx)ds + S)ng, 20

recordando que estamos “diferenciando respecto de x”, esto es que las derivadas
(parciales) que aparecen son respecto al punto de diferenciacién, y no respecto a
los argumentos del diferencial.

Si definimos ahora un conjunto de funciones tal que x = x(y)?, podemos definir
la funcién compuesta g(y) = f(x(y)). El diferencial de esta ultima, en virtud de la
regla de la cadena, es

Esta férmula se puede obtener también de la notacién (17), con la siguiente ventaja
mnemotécnica. Si se ha escrito df utilizando las x; como variables, puede obtener-
se (21) considerando que al haber introducido las variables y;, los dz; ya no son
simplemente iguales a los Ax;, sino que son a su vez aproximaciones lineales de las
nuevas funciones,

m
61‘,‘

%Y

da:i dy]‘, (22)

y (21) sigue sustituyendo (22) en (17).

3Es decir 71 = z1(y), z2 = z2(y), etc. No es necesario que la cantidad de variables y; sea igual
al nimero de variables x;.
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2.2. Diferenciales superiores. Sila funcién f(x) y sus derivadas parciales has-
ta orden n + 1 son continuas en un entorno de X, entonces se puede desarrollar
f(x) en un polinomio de orden n (polinomio de Taylor),

f(xo + Ax) = f(x0) —|—Z

ox; o

Az Az, ... Az, + Ry,

X0

donde R, es una funcién que se anula més rapido que |x — xp|™ cuando x — xq. El
término lineal en los Az; es como hemos visto el diferencial dfx,(Ax); los términos
sucesivos (a menos del factor 1/n!) definen los diferenciales segundo, tercero, etc.
Formalmente se pueden obtener diferenciando el diferencial de orden inmediato
inferior. Por ejemplo

dzf—d(df)—d<

9, 0 0
=d <af> dx + 8—fd(da:) +d <8ch> dy + %d(dy).

Puesto que la diferenciacién opera sobre x y no sobre los dx; (argumentos del
diferencial), decimos que d(dx) = d?z = 0 y diferenciamos las derivadas parciales,

d (W) dx = 82—f(d3:)2 + il ——dydz,

of dx + 8fdy)

(24)

oz 9%z Oyox
y analogamente para y, de modo que
82 f 0 f 2f
2 2 J 2

El diferencial segundo es entonces una forma cuadmtzca en los dz;.

2.3. Diferencial “inexacto”. Dada una funcién vectorial F(x), puede cons-
truirse la funcion

Jx(h) =F(x) - h, (26)
a la que, poniendo h = Ax, puede dérsele la forma de un diferencial, o sea (con dos
variables)

fx(Ax) = Fp(x)Az + F(x)Ay = Fpdx + Fydy = “d¢”. (27)

Podemos preguntarnos si fx(h) es realmente un diferencial, es decir si es en cada x
la aproximacién lineal de alguna funcién ¢(x). Si las F,, tienen derivadas continuas,
la condicién para que se trate de un diferencial es

OF, OF,

= — 2
oy~ ox’ (28)
Si esto se cumple, existe una ¢(x) tal que F(x) = V¢(x) y efectivamente
dp = V¢ -dx = fy(dx). (29)

Algunos textos llaman “diferencial exacto” a d¢, en este caso, mientras que de
no cumplirse (28) dicen que (26) es un “diferencial inexacto”. Nosotros preferimos
decir que d¢ es un diferencial en el primer caso, mientras que en el segundo no lo
es.
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2.3.1. Factor integrante. Ante una expresién como (26) o (29), donde F(x) no es
un gradiente (“diferencial inexacto”), cabe preguntarse si existe una funcién escalar
wu(x) tal que

n(x)F(x) = Vo, (30)
o bien, que transforme el “diferencial inexacto” en “diferencial exacto”. Si u(x)
existe, se denomina factor integrante.

2.4. Diferencial e integrales. Dada F(x) y una curva C parametrizada por
una funcién r(t), t € [a, b] contenida en su dominio, su integral de linea es

/F(x)-dlz/F(x)-E(x)dsz/ F(r(t))-%dt, (31)

C C

donde £(x) es el vector tangente unitario, £(x) = r’(¢)/|r/(t)|, y la integral de arco

. /C F(x)ds = / fe)

Las definiciones pueden recordarse mas facilmente utilizando la notaciéon formal
(é}): dr = %dt, y ds = |dl| = |%||dt| (la integral [, ds da la longitud de la curva

El integrando de la integral de linea (31) tiene la forma de un diferencial (26),
aunque no necesariamente lo es (puede ser “inexacto”). Esta equivalencia formal
es mas evidente si se escribe (limitdndonos por claridad a dos variables) r(t) =

(x(t), y(t)), con lo que dl = (2'(t), y'(t))dt = (dz,dy), y

/F(X) -dl = /Fx(x,y) de + Fy(z,y)dy = /dd). (33)

La notacién es consistente si se recuerda que = e y no son variables independientes
sino que estan ligadas por pertenecer a la curva r(t), pero el segundo miembro
de (33) es un tanto desafortunado porque sugiere que la integral original se puede
descomponer en dos integrales, una que involucra sdélo la variable x y una que sélo
involucra y. Esto no es cierto en general, puesto que esta interpretacion implica
cambiar la curva C, transformdndola en una quebrada que une los puntos r(a)
y r(b) con un segmento de recta paralelo al eje X y otro paralelo al eje Y. Por
otro lado, nos resistimos a llamar “diferencial” a d¢, puesto que no se trata ya de
una funcién lineal (los dz no son argumentos de una funcién, sino que indican las
variables de integracién). Sin embargo, en el caso en que F(x) se pueda escribir como
el gradiente de una funcién ¢(x) (es decir, se cumple la condicién (28) para que d¢
sea “diferencial exacto”), la integral depende sélo de los extremos de integracién
y no de la curva C, con lo cual efectivamente se puede calcular integrando en dos
tramos rectos como sugiere (33), y

/F(x) -dl = /CVQS(X) -dl = qﬁ(r(b)) - gi)(r(a)) = Ag, (34)

C

dr
— | dt. 2
o (32)

como sugiere el iltimo miembro de (33). También tiene sentido una expresién como
/ PAV +VdP = / d(PV) = A(PV), (35)

ya sea que se trate de una funcién de una variable P(V) (o V(P)), o que Py V
sean funciones de una o més variables, ya que si fuera por ejemplo P(z,y) y V(z,y)
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la primera integral estd indicando la integral de linea de F(z,y) = V(PV), como
se puede verificar desarrollando dV y dP.

El uso de la palabra diferencial para designar al integrando de una integral de
linea es un tanto desafortunado, pero es un abuso de lenguaje facil de comprender.
Por ejemplo en termodinamica es frecuente querer calcular el trabajo involucra-
do en determinado proceso. Generalmente uno puede escribir el trabajo para un
desplazamiento infinitesimal, digamos P(V,T)dV y lo llama “diferencial de tra-
bajo” dW. La cantidad requerida es la integral de esa expresion, que se escribe
AW = [, dW = [ P(V(t),T(t))dV/dtdt (¢ es la variable que parametriza a la
curva). Esto es otro abuso de notacién, puesto que resulta que en general el trabajo
infinitesimal no es expresable como un gradiente, por lo que la integral dependera
de la curva C' elegida, y AW es un nimero que depende de C' (una funcional de
la curva) y no una la diferencia entre valores de alguna funcién W evaluada en los
extremos de la misma.

2.5. Diferencial y extremos. La condiciéon necesaria para que un punto en
donde la funcién f(x) tiene derivadas parciales sea un extremo local es que se
anulen en ese punto todas las derivadas parciales, lo que se puede expresar en
forma compacta como

Vilx=0, (36a)
o bien

df = 0. (36b)

La primera de las ecuaciones implica que todas las derivadas parciales son nulas
porque se trata de una igualdad vectorial. La segunda ecuaciéon debe leerse como
una identidad entre funciones: estamos pidiendo que el diferencial sea una funcién
nula (es decir, que df (dx) = 0 Vdx) lo que implica que deben ser nulos todos sus co-
eficientes. Frecuentemente en termodinamica resulta comodo expresar la condicién
en la forma diferencial (36b) porque se evita de esta manera explicitar las variables
independientes. Asi, diremos por ejemplo que el equilibrio termodindmico requiere
de un méaximo de la entropia, de modo que exigiremos

ds =0.

Esta condicion es efectivamente valida en general, pero el lector debera en cada caso
particular saber reconocer las variables independientes para saber qué derivadas
parciales habré que tomar (y pedir que se anulen) para construir el diferencial.

La condicién df = 0 no asegura por si sola que el punto sea un extremo. Si la
correccién cuadrética (tercer término de (23)) puede tomar ambos signos segin los
valores del incremento dx, el punto no es un extremo sino un punto de ensilladura.
Si en cambio d?f > 0 (d*f < 0) para todo dx, el punto es un minimo (maximo)
local. Resumiendo, x es maximo local si cumple

df =0, d*f <0, (37)

donde tanto igualdad como desigualdad deben leerse en sentido funcional, en parti-
cular la desigualdad impone que la forma cuadratica sea definida negativa, es decir
que d? f(dx) < 0 Vdx. Esto se traduce en condiciones sobre las derivadas segundas
que resulta més conveniente expresar diciendo que todos los autovalores de la forma
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cuadratica deben ser negativos. En el caso de dos variables, esto se traduce en las
condiciones

o f O f 82f82f> o0 f

=5 <V, a5 < T 5755 2

Ox? Oy? ’ 0x2 0y? ~ Oz0y
En el caso de un minimo local, el diferencial segundo debe ser definido positivo, que
en dos variables equivale a pedir

*f o*f ’fo*f  *f

922 0, dy? e 0x2 Oy? — Oz0y

(méximo). (38)

(minimo). (39)

3. FuNcION IMPLICITA

Los resultados de esta seccién se exponen con mas detalle por ejemplo en Pisku-
nov (1977, § VIIL.11) o Margenau y Murphy (1956, §1.5).

Consideremos una funcién de tres variables (la generalizacién a més variables
es directa) F'(x,y,z), diferenciable y mondtona en un entorno del punto xg. La
condicién F'(x,y, z) = 0 define una superficie en el entorno en donde F' es mondtona,
ligando las variables de modo que sé6lo dos son independientes. Se dice entonces que
x es una funcion implicita de y,z (o bien y de z, z, etc.). Encontrar una expresion
explicita para tal funcién puede ser muy complicado, pero pueden expresarse sus
derivadas parciales. Para esto diferenciamos la condicién, obteniendo

dF = g—idac + %dy + %dz =0, (40)
igualdad que es véalida como identidad funcional (el diferencial se anula en tanto
funcién lineal, no sélo evaluado en algin punto) pero solamente sobre la superficie
(es decir cuando = = z(y,z)). Una vez elegida la variable que se quiere hacer
dependiente, se desarrolla el respectivo diferencial, por ejemplo

8—F (&Edy + agcdz) + a—de + a—Fdz =
z

ox \ Oy 0z oy 0
OF 9z  OF OF 0x  OF
(ax o " ay) dy + <aa:a + a> dz=0. (41)

Este ultimo diferencial debe ser idénticamente nulo, pues corresponde al diferencial
de G(y, z) = f(x(y,2),y, z), que es idénticamente nula (el desarrollar el diferencial
dz tiene el efecto de aplicar automaticamente la regla de la cadena). Los coeficientes
de dy y dz deben por lo tanto anularse, de modo que podemos deducir

(8:6)2: 9F/dy <8w>1: oF/0: (42)

Ay OF [0z’ 9z COF/0x”

Tomando como variables independientes (z,y) o (x, z) se deduce también
0z\ _ OF/0x 9z\ _  OF/0y (43)
dxr /),  OF/9z dy),  OF/9z
dy\ _ OF/0x dy\ _ OF/0z (44)
oz ),  OF/oy’ =),  OF/dy
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Con las expresiones anteriores pueden verificarse facilmente las identidades
oz\ (24
oy ) \0x/,

Jr oy 0z
il = =) =_1. 46
(&).(3). (%), 1o

Aunque la segunda puede resultar algo sorprendente desde el punto de vista de
la simplificacién de diferenciales (regla mnemotécnica que “suele” funcionar), su
sentido y justificacién deberian resultar claros.

Si agregamos una segunda condicién G(z,y, z) = 0, quedardn determinadas dos
variables en funcién de la tercera (digamos z). Los diferenciales dx y dy son entonces
funciones lineales de dz, de modo que

1, (45)

_|O0Fdx OFdy OF B
0Gdx 0Gdy 0G

Las derivadas dz/dz y dy/dz pueden hallarse en funcién de las derivadas parciales
de F y G resolviendo el sistema lineal dado por el requisito de anulacién de los
coeficientes entre corchetes en (47).

3.1. Meétodo de los jacobianos. En termodinamica es frecuente la necesidad
de realizar cambios de variables y consecuentemente expresar ciertas derivadas par-
ciales en términos de derivadas calculadas respecto a las variables independientes
antes del cambio. Tales relaciones se obtienen por medio de la regla de la cadena,
pero tratandose de decenas de cantidades que dependen de un conjunto de tres o
mas variables independientes la cantidad de relaciones posibles es muy grande y
resulta conveniente disponer de un método que sistemdtica y sencillamente logre
expresar las nuevas derivadas en funcién de las conocidas en las variables anteriores
al cambio, sin hacer aparecer otras que requieran a su vez ser reescritas mediante
la regla de la cadena. Un método que cumple este requisito es el de los jacobianos
(Margenau y Murphy, 1956, §1.12, Landau y Lifshitz, 1959, §16).

El jacobiano es el determinante de una matriz de derivadas (la matriz jacobiana):

owe) _ |2 %[ _oudw ovou .
x,y) |2 %Z 0z dy Oz oy
Una derivada dnica puede escribirse
ou O(u,y)
2y = . 49
(5), =560 )

Es directo mostrar las siguientes propiedades: por las propiedades del determinante,

d(u,v) _8(v,u)
Bay) ~ Owy) (%0)

por la regla de la derivada del producto (desarrollando el jacobiano),

d (3(u,v)) _ O(du/dt,v)  O(u,dv/dt)

i\owy)) = oy T oy (51
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y finalmente mediante la regla de la cadena,
olu) ats) |(50), (8, + (3, (3), (3, (%) +(3), (%)
(39, (38), + (39, (3), (39, (%), + (3, (%),
(%)y (%Z)T _ O(u,v)
(81} B ’

(52)

Esta ultima es la identidad mas til para efectuar los cambios de variables buscados,
junto con las ya conocidas
ou ) ( ox )
(833 g \ou/
(5),(5).G). - o
Or y oy /), \ou/,

El ejemplo del cambio de variables (U, V,N) a (T, V, N) a través de una funcién
U(T,V,N) (pég. 3) se harfa mediante el jacobiano como sigue:

ap _apT
NV )y OV,

_(oP oP ou

- (5v), (@), (5v),
En este caso simple (cambia una sola variable) resulta més sencillo aplicar la regla
de la cadena ad hoc como hicimos antes. Lo sistematico del método de los jacobianos
resulta més evidente ante un ejemplo méas complicado. Supongamos ahora que se
desea expresar la derivada (g—g)v en términos de las derivadas de U(P,T) (y de las

funciones del cambio de variables, S(P,T), V(P,T)), entonces

(8U> _ U, V) _ a(PT) _ (%)T (%)P - (%)T (%)P (56)
a5 )y 0(S,V) a(S,V) (@)T (al)P_ (@)P (CLV)T.

oP oT orT oP

El cociente de jacobianos asegura que todas las cantidades estan expresadas en
términos de funciones de las variables deseadas, P y T'. Si se desea se puede multi-
plicar y dividir por (g—a) p bara obtener

<8U> _ (%)T B (%)T (%)P
05)v (58)r = (58)r (50) p
pero esta forma més compacta puede no ser tan conveniente como la anterior, ya

que involucra derivadas de las funciones U(V, P) y S(P, V'), que no necesariamente
se conocen.

(57)
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4. FUNCIONES HOMOGENEAS

Se dice que una funcién es homogénea de grado k si cumple que
fOx) =AM f(x), VAER. (58)

La condicién de homogeneidad impone fuertes restricciones a la funcién y sus de-
rivadas. En primer lugar, se cumple el teorema de Euler, que afirma que f(x) es
homogénea de grado k si y sélo si

0
3%— x’

kf(x)=x-Vf]|x = Z X (ecuacién de Euler). (59)

Para ver que la homogeneidad implica (59) basta derivar (58) respecto de A y
poner A = 1. Para mostrar que la ecuacién de Euler implica homogeneidad, definir
®(N) = f(Ax) y utilizar la ecuacién de Euler para encontrar que d®/dA = k®(\)/ A,
con lo que ®(\) = ®(1)\*, es decir f(Ax) = f(x)\*.

El teorema de Euler dice que las derivadas parciales determinan completamente a
la funcién (a menos que k = 0). Como sabemos, siempre se puede escribir la funcién
en términos de sus derivadas (como podriamos inferir también del hecho de que se
trata de n + 1 funciones de n variables, de modo que, al menos localmente, deberia
ser posible invertir y expresar x en funcién de las g {1 ). En el caso de las funciones
homogéneas, el teorema de Euler nos da la forma explicita de esa relacién y muestra
ademds que no existen constantes aditivas arbitrarias, como en el caso general (es
decir, un conjunto de derivadas corresponde a sélo una funcién homogénea).

La homogeneidad puede hacerse manifiesta escribiendo la funcién en una forma
alternativa. Por ejemplo, para dos variables, eligiendo A = 1/y en (58) encontramos

fay) =" f(z/y) =y g(x/y), (60)

donde g(x) no tiene por qué ser homogénea. Otro ejemplo importante en termo-
dindmica: la entropia de un sistema simple es funcién de la energia, el volumen y
el nimero de particulas, con la propiedad de ser una funcién homogénea de grado
1 en las tres variables,

S(AE,AV,AN) = AS(E,V, N). (61)

Eligiendo A = 1/N, se concluye que esta funcién puede escribirse como el producto
de N por una funcién de la energia por particula y la inversa de la densidad:

S(E,V,N) = NS(E/N,V/N,1) = Ns(e,v), (62)

cone=E/N,v=V/N.

Es facil ver que las derivadas parciales de una funcién homogénea son también
funciones homogéneas pero de grado k — 1. En efecto, derivando (58) respecto de
X;:
of _ 1 0f
En el caso particular £k = 1, que es el que ocurre en termodindmica, esto implica
que las derivadas son en realidad funcién de n — 1 variables (considerar k = 0 en
(60)), con lo que debe poder escribirse una de las derivadas en funcién de las demés.

A

(63)
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En dos variables y llamando P(x,y) y Q(z,y) a las derivadas, tenemos

f(z,y) = 2P (x,y) + yQ(z,y),
P(x,y) = g(x/y),
Q(x,y) = h(z/y),

de modo que en principio es posible escribir Q(z,y) = h(g_l(P(x,y)>. No es
posible dar la relacién explicitamente en general, pero si en forma de ecuacion di-
ferencial. Derivando la primera de las ecuaciones anteriores sucesivamente respecto
de z e y se encuentra que

oP  0Q
o TV 0 (642)
oP  0Q

que, suponiendo conocida P(z,y) constituyen un par de ecuaciones diferenciales
que permiten obtener Q(z,y) a menos de una constante de integracién.

En termodindmica, la funcién homogénea (de grado 1) f(x) serd la llamada
relacion fundamental (la entropia o la energia expresada en funcién de las variables
que determinan el estado de equilibrio). Sus derivadas P; = 0f/0x; son cantidades
accesibles experimentalmente y las relaciones P;(x) se denominan ecuaciones de
estado. En virtud de lo anterior, resulta entonces que conociendo las n ecuaciones
de estado (en principio posibles de determinar mediante experimentos o teorias
microscopicas), queda univocamente determinada la relacién fundamental. Si se
conocen sélo n—1 ecuaciones de estado, se puede obtener la restante por integracion
de ecuaciones diferenciales tipo las (64) y asi obtener la relacién fundamental a
menos de una constante aditiva. En el caso de n variables es conveniente escribir
estas ecuaciones en la forma de un diferencial. Diferenciando la ecuacién de Euler,

f= Z P, (65)

df =Y Pidz; + 2;dP;. (66)

pero puesto que df = ). P;dx;, resulta que
> adP; =0, (Gibbs-Duhem). (67)

Tomando las x; como variables independientes, como hasta ahora, la ecuacién de
Gibbs-Duhem contiene todas las relaciones tipo (64), puesto que en ese caso es
necesario desarrollar los dP;, escribiendo dP; = 3, (9F;/0x;)dz;. En tanto igualdad
funcional, Gibbs-Duhem requiere que se anulen todos los coeficientes de los dz;, es
decir ), x;0P;/0x; = 0 Vj.

Pero también, si se conocen las primeras n — 1 de las P;, puede optarse por
considerar éstas como variables y considerar P, = @ una funcién de las P;, i =
1,...,n — 1. Invirtiendo las relaciones P, = P;(x1/xy,...,Tn—1/z,) tendremos
x;/xn = gi(P;), y Gibbs-Duhem se leerd

n—1
> gi(Py... Pyy)dP; 4+ dQ =0, (68)
=1
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0 sea
n—1 8Q
> gi(Pro Pao) + dP; = 0. (69)
; op;
=1
La integracién de las n—1 ecuaciones contenidas en (69) permitira obtener Q(Py, ..., P,_1)

a menos de una constante de integracion.

4.1. Funciones homogéneas generalizadas. Una funciéon que cumple que

FN2, Xoy) = Af(z,y) (70)

se dice homogénea generalizada. En termodindmica, éste tipo de funciones aparece
al tratar fenomenos criticos: la llamada hipétesis de escala consiste en suponer que la
energia libre intensiva se puede separar en dos contribuciones aditivas (una regular
y otra singular), y que la parte singular de la energia libre intensiva es una funcién
homogénea generalizada.

5. TRANSFORMADA DE LEGENDRE

Como acabamos de ver, en la ecuacién de Gibbs-Duhem puede ser conveniente
considerar todas o algunas de las derivadas P;(x) como variables independientes.
Podemos preguntarnos si es posible hacer este cambio de variables sin perder infor-
macion de la constante de integracion que requiere la resolucién de las ecuaciones
de Gibbs-Duhem. La herramienta que permite hacer esto es la transformada de
Legendre (Binney et al. 1992, §1.5, Zia et al. 2009).

Supongamos que tenemos una funcién f(z) y que deseamos realizar un cambio de
variable z — p, donde la nueva variable independiente es p(z) = f’(z) (relacién que
naturalmente debe ser invertida para dar z(p). En termodindmica por ejemplo f
puede ser la entropia y = la energia. Esta tltima es una cantidad de gran importancia
fisica, pero experimentalmente es en general mas conveniente controlar y medir la
temperatura (que es una derivada de la entropia). Si simplemente hacemos el cambio
de variables x — p,

p(z) = f'(x) — x =x(p) (f monétona)
y=f(z) — y =g(p) = f(z(p))-

Podriamos recuperar f(z) a partir de g(p) y p(x), pero si sélo tenemos g(p), no
podemos recuperar completamente f(z):

df
@) =ae). v =djan —  f@=g(L). @
es decir, obtenemos una ecuacién diferencial para f(z). Ademds de la dificultad que
presenta el problema inverso, habremos perdido informacién (representada en la
constante arbitraria de integracién*). Geométricamente, lo que sucede es que todas
las curvas desplazadas horizontalmente dardan la misma funcién transformada.

4Una constante puede parecer poca cosa, pero si la funcién es de varias variables y decidimos
transformar una de ellas, esa constante respecto de la variable transformada puede contener una
dependencia no trivial en las otras variables. Considérese como ejemplo f(z,y) = (z — 4y)2.
Cambiando x — p = Of/0x resulta en g(p,y) = p2/4. Al intentar invertir obtendremos f(z) =
(z + A(y))*.
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Para evitar estos problemas, la solucién es definir una representacién alternativa
a f(z), denominada transformada de Legendre: dada una f(x) convexa hacia arriba
(o hacia abajo) en todo su dominio, definimos

=T — e=ap), (1)
9(p) = z(p)p — f(2(p)). (73)

Esta representacion g(p) contiene toda la informacién original, y ademds simplifica
el problema de la inversién:

dg dx df dx

pues df /dz = p, es decir que invirtiendo x = dg/dp|, recuperamos la funcién p(z).
La funcién original es entonces

f(@) = ap(x) — g(p(z)), (75)
es decir que la transformada de Legendre asi definida es su propia inversa.
En resumen,

f(@) +g(p) = pz, (76)
Ton  P-w ()

y derivando (77) podemos encontrar la relacién entre las convexidades, pues d? f /dx? =
dp/dx y d*g/dp?® = dx/dp, con lo que

d’f d%g B

da? dp®

Por razones histéricas, en termodindmica se usa la transformada de Legendre

con el signo invertido, rompiendo asi la simetria entre la transformada y antitrans-
formada.

(78)

G(P) = F(X) — XP, F(X)=G(P)+XP,  (79%)
dF dG
T ax’ X=—"5 (79b)
d’F d?G

En particular, definida de este modo la transformada tiene la convexidad contraria
a la funcion.
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