Matematicas Especiales de Fisica Médica (Curso 2007)

Transformada de Fourier

Consideremos nuevamente la forma compleja del desarrollo en serie de Fourier de una funcién

fi[-L,L] - R

flz) = _z: cne™™ ey = ﬁ/—L fx)emmme/ Ly (0.1)
n=-—oo
(o, ¢] m
donde la suma indica el valor principal > = lim > . Podemos reescribir la serie como
n=—oco M7 np=—m

fz) = ¢127r Zk:F(k:)eik‘”Ak:, 0.2)
donde k = “F, Ak = Ty
F(k) = \/ﬂcn£ - / " f(z)e*edy (0.3)
T Vor/JoL
Consideremos ahora el limite L — co. En tal caso, Ak — 0 y las ec. (0.2)—(0.3) tienden a

1 o ik
f(z) = \/%/_Oo F(k)e*®dk (0.4)

F(k) = \/12? /_ O:o f(z)e *dx (0.5)

asumiendo que ambas integrales convergen, con [*°_ = lim [" el valor principal.
r—00

La funcién F' : ® — R definida por (0.5) se denomina Transformada de Fourier (TF) de la
funcién f (f : ® — R) y la expresion (0.4), que recupera f a partir de F', es la “antitransformada”
de F. Constituyen la generalizacién de la serie de Fourier para funciones f definidas en (—oo, 00)
(y de médulo integrable). Debido a la simetria de las ec. (0.4)-(0.5), son posibles también otras
convenciones para definir la TF (puede por ej. omitirse el factor 1/v/2m en (0.4) y reemplazar
el de (0.5) por 1/(27) o viceversa, y también reemplazar e=** por e¥¥?). Las ec. (0.4)-(0.5)
son validas para cualquier funcién f : ® — R continua que satisfaga [ |f(z)|dz < co y que
posea un numero finito de maximos y minimos. Si f posee una discontinuidad aislada finita en
un punto zo, la integral en (0.4) converge al punto medio, como ocurre en la serie de Fourier.

Desde el punto de vista fisico, las expresién (0.4) se entiende como la expansion de la funcién
f(z) en términos de funciones arménicas puras e*** = cos(kx) +isin(kx), de frecuencia angular
k (y periodo 27/k), siendo F'(k) el peso (amplitud) de la frecuencia k en la expansién de f.

Demostraremos ahora explicitamente la validez de las ec. (0.4)—(0.5) para funciones f con-
tinuas y derivables lateralmente en cualquier punto, que satisfagan [°7_|f(z)|dz < co. La dem.
es muy similar a la efectuada para la serie de Fourier. Las ec. (0.4)—(0.5) implican

o 1 (o.) . f
Py = [ ool e an pataa
de modo que lo que debe demostrarse es que

1

py 7ooeik(z_z/)dk: = §(xz—2a) (0.6)
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donde [*°_ dk = lim [, dk. En efecto, o= [ ektdk = L ef=eT™ — Lsinlr) o
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Por lo tanto

/00 [1/7; eF@=2) ) f (o) da' = /OO Mf(w’)dm’

00 2T —0o  T(r—2)

flz+1) - f(z)
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oo sin(rt) oo
= [ EEE w0~ f@) + f@)dt = fa) + [ singr) at (07)
—oo T 00
Para r — oo, el segundo término en (0.7) se anula por el Lema de Riemann (véase clase 10) si
f es una funcién derivable al menos lateralmente en x (ya que en tal caso (f(x +1t) — f(x))/t
permanece acotado para t — 0) e integrable en (—o00,00). Queda asi demostrada la ec. (0.6).
La ec. (0.6) implica también
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[ o:o 6o () op(@)dr = — / TR g — 6k — ) (0.8)
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indicando que las funciones ¢ (z) = e**/\/21 son ortogonales respecto del producto interno
(u,v) = [0 u*(z)v(z)dr y estdn “normalizadas” respecto de la variable k, si interpretamos
por esto tltimo precisamente la condicién (0.8). Nétese que la convergencia de las integrales
(0.6)—(0.8) debe entenderse como distribucién (convergencia débil).

Propiedades basicas de la transformada de Fourier

Se resumen en la siguiente tabla:

f(z) F(k)
0 f(==) F(-k)
1| flaz) (a#0) F(k/a)/lal
2 f(z+0) M F (k)
3 f'(x) ikF (k)
4 f () (1k)"F (k)
5 | 2"f(z) (ne N) i"F) (k)
6 F(z) f(=k)
7| f(@)e® (beR) F(k —b)
8 (f*9)(x) V21 (k)G (k)
9 f(x)g(x) (F +G)(k)/v2r

donde (f * g) denota la convolucion de fy g:
(Fr9)a) = [ fa—a)g(e)ds’ = (g% )

y (FxG)(k)= [% F(k—K)G(K)dk' = (G * F)(k) la convolucién de F' y G.

Demostraciones: " e/
oo et 1 oo ethu/a F(k/a)
ar)———dr = —/ U du =
J 1) e =1 [0 al
0o e—ikx o e—iku . .
/_](;(x +b)—— %d:r = /_J;gu) N e*du = e F (k)

00 —ikx ikx 0 —tkx
o e e oo _ e ,
T dz = f(x = —|—lk/x dr = ikF(k
JE e = o) Ptk 10 “
donde hemos asumido que f’(z) — 0 para x — +oo. La prop. 4 sigue por induccién (asumiendo
™ (£o00) = 0'si m < n) yla 5 se obtiene en forma similar (asumiendo F(™ (£oc0) = 0 para




m < n). La prop. 6 es consecuencia de las ec. (0.4)—(0.5). La prop. 7 se deja como ejercicio.
Prop. 8:

/c(x} ) etk le B / /f x B x —Zk‘(\ﬁ/%-i—x ) e —

e—zkr ,
/ Flu)e*dy / o(a') o da’ = VaF (WG (0.9)

Prop. 9: Se deja como Ejercicio.

Otras propiedades de la TF:
10) La TF conserva el producto escalar entre funciones (producto interno complejo):

, = *(x wdx:—/ wdm/ elkkadk:—/ / z)e™deF(k)dk
0. = [ d@i@ar= o [~ g@ys [ PEar= o [ [o)etanr )
e}
- /G*(k:)F(k:)dk — (G, F)
donde G es la TF de g. Esto implica en particular que la TF conserva la norma:

IE=(h= [ 1f@Pde= [ 1F®Pdk = (F.F)

11) Si f es real = F(—k) = F(k)* (para k real). Se deduce inmediatamente de la expresion

F(k) /f Ye kT gy = — N /f x)cos(kx) d:v—z/f sin(kz)dz] (0.10)
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12) La prop. 0 implica que si f es par (f(—z) = f(z)) = F(k) es par (F(—k) = F(k)).
A partir de (0.10) vemos también que en tal caso, [ f(z)sin(kz)dz =0y

Fk) = \/12? /_O:o f(z) cos(kx)dx = \/z/ooo f(z) cos(kx)dx

siendo F real si f es real.

Si f es impar (f(—z) = —f(x)) = F(k) es impar. En tal caso, [*7 f(z)cos(kz)dz =0y

F(k) = \/ﬂ/ f(z)sin(kx)dx = —z\/7/ ) sin(kx)dx

siendo F imaginario si f es real.

13) A partir de la def. (0.5) y la prop. 5, se obtiene
/ flx)de = VorF(0) (0.11)
/ fl@)z"de = V2mi"F™(0), (0.12)

donde n = 0,1,2,.... Las derivadas de F'(k) en el origen permiten pues evaluar en forma in-
mediata las integrales (0.11)—(0.12) (ver ejercicios en practica).



Ejemplos: de TF: (H(x) denota la fn. de Heaviside y a > 0, b real )

f(z) F(k)
—alr 2 a
1 e~all \/1;2+1k2
2 e " H(x) Jor atik
3 efxz/(QaQ) a€7a2k2/2
4 e \oaze M
2 sin(ak
5 | H(x+a)— H(z—a) \/;116)
6 8() Vor
7 etz \/ﬂé(k —b)
8 cos(bx) \/ﬂw
9 sin(bx) o W
10 6712/(2a2)eibx aefaZ(kfb)2/2
Demostraciones:
0 . oo . 0 . 1 1 2a
_a|g;\—zkxd _ / —x(a-‘,—zk’)d / r(a—zk)d — — 0
/_Ooe v , ¢ T YT avik a—ik a2tk *7
o) ) 00 . 1
—az () e~k gy / —(a+ik) go —— 1
/_Ooe (x)e x ; e x ok (0.13)

oo oo oco+ik
/e—x2/2—7jkxd$ _ /e—(x+ik)2/2—k2/2dx _ 6_k2/2/ +6_22/2dz _ me_/ﬁp
—00 —00 —OO—‘,—Zk
donde z = (x + ik). Se ha completado cuadrados en el exponente y utilizado el resultado
I= / e~ 2dy = /21

el cual se obtiene de

o0

I = / / e*(’”2+y2)/2da:dy = 27r/ e 2pdr = 277/ e “du =2m
—00 J —00 0 0

(también hemos utilizado el hecho de que e=%/2 es una funcién analitica de z que se anula para
Relz] — o0, como se verd en las préximas clases). El resultado general 3 (para a # 1) se

obtiene utilizando la prop. 2.

Este ejemplo demuestra que la TF de una gaussiana (de ancho a) es también una gaussiana
(de ancho 1/a). Esto posee una importancia fundamental en diversas aplicaciones. Notemos
que la norma se conserva:

/ e~ gy — a2/ e~ K gk = VTa

—00

El ej. 4 se obtiene de 1 utilizando la prop. 6, mientras que el ej. 5 sigue de

0 ) a —tka __ ika in(k
/[H($ _|_a) _ H(:U _ a)]e—zkxdx _ /e—zka:d:U _ € _ike _ 2Sln§§ a)

Los €j. 6 y 7, que deben entenderse como la TF de una distribucién (siendo el resultado otra
distribucién), son consecuencia inmediata de (0.6). El resultado 6 puede también obtenerse de 5
dividiendo a f y F por 2a y tomando el limite a — 0, de acuerdo con la relacién §(z) = H'(z).

. . . . . iax —iax
Los €j. 8-9 se derivan de lo anterior en forma inmediata, recordando que cos(az) = %,
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iaxr —iax
(<] —€

sin(azx) = 57— Implican que la TF de una funcién f(x) periédica de periodo 2L (que puede
desarrollarse en serie de Fourier) tendra pues picos tipo § localizados en +nw, con w =7/L y n
entero. Finalmente, 10 se deriva inmediatamente de 3 (se deja como ejercicio). De 10 se puede
reobtener 7 en el limite a — 400 (ejercicio).

Es importante destacar que cuanto mas esparcida esté f(x) (por ej., a grande en el ej. 3),
tanto mas concentrada estara F'(k), y viceversa. Los ej. 6-7 son casos extremos de esta propiedad,
la cual esta estrechamente relacionada con el principio de incerteza de la mecanica cuantica.

Desarrollos de medio rango: Transformadas seno y coseno

Anélogamente al caso finito, para un intervalo (0,00) podemos considerar las extensiones par
e impar de una cierta funciéon f definida para x > 0. Si completamos a f en forma par para
x < 0, obtenemos, teniendo en cuenta la prop. 10,

flz) = \F /OOFC(k:)cos(k:c)dk: (0.14)
F.(k) = \f / ) cos(kz)da (0.15)

La ec. (0.15) se denomina transformada coseno de f(x) y coincide con la TF de f completada
en forma par. La transf. inversa es en este caso idéntica.
Si se completa a f en forma impar para x < 0, se obtiene, utilizando nuevam. la prop. 10,

f(z) = \/z /OOOFS(k)sin(ka:)dk (0.16)
Fi(k) = \/z/ooof(a:)sin(kw)dx (0.17)

La ec. (0.17) se denomina transformada seno de f, y satisface Fs(k) = iF(k), siendo F'(k) la TF
de f completada en forma impar.

1 La transformada discreta de Fourier

Consideremos, en lugar de una funcién f : £ — R, una funcién definida sélo en un ntmero
finito n de puntos z;, j = 0,...,n — 1, tal que f; = f(z;). En tal caso es posible definir una
transformada discreta de Fourier F} de la siguiente forma:

P, = fo —27r1]k/n’ k’_O (11)

Conocidos los n valores Fj, los n valores f; pueden recuperarse exactamente mediante la trans-
formacién inversa, dada por

1 n—1 N
— N F, ek =0, .. n—1 (1.2)
Vi &

Esto puede demostrarse facilmente, reemplazando Fj, por su definicion:

Z Z fl —27rzj’k/n 27rzgk:/n _ Z fj nz_:IG%rik(j—j’)] _ fj
= k:O

fi=

donde hemos utilizado el resultado

1 n-l 2rik(j—j")/ 1 j= -/
Ezeﬂ J—=J :5-7-7,:{0 ]#]’ (13)
k=0



vélido para j, j' enteros. En efecto, si j = j/, e2™kG-1)/n = 1y ZZ;& e2mik(G=3")/" — . mientras
que si j # j' (v [j —Jj'| <n)

1 e
nz k(=) _ L= €U
2 1 — e2milG—)/n

para j — j’ entero.
Ejercicios:
1) Probar que si f; es constante (f; = ¢V j) = Fj, = dgocy/n (0 sea, Fy, = 0 salvo para k = 0).
2) Probar que si f; = cet2mmi/n con 0 <m<n-—1= F, = COpm~/N
3) Probar que si f; = ¢djn, (0 sea, f; =0 salvo para j =m, con m entre 0 y n — 1) =
Fj, = ce”2™mk/n )/ k=0,...,n—1 (o sea, |F| = |c|/v/n ¥ k).

2 Transformada de Laplace

Para una funcién f definida para = > 0, la transformada de Laplace (TL) se define como

Lip) = [ e fa)da (2.1)

Si f(z) < e para x — oo = L¢(p) converge para Re[p] > a. Supondremos esta condicién

en lo sucesivo. Notemos que Ly(ik) = /5 (Fe(k) —iFs(k)) en el caso en que Ly (ik) existe. Si

completamos a f t.q. f(x) =0 para x <0, Ly(ik) = V21 F (k).
La propiedad fundamental de (2.1) es que la TL de las derivadas f(™(z) quedan expresadas
en términos de L¢(p) y las derivadas de f en el punto inicial = 0. Integrando por partes,

Lp) = [ @iz =—f0) +p [fw)erds
0 0
= —f(0) + pLy(p) (2.2)
Por induccién, obtenemos en forma analoga,
Ly () = e 1) @)da = —F0(0) +p e £ (@)
—fI(0) = pf2(0) — .= p" L F(0) + "Ly (p) (2.3)

Otra prop. util se refiere a la TL de la convolucién de funciones f y g definidas para argu-
mentos positivos, definida como

(F9)(a) = [ fla =2 g(a e’ = (g o)
Obtenemos
Lywg(p) = /0 h /O "t — )92 e PRl da —
= /0 b /O ' fl@—2Ne P g(z")e P da' da

= /Oo f(u)e P du /oo g(z")e P da
0 0
= Li(p)Lg(p) (2.4)

Para hallar la transf. inversa, completando a f en forma nula para x < 0, y considerando la
TF de e~ ** f(z), con a > 0, podemos escribir

T 1 o ikx o —ikx’ —ax’ / /
f(z) = 277/ dk/o e e f(a")dx
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de donde

1

f(l‘) _ 27/ ex(a+ik)dk/ efx’(aJrik)f(x/)dx/
T J—o0 0

1 a+100 . P
= — e Le(z)dz 2.5
3 | L) (2:5)
con z = a+1tk. El resultado es en principio indep. de la eleccién de « si las integrales convergen,
es decir, si « es suficientemente grande. Si es posible cerrar la integral (2.5) con un semicirculo
de radio muy grande a la izq. de «, a lo largo del cual la integral tiende a cero, por el teorema
de los residuos obtenemos en tal caso

flx) = Z Res[e** L¢(z;)]

Zi

donde la suma se extiende sobre todos los polos z; de e**L¢(z).

El mayor inconveniente de la TL es que la relacién inversa requiere el conocimiento de L ¢(p)
para valores complejos de p. Si se dispone tan sélo de una tabla de valores numéricos de L¢(p)
para cierto conjunto finito de valores reales de p (y no una expresién analitica de L¢(p)), como
ocurre en algunos problemas practicos, no es posible recuperar f(z) con gran precisién (es un
tipico problema “ill posed”).

Algunas propiedades y ejemplos (en todos los casos a > 0):

f(x) Ly (p)
1 f(ax) Ly(p/a)/a
2 | fz+a) e’ Ly (p)
3 /() —f(0) +pLy(p)
4 zf(x) —d[Ls(p)]/dp
5 | (fx9)(x) Ly(p)Ly(p)
6 e ﬁ
7 cos(ax) p/(a* + p?)
8 sin(ax) a/(a® + p?)
9 H(x —a) e~ /p
10 §(z —a) e Pe

Ejemplo: Hallar u(t) t.q.
u” + k= f(t)

para t > 0, con u(0), «/(0) datos conocidos y k # 0. Mult. la ec. anterior por e P! e integrando,
obtenemos, utilizando la ec. (2.3),
—u/(0) — pu(0) + (p* + k%) Lu(p) = Ly(p)

de donde
u'(0) + pu(0) 1
p*+ k2 p? + k2

Utilizando ahora las prop. 5, 7 y 8 de la tabla anterior, obtenemos

Ly(p) = L¢(p)

1 1 st
u(t) = Eu'(O) sin(kt) + u(0) cos(kt) + E/sin[k:(t — ] f(E)dt
0
que coincide con el conocido resultado para la soluciéon de esta ecuacién obtenido mediante la
funcion de Green.



