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5.1 Sucesiones
Una sucesién es un conjunto de nimeros reales
1,02, ... 0y, ... (1)

donde a,, esta definido para todo n natural. Una sucesién es equivalente a una funciéon f cuyo dominio
es el conjunto de los numeros naturales, si identiﬁcamos an, = f(n). Por ejemplo, si a,, = n, obtenemos
la sucesién de ntimeros naturales 1,2,3..., si a,, = =, obtenemos la sucesién de los inversos 1

ysia, =7r", conre€Ryn >0, se obtiene la suceszon geométrica ’ 2’ 3’ o
Lrr?, ..
La expresién para a, puede estar dada también por una relacién recursiva,
any1 = flan), @)

con un valor inicial a1, donde f es una cierta funcién. Se obtiene asi la sucesién ay, f(a1), f(f(a1)), f(f(f(a1))),. ...

Por ejemplo, a,+1 = 1+ a,, con a; = 1, es la sucesién de ntimeros naturales a,, = n. Si ap4+1 = ray,,
a1 = 1, se obtiene la sucesion geométrica. Si ap41 =1+ H%’ con a; = 1, se obtiene la sucesion
n

IS LN P 3)
; 2’ 2+%7 2+7

En el caso mas general la funcion que define la relacion recursiva puede también depender de n y de los
términos anteriores, es decir, a, = f,(a1,...,ap-1).
El limite de una sucesion, si existe, es el valor al cual se aproxima a,, para n — oo:
lim a, =L si Ve>0, In. talque si n>ng, |a,—L|<e¢

n—oo

es decir, a,, € (L —e,L +¢) si n > n.. En este caso se dice que la sucesién es convergente.

Para dos sucesiones convergentes, con lim a, = L, hm b, = Ly, es facil mostrar que:
n—oo

lim (a, + b,) = Lo + Ly, im apb, = LyLp, lim an/bn = L,/Ly (si Ly #0).
n—oo n—o0 n—oo

Sia, <b,Vn>ng= L, < L.

Sia, = f(n), con f definida en (0,00) y lim f(x) =L = lim a, = L.

El limite de una sucesién es +oo si a,, toma valores arbitrariamente grandes cuando n crece:

lim a, =400 si VR>0, 3 ng talque si n>ng, a, >R

n—oo
Analogamente, lim a, = —oo corresponde al caso en que a,, toma valores arbitrariamente grandes pero
n—oo
negativos cuando n crece. El comportamiento de a,, para n grande puede ser también oscilante o erratico,

en cuyo caso el limite no existe.
Por ejemplo, lim n = 400, lim % =0, mientras que lim (—1)" 3. Para a,, = " obtenemos
n—oo n—oo n n—oo

0 Ir] <1
1 r=1
1' 7L:
e +oo r>1
i r<-1

Para sucesiones que dependen de funciones no directamente generalizables a argumentos reales, tales
como n!, es 1til el sig. resultado:

0 0<Zr«1

o r>1

En efecto, V n > ng, ||aa—:1\ —r| < eyentonces, si 0 <7 <1, |ant1| < s|an|, con s =r+¢e < 1 para e suf.

Si limy,— oo \‘%—:W =7 = lim,_ o0 |an| = {

pequefio. Se obtiene asf |a, x| < s¥|a,| y por lo tanto limg oo |@nix| = 0, lo que implica lim,, .o a,, = 0.
En cambio, si 7 > 1, |an11| > slan|, con s =7 —¢ > 1. En tal caso |a,yr| > 8*|an| y limg oo |anir| = o0,
lo que implica lim,,—, |a,| = 00

Ejemplo: Hallar lim,,_,, b"/n!, con b £ 0.
Se tiene lim,, o |a"+1 | = lim, o0 +1 =0V beR, por lo que lim,, ., b"/n! = 0.
El resultado anterior puede obtenerse también directamente.



Notemos que si lim a, = L (finito), también lim a,41 = L por lo que
n—oo

n—oo

lim (apy1 —an) =L—L=0 (4)
n—oo
La diferencia entre dos términos sucesivos de una sucesién convergente debe pues tender a 0 para n grande
(condicién necesaria). En una sucesién convergente de la forma (2), con f continua, esto implica que
L= lim apy; = lim f(a,) = f(lim a,) = f(L). El limite, si existe, debe pues satisfacer
n—oo n—oo n—oo

L= f(L) (5)

Ejemplo: La sucesién (3) es convergente, como probaremos en breve. El limite se obtiene pues de la
ecuacién L = 1 + ﬁ’ es decir, L(1+ L) = 2+ L o, L?> = 2. Se obtiene L = ++v/2. Como a, > 0, el

limite debe ser L = /2.

Una sucesion es creciente si an+1 > an Yn 'y decreciente si an4+1 < a, Vn. Se dice que una sucesion es
mondtona si es o bien creciente o decreciente.

Una sucesion es acotada si |a,| < K Vn, con K un nimero real > 0.
Un resultado importante relativo a los nimeros reales es que toda sucesiéon mondtona y acotada de
nimeros reales es convergente, a un numero real L. Es decir, nhj& a, = L. Lo mismo ocurre si es

monotona a partir de un cierto n.

Ejemplo 1: Mostrar que la sucesion

ny1 =Van +2, a;=1

es convergente, con nlln;o an = 2.

Mostraremos primero que es acotada y creciente.

Asumiendo que a,, < 2, tenemos a,, + 2 < 4 y por lo tanto, an+1 = Va, +2 < V4 = 9.

Como a1 < 2, la relacion a,, < 2 vale Vn > 1. Como ademas a,, > 0 Vn, la sucesién es acotada.

Notemos ahora que f(z) = v + 2 es una funcién creciente para x > —2. Asumiendo que a,+1 > an,
obtenemos pues an42 = f(ant1) > f(an) = ant1, es decir, api2 > apy1. Como ag = /142 = V3> aq,
vemos que la sucesion es creciente V n. La sucesién, siendo acotada y creciente, es pues convergente.

Para hallar el limite L, utilizamos la relacién (5):

L=VL+2 = L[*-L-2=0

La ecuacién cuadratica posee las soluciones L =2 y L = —1, pero sélo L = 2 es soluciéon de L = /L + 2.
El limite es pues L = 2. Los primeros términos son (1,1.732,1.932,1.983,1.996,1.999, ...).

an

2 4 6 8 10"

Ejemplo 2: Consideremos ahora la sucesién (3), donde f(z) = 1+ 1/(1 4+ x). La sucesién no es
monotona, pues ag > ai, az < ag, y en general an+1 > a, si n impar y an41 < ay, si n par. No obstante,
podemos considerar la sucesién de los términos pares e impares por separado.

1 4+ 3a,

Ap42 = g(an)a g(a'n) = f(f(an)) = 24+ 1 - 34+ 2a
1+an, n

con término inicial a; = 1 para la sucesién impar y as = f(a1) = 3/2 para la sucesién par.

La funcién g(z) = gigi es creciente para x > —3/2, pues ¢'(x) = 1/(3 + 2z)? > 0.
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Como a3z = g(a1) = 7/5 > a1, asumiendo a2 > a, obtenemos ani4 = g(any2) > g(an) = api2, pues g
es creciente. La sucesién de términos impares es pues creciente.
Ademds, como g(z) es creciente y m11_)1&01O g(x) = %, tenemos a1 < ap, < 3/2 V n impar.
Siendo creciente y acotada, la sucesién de impares es pues convergente.
Como a4 = g(ag) = 17/12 < ag, asumiendo a,42 < a, obtenemos a,t4 = g(an+2) < glan) = apyo. La
sucesién de términos pares es pues decreciente. Ademds, es acotada pues g(x) > 0 si > 0, por lo que
0 <a, <as Vn par. La sucesiéon de pares es pues también convergente.
El limite de ambas sucesiones se obtiene de la ecuacién L = g(L), cuyas soluciones son L = ++/2. Como
an > 0V n, el limite de ambas sucesiones es L = +1/2. La sucesién original converge pues a L = /2 =
1.41421 ..., como habiamos mostrado. Los primeros términos son 1.,1.5,1.4,1.41667,1,41379.......

an

n

2 4 6 8 10

Se muestra en la siguiente figura el esquema gréfico de convergencia de una sucesién a,+1 = f(ay),
con limite L, correspondiente a una funcién f(x) creciente (izquierda), como en el ej. 1, y decreciente
(derecha), como en el ej. 2. La ec. (5) representa la interseccién de las curvas y = f(z) y y = «.

y y
L
aa ap T
as aﬁ §
a as §
- X - X
al as az ag L a; az L az az

Si f es derivable y x estd préximo al limite L = f(L), podemos aproximar f(x) por la recta tangente,
fl@) = f(L) + f'(L)(x — L) = L+ f'(L)(z — L)
(aproximacién lineal). Para a,, préximo a L obtenemos pues a,+1 = f(an) =~ L+ f'(L)(a, — L), o sea,
an+1 — L~ f/(L)(an — L),

lo que consituye una sucesién geométrica de razén f’(L) para la diferencia a,, — L (es decir, a,1r — L =~
[f"(L)]*(a, — L)). Esta converge a 0 si |f/(L)| < 1. Se concluye que para a; suficientemente préximo
(pero distinto) a L, la sucesién a,+1 = f(ay,) convergerd a L si |f'(L)| < 1, pero tenderd a alejarse de L
si |f'(L)| > 1. La convergencia es monétona si 0 < f/(L) < 1 y alternada si —1 < f'(L) < 0.
Enelej 1 (f(x) =v2+z, L =2), f(L) = 2\/% = 1, mientras que en el j. 2 (f(z) = 1+ 1_%1,
L=v?2) f(L)=- (1+1L)2 = _(1+1/§)2' En ambos casos se verifica |f'(L)| < 1.

Un sucesién famosa es

ant1 =kap(l—a,), 0<a1<1l, 0<k<A4

que surge en diversos contextos (economfia, ecologia, etc.). La sucesién es acotada pues si f(x) = kx(1—x),
0< f(x)<k/4<1Vze(0,1). Laecuaciéon L = f(L) conduce a los posibles limites L =00 L =1—1/k.
Si0<k<1=L=0Vay € (0,1). En este caso, f'(L) =k < 1.
Sil<k<3=L=1-1/kVa; €(0,1). En este caso, f'(L) =2 —k, con |f'(L)] < 1.
Si 3 < k < 4, el limite de la sucesién no existe, excepto para valores particulares de a;. Si 3 < k < 3,6,
a, exhibe para n grande un comportamiento oscilatorio, alternando entre dos valores fijos si k < 3,45,
entre 4 valores si 3,45 < k < 3,55, etc. En cambio, si 3.6 < k < 4, el comportamiento de a,, se torna
cadtico, es decir, erratico, sin oscilaciones fijas. En este caso, a,, depende fuertemente del valor inicial aq
aun para n grande.




5.2 Series

Dada una sucesioén aq, as, . ..a, ..., podemos formar la sucesién de sumas parciales
n
S,=a1+as+...+a, = E ak
k=1

A tal sucesion se la denomina serie. La suma de la serie es el limite de la sucesion de sumas parciales, si
este limite existe:

n—oo

oo
S = g ap, = lim S,
n=1
Si el limite anterior es co o no existe, se dice que la serie diverge (o no converge).
o0
Condicion necesaria (pero no suficiente) para convergencia: Sila serie > a, converge, entonces

n=1

lim a, =0 (6)

n—oo
En otras palabras, si lim a, es distinto de 0 o no existe, la serie no converge. Esto resulta obvio a partir
n—oo

de (4), ya que S,, — S,,—1 = a,. Si la serie converge, entonces lim (S,, —S,—1) = 0, que equivale a (6).
n—oo

Ejemplo: Consideremos la sucesién de nimeros naturales a,, = n, n > 1. Las sumas parciales son

Sp=142+...4+n=n(l1+n)/2

(o)
La serie ) n obviamente diverge ( lim S,, = 00), lo que puede verse de (6) pues lim n # 0.
n—oo

n=1 n—oo

A partir de la expresion de S,,, es posible obtener a,, como a,, = S,, —S,_1. Por €j., w — w =n

oo oo
Si > any > b, son dos series convergentes, se verifican facilmente las siguientes propiedades:
n=1 n=1

ann:cZan, Z(an—i—bn):Zan—i—an
n=1 n=1 n=1

n=1 n=1

5.2.1 Serie geométrica
La serie geométrica es la sucesion de sumas parciales asociada a la sucesion geométrica, dadas por
n
— 2 n o__ k
Sp=14+r+r"+...+1" = g r
k=0
Estas pueden evaluarse explicitamente. Multiplicando S,, por r, obtenemos
rSp =141+ .. 4"t

Restando,
7Sy —Sp=(1=1)Sy=1+r+...0" —(r+r4.. ")y =1—pnf!

obteniéndose, si r # 1,

1 —pntl
Por lo tanto,
o0
1—pntt 1
Y rf = lim S, = lim —— = C o Irl<1
P n—o00 n—o00 —r 1—1r

de modo que la serie converge si |r| < 1. Sir > 1o r < —1, el limite de (7) es co o no existe, por lo
que la serie no converge. Sir =1, S, =14+1'+ ...+ 1" =n+1, con lim S, = oo, por lo que la serie

n—oo
tampoco converge. Esto estd de acuerdo con (6), pues si |r| > 1, lim a, # 0.
n—oo

La serie geométrica converge pues si y sélo si |r| < 1.
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Ejemplos:

— 1 i 1 (D" =, 1, 12
25w =20) S1oip 2ty =2) Cl+1/2 03

En general, si [r| <1y m >0,

ar™ + ar™t farmt? 4 = E ar™ = ar™ E r’t =
n=m n=0
donde ar™ representa el primer término de la serie.

. O o\ntl X o\n B x N 4
Por ejemplo, 24 ( 25)n =-92 24 ( 522 = _2(?2)4 20(72) - 9 1(3535)'

(oo}
El error cometido al estimar la suma de la serie Y 7™ con n términos es
n=0

1 ,r,n+1

1—r

n =

1—1r

nt : Infe(1— ) 3
"] < e, es decir, no> BRGS0 Si e = 1073,

Para obtener un error < ¢, se necesita n tal que |

n > 10 para r = %, mientras que n > 1145 para r = 0.99.

La serie geométrica surge frecuentemente en diversas aplicaciones. Por ejemplo, si todos los meses se
deposita en una cuenta el 90% de lo depositado el mes pasado, con un depdsito inicial de a; = a pesos,
el monto depositado en el segundo mes es az = ra; = ra, con r = 0,9, en el tercer mes es az = ras = r2a

y en el mes enésimo es a, = ra,—1 = 7" 'a. El monto total depositado al cabo de n meses es

2 n—1 L—r"
Sp=a(l+r+r+... 41" ) =a 1
—-r
el cual nunca podra superar el limite lim S, = %~ = 10a.
n—oo

Otro caso es el de una pelota que se deja caer desde una altura hg, y que rebota hasta una altura hy = rhy,
con 0 < r < 1. La altura alcanzada despues de n rebotes es h, = rhp_1 = 72hp_2 = ... = r"hy. La
distancia total recorrida después de n rebotes es

1—pn
h0+2h1+2h2+...+2hn:h0[1+2(r+r2+...+r")]:h0[1+2%

]

La distancia total recorrida hasta detenerse (n — 0o) permanece pues finita:

2r(1 —r™ 2 1
H:limh0[1+M]=ho[l+ LA P
1—r 1—7r

n— 00 1—1r

Sir =0, la pelota se detiene al primer rebote y H = hy. Sir — 17, H — oo.

El tiempo de cafda desde una altura h es /2h/g donde g = 9.8m/s? es la aceleracién de la gravedad
(dado que g constante, la altura en funcién del tiempo de cualquier objeto que se deja caer desde una
altura hg es h(t) = ho — £ gt*. Por lo tanto, h(t) = 0 cuando t = \/2hg/g. El tiempo necesario para llegar
a esa altura desde el piso es el mismo). El tiempo de caida desde la altura h,, es pues

ty = \/Zhn/g = \/27'"h0/g = \/2h0/g(\/77)" = toa"
donde tg = 1/2ho/g, a = /r. El tiempo total transcurrido despues de n rebotes es

a(l —a™)

to+2t1 + 2t + ...+ 2ty =to[l +2(a+a +...+a™)] =to[l +2 T—

}

y el tiempo total transcurrido hasta detenerse es (ndtese quesi0<r<1=0<r<a <1)

a(l—a")} :t0[1+a]:t01t£

Como o = /7 >, T/ty > H/hg, pues % es una funcién creciente de z para x € [0, 1].

T = lim to[l +2

n— o0 11—« l—«
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5.2.2 Series con términos positivos

Consideremos una serie en la que a,, > 0 Vn. Las sumas parciales son entonces positivas y crecientes:
Sn:a1+~-~+an207 Sn+1:Sn+an+1ZSn

Una condicién suficiente para la convergencia es pues que S, este acotada Vn, es decir, que S, < C
Vn. En efecto, al ser S,, creciente y estar acotada, S,, no puede oscilar ni tomar valores arbitrariamente
grandes para n — oo, por lo que S, se aproxima necesariamente a un limite finito (en el conjunto de
nimeros reales) que es la minima cota superior de los S,,. Por otro lado, si la serie diverge, entonces
limy, o0 Y pey Gk = 00.

1

o0
Ejemplo: Probaremos que ) converge. Tenemos

nZ
n=1
— 1 1 1 1 1 1 1
Zﬁ = 1+(272+372)+(472+572+672+772)+
n=1
< Ittt (@EtetetE) o=l FtE+t o =1t it gt Sl =2
27 —1 m—1
es decir, > # < 3 2% < 2. Al estar todas las sumas parciales acotadas por la serie geométrica de
n=1 n=0

razén %, la serie converge.

Ejemplo : Probaremos ahora que la serie (denominada serie arménica)
oo
>,
n
n=1

; S
diverge, a pesar de que lim -~ = 0. Tenemos

n—oo

= 1+3+@G+D+G+s+1++..

18
3=

n=1
> 143 4+G+H+G+3+i+ D)+ =142 42444 =141+ 140+
2771
es decir, Y % > 1+ %, lo que muestra que la serie diverge.
n=1



5.2.3 Criterio de la integral y estimacién de series

Existe una estrecha relacién entre una serie y la integral impropia correspondiente. Sea f(x) una funcién
continua, positiva y decreciente en el intervalo [1,00). Mostraremos que

oo o0
Z f(n)  converge si y solo si / f(x)dx  converge
i=1 1

f(x)

f(1)

A partir de la figura, podemos inferir la siguiente cadena de desigualdades para n > 1:

1@+t S0 < [ s < J0+ g ) (®)

ya que la primer suma es el drea de los rectangulos inscriptos situados bajo la curva entre x =1y x = n,
y la segunda la de los rectangulos circunscriptos situados sobre la curva entre z =1y z = n.

Si f 1 f(w)dz converge para n — oo, entonces la primer suma permanece acotada Vn, siendo entonces
convergem‘e para n — 0o por ser creciente con n. Analogamente, si la segunda suma converge para
n — oo, I(n fl x)dx permanece acotada para n — 0o, 81end0 entonces convergente por ser I(n)

creciente con n. Como ademab para un nimero real r arbitrario, I(r) = [/ f(z)dx < [" f(z)dzsin >r,
entonces I(r) también converge para r — co. Para n — oo se cumple entonces

e [ s < fm) )

si la serie o la integral converge. Esto implica también

JRCIES IO AET (10)

El criterio puede también aplicarse si las hipdtesis se cumplen sélo para n > ng > 1, pues la convergencia
de la serie y la integral dependen del comportamiento de f(x) para x grande. En este caso, para n > ng,

f(no+1)+...+f(n)S/nf(x)dxgf(no)Jr...Jrf(nfl)

y, si fnoz f(x)dz converge,

/Lf dx<Zf

n= no+1 n=ng

El método presente sirve también para estimar el error cometido al aproximar una serie convergente

oo no oo

por una suma finita. Escribiendo Y f(n) = Y. f(n)+ > f(n), el dltimo término satisface, si las
n=1 n=1 n=ng+1

hipétesis se cumplen al menos para n > ng,

| gwars S gms [ (11)

1o +1 n=ng+1

En general, el punto medio del intervalo anterior es una buena estimacién del error para ngy grande, por
lo que podemos escribir, en forma aproximada,

no [e3e]

S tm xS fn) +/
n=1

n=1 no+1

no+1

f(z)dr + % / f(x)dx (12)

0



Ejemplo 1: Estudiar la convergencia de
1
2
Para o < 0 la serie diverge por razones obvias (lim, . a, # 0). Para a > 0, podemos aplicar el criterio
de la integral pues en tal caso f(x) = 1/z% es positiva y decreciente para = > 0. Como

> 1 "1 L 1
/ —dr = lim —dr=q U @
1 x© r—oo [; x¢ o O<a<l
(recordar integrales impropias hechas en clase) la serie converge para o > 1 y diverge ¥V o < 1.

1

n

118
118

(o) o0
&2, > 75, Y —37 convergen, mientras que
1 n=1 n=1 n

o0
1
=2
n=1
se denomina funcion zeta de Riemann y posee importantes aplicaciones. Algunos valores son:
oo

C2) = 3 & =T =1,64493..., ((4) = Zli = T~ 1,08232.... Utilizando (10) y notando que

118

De esta forma,

ﬁMS

%, , < divergen.
1 n

n

1
La funcion

nt
n=1 n=

Cla)=1+ Z —, obtenemos

no

1 1
1y <)< ——+1 1
oo Se@sg5 AL “-

de modo que lim+ ¢(a) = +00. Puede probarse que para o — 11, ((a) ~ ﬁ + 0.577.
a—1

e}
Ejemplo 2: Hallar el error al estimar ((2) = Y -5 mediante una suma de 10 y 20 términos.
n=1

10 20
Obtenemos Y -5 =1,54977..., 3 -5 =1,59616.. ..
n=1 n:l
ng
Utilizando (11) y foo Ldr = n%’ el error R, = ((2) — P 2L satisface
1 1
< Rn S -
no+1 = 77 g

es decir 0,09 < Ry < 0,1y 0,0476 < Rgy < 0,05. La estimacién mejorada (12) resulta en este caso
no

= 1 1 1 1 1 1,1 1
zz:n Zn2+n0+1+2[n0_n0+1]_2 +2[n0+1+ ]

n=1 n=1

que da como resultado 1,64522 ... para ng = 10 y 1,64497 ... para ng = 20. Los errores son ahora mucho
menores: ~ 0,0003 para ng = 10 y =~ 0,00004 para ng = 20.

Ejemplo 3: Estudiar la convergencia de

oo

1
)P
2 o(in(m))
La funcién f(z) = m es positiva y decreciente para x > 2. Obenemos, sustituyendo u = In(z),
du = %dx,
" 1 T 1 L%, >1
lim [ ———dz = lim —du={ o TmEF @
r—oo [o z(lnz)® r—=00 Jin(2) U” oo O0<a<l

de modo que la serie converge para « > 1 y diverge para 0 < o < 1.



m
Ejemplo 4: Estimar cuantos términos se necesitan para que »_ % > M, con M =10y M = 100.
n=1
Tenemos, por (8),

1 mtlq
272/ —dzr=Iln(m+1)
n:ln 1

T

de donde si, In(m + 1) > M = m > eM — 1. Para M = 10, m > 22025 mientras que para M = 100,
m > 2,688 x 10*3, lo que indica la “lentitud” de la divergencia. En realidad, estas estimaciones son
seguras pero algo grandes. A partir de

1 "1
ng/ —dr+1=1In(m)+1
n:ln IR

obtenemos que m no puede ser menor a M1 es decir, 8.103 para M = 10 y 9,89 x 10*? para M = 100.
En general,

1 1
== 1 =1l ——1 ~ 0,577
;n y+Pm+1), o mgnoo(;n nm) ~ 0,
donde v es la constante de Euler y ¥(z) = dlzil;(z) = T"(2)/T'(z) la derivada logaritmica de la funcién

Gamma (véase seccién 3.5), denominada funcién Digamma. Se obtiene entonces la cota inferior exacta

m > ¢~ 1(M —~) —1 (¢p~! denota la funcién inversa), obteniéndose m > 12367 para M = 10 y m >
1.51 x 10*3 para M = 100.
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5.2.4 Criterio de comparacién

Consideremos las series

ian, ib"’ an, >0, b,>0 (13)
n=1 n=1

y supongamos que existe ng > 1 tal que

ap <b, Vn>ng

oo o0 o0 o0
Si > b, converge = > a, converge. Reciprocamente, si > a, diverge = > b, diverge.
n=1 ) n=1 n=1 n=1
Demostracidn: Supongamos primero ny = 1. Entonces

a1++an§b1++bn

n n
Por lo tanto, si lim ) b, es finito, > ap permanece acotada Vn, siendo entonces convergente para

N0 k=1 k=1
&) o0
n — oo por ser creciente con n. Se verifica entonces Y an, < > by.
n=1 n=1

Si ng > 1, la demostracion es similar. Para n > ng,

no—1 n
a1+ AUyt F g+ F Oy <A1 F A Apg1 + g+ A Dy = Z(ak_bk)+zbk
k=1 k=1
no—1 s} o)
Por lo tanto, dado que > (ap — bx) es una suma finita, si > b, converge, entonces > a, también
k=1 n=1 n=1
no—1 s}
converge y se verifica Z an < Z (an —bp) + > by.
n=1 n=1 =1

Este criterio es de fundamental importancia plzictica para determinar la convergencia de series. Existe
otra formulacién del mismo que resulta muy conveniente: Para series del tipo (13) con b,, > 0,

Si lim =g >0 = ambas series convergen o divergen (14)

Si lim b— =0y an converge = Zan converge (15)
n n=1 n=1

Si  lim b—" =00y an diverge = Zan diverge (16)
n n=1 n=1

Para demostrar (14), lim $* = L implica que V¥ € > 0 3 n. t.q. si n > n., |a,/b, — L| < ¢. Tomando

n—oo

€= %L, obtenemos, para n > n.,

3 1 3

o oo
Por el criterio de comparacién, de a, < %Lbn se deduce que si Y b, converge, > a, converge mientras
n=1 n=1

o0 o0
que de %Lbn < ay,, se deduce que si Y b, diverge, Y a, diverge.
n=1 n=1
Para demostrar (15), se procede en forma similar. El limite implica que V ¢ > 0 3 n. t.q. si n > n.,
o0

oo
|an/bn| = an /by < e. Por lo tanto, para n > n., a, < eb,, de donde si Y b,, converge, Z a, converge.
n=1

Finalmente, para demostrar (16), el limite 1mphca que V M > 0 dnp t.q. sin > nay, an/b > M. Por

lo tanto, para n > nys, a, > Mb,, de donde, si Z b, diverge, Z an también diverge.

n=1 n=1
Ejemplo 1: Determinar si converge la serie

i n2 + 2n
nt43n+2

n=1

— 11 —



La serie converge, pues para n grande a, se comporta como 1/n?. Para ver esto en detalle, escribimos
1+2/n - 3

n?+2n n%(1+2/n) B
- n2(143/n3+2/nt) ~ n?

nitdn+2 n4(1+43/n3 +2/n)

paran > 1. Como Y -% converge, entonces la serie converge. Esto puede verse también utilizando (14):
n=1
242 1 2(n%+2 142
lim T en / :hmw:m+—/":1
n—oont+3n+2 n—oool+3/n3+2/nt

n—oo nt +3n 4+ 2" n?
= 1
Como ) - converge, la serie converge.
n=1

Ejemplo 2: Determinar si converge la serie
i n? +2n
n3 4+ 3n+2

n=1
La serie no converge, pues para n grande, a,, se comporta como 1/n. Para ver esto en detalle, escribimos
1+2/n
/ >

n? +2n n?(1+2/n) B 1
- n(1+3/n2+2/n3) T 6n

W tan+2 n3(1 4+ 3/n2 +2/n3)
diverge, entonces la serie diverge. Se llega al mismo resultado utilizando (14):

1+2/n?
+2/n _

>~ 1

paran > 1. Como )~ ~

) n?+2n 1 . n(n®+2n)
lm ————/—=lim ————~= = lim ———————
n—oon3+3n+2'n noond+3n+2 n-oool+3/n2+2/n3

Como Y%, % diverge, la serie diverge.

Ejemplo 3: Determinar si converge la serie
(17)

i In(n)

Como lim In(n)/n® = 0 Va > 0, para n suficientemente grande, In(n) < n®. Eligiendo por ejemplo

a = %, obtenemos, para n suficientemente grande,
vn 1

In(n) _
n? S nZ

(o)
Como > # converge, la serie (17) también converge. Puede llegarse al mismo resultado utilizando
n=1

0

1 .
n3/2 "
n=

(15) y comparando con la serie convergente
1
In(n) , 1 — 1 In(n) —0

lim — = ——
n—oo N2 /n3/2 n—oo nl/2

1 _

nm(f) dz = [;° ue™"du converge.

Puede aplicarse también el criterio de la integral: floo
i In(n)
n=1 ne
1

converge Yo > 1, pues In(n) es menor que cualquier potencia de n para n suficientemente grande. Puede
obtenerse la misma conclusién aplicando el criterio de la integral ( f 100 h;(f ) dy = fooo ue—(@=Dudy = CEE

En general, la serie

si @ > 1, de modo que es convergente). En cambio

=, In(n
>

=1

3

no converge, pues 1“51") > L paran > 3.
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5.2.5 Criterio de la razén

Es en realidad un caso particular del criterio de comparacién. Consideremos la serie

o0
E Ap, Gy >0,
n=1

Si existe ng > 1 tal que
a, +1

Qn

<r<l1l Vn>ng
entonces la serie converge. Por hipétesis,
2 n
Ono+1 S Tlng, Ongt+2 < Tapg+1 < Tap,, Onotn S Thngtn—1 < o0 ST0GRg

Por lo tanto,
Gpg + Ungt1 + oo+ Angin < ang(L+7+ ...+ 77).

Para n — oo, el miembro derecho (una serie geométrica) converge a ap,/(1 — ). Por lo tanto, la primer
suma permanece acotada para n — 0o, siendo entonces convergente por ser creciente con n. Se obtiene

%) no—1 %) no—1
Gy,
E an = E an + E an < an+71
n=1 n=1 n=ng n=1 r
Por otro lado, si existe ng > 1 tal que
a, +1
n >r>1 Yn>ng
ap
la serie diverge, pues
. 2
Ono4+1 = Tngs 5 Ong+2 = Thng+1 = T 0ngy  Gnotn = Thnggn—1 = -+ = T Gpg

Como r > 1, esto implica que lim ay,,4, = 00 # 0, por lo que la serie es divergente.
n—oo

El presente criterio se utiliza normalmente evaluando el limite

. Gn41
L= lim 2+

n—oo (O

oo
Si 0<L<1l = Zan converge

n=1

pues en tal caso, Ve > 0, 3 n. tal que si n > n, [“2 — L| < ¢, de donde

an+l
an

<L+e<l, n>n.

si € es suficientemente pequeno.

(oo}
Si L>1 = Zan diverge
n=1

pues en tal caso, de |2+
n

— L| < € tenemos
a
l<L-—e<—24L
Qn

para ¢ suficientemente pequeno. Lo mismo ocurre si L = co.
Notemos finalmente que si L = 1, el criterio no decide: si a,, = 1/n, apt1/an, = n/(n+1) — 1 para

o0
n — oo, pero Y. 1/n diverge. En cambio, si a,, = 1/n?, ayy1/a, = n?/(n+1)? — 1 para n — oo, pero
n=1

oo

1/n? converge.
El g
n=
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El criterio es muy conveniente cuando aparecen factoriales en la expresion de a,.

Ejemplo 1:
(oo} an
Z 7', a > 1.
= n!

/4 = niﬂ, que tiende a 0 para n — oo V a. Por lo tanto, la serie converge. Para
) o0
< a™y en este caso Y. a™ converge.
n=1
Podemos también aplicar directamente el criterio de comparacién para a > 1, pues
% = D e S (nio)"_"o% < (1)"_"0% eligiendo ng > 2a. Al ser menor que una serie
geométrica, la serie converge.

A1 an+1

Tenemos . = W

a™

0 < a <1 la convergencia de la serie es obvia, pues 7

2

Ejemplo 2:

= nl?
nzz:l (2n)!”

Aplicando el criterio anterior, tenemos

Ung1 (n+1)2 n?(1+2/n+1/n?)

B _ 1+2/n+1/n?
an  (2n+2)2n+1)  4n2(1+2/n)(1 +1/2n)

B i(1 +2/n)(1+1/2n)

Para n — oo, el cociente se aproxima a i, por lo que la serie converge.

( 1)2 _ n!
22)!2 = D) F D) =

Podemos también aplicar directamente el criterio de comparacién, pues 0

(%)"7 por lo que la serie converge.

Ejemplo 3:
= nl
nn
n=1
Tenemos
An 41 . (Tl + 1)Tln 1

an,  (n+DntL T (1+1/n)"
Paran — oo, (1+1/n)™ — e, de modo que el cociente anterior se aproxima a % < 1 para n grande. Por
lo tanto, la serie converge.

Puede aplicarse también el criterio de comparacién directamente, pues 7% = "(”71)75"/5)(2/ 2201 o

1...15... 5= (%)"/2 = (%)"7 de modo que la serie es convergente.
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5.2.6 Convergencia absoluta y condicional

oo
Consideremos la serie Y a,, donde a, no es necesariamente positivo. Probaremos que
n=1

o0 o0
Z|an| converge = Zan converge (18)

n=1 n=1

o0
En tal caso se dice que Y a, converge absolutamente. Sean

n=1
af = 3enl +an),  ay = 3(lanl — an)
de modo que si a,, >0, a,} = ay,, a, = 0, mientras que si a,, <0, a;' =0, a,, = —a, = |a,|. Entonces
0 < ay < a|

&) (&) o0
Por el criterio de comparacion, si Y. |a,| converge, también convergerdn las series > a} y > a,. Por
n=1 n=1 n=1
— gt
lo tanto, como a,, = a,, — a,,, la serie

Z%—Z(I Z_:a ;a;

n=1

también converge.

o0 [ee]

Notemos, sin embargo, que > a, puede converger atin cuando Y. |a,| no converge. En tal caso se
n=1 n=1

dice que la convergencia es no absoluta o condicional. Si la convergencia es condicional, no se deben

reagrupar o reordenar los términos de la serie, ya que el limite de las sumas parciales dependera en este
caso del orden de los mismos. Esto no ocurre cuando la convergencia es absoluta.

(o]
Ejemplo: Mostrar que Zl %&‘) converge absolutamente.
n
Como ‘sen(n)| |S62§n)| <Lvn>1y Z —5 converge, Z |S€‘Il(n)| también converge por el criterio

de comparacion, por lo que la serie orlglnal converge absolutamente

5.2.7 Series Alternadas

Son aquellas en las que sus términos son alternadamente positivos y negativos, es decir,

o0
Z(—l)"“an:al—a2+a3—a4+..., an, >0 (19)
o0
o bien Y (-1)"a, = —a; + az — a3z +.... Existe un importante teorema de convergencia para este tipo
n=1
de series. Si
ant1 < ap Vn =1 y lim a, =0 (20)
n—oo

entonces (19) converge.
Podemos escribir la suma parcial para un nimero par de térmimos en la forma

Son = (a1 —az) + (a3 —aq) + ... + (agn—1 — a2n)

Como por hipdtesis as,_1 — as, > 0, vemos que Sa,, es una funcién positiva y creciente de n. En cambio,
para un numero impar,
Sont1=a1 — (ag —az) — ... — (azn — A2n41)

es una funcién decreciente de n, pues ag, — azp41 > 0. Ademds,

Son+1 — Sa2n = a2p41 > 0 (21)

—15 —



de donde obtenemos la siguiente cadena de desigualdades
a1 —az=5<51<...<8, <81 <. <5 <SS =0

Por lo tanto, Ss,, estd acotada superiormente, y Sony1 acotada inferiormente ¥ n. Ambas sucesiones son
entonces convergentes por ser mondtonas, es decir,

lim Sgn = Sp S lim Sgn_;,_l = SZ
n—oo n—oo
Ahora entra en juego la segunda de las hipétesis en (20). Tenemos, utilizando (21),
lim (Sgn+1 - SQn) = Sp - Sz = lim a2n+4+1 = 0
n—oo n—oo
de donde S, = ;. Tanto Say, como Sa,41 convergen pues a un mismo valor S para n — oo. Obtenemos
0<8 <8< <8 <8< Sopp1 <...85< 5 (22)

Sn

1 2 3 4 5 6 7 8 9

o0 (o]

Obviamente, > (=1)"a, = — >_ (—1)"*'a,. resulta también convergente con las mismas hipétesis.
n=1 n=1

Asimismo, si los a, son decrecientes sélo para n > ng > 1, con lim a, = 0, la serie (19) también

n—oo
converge, pues lo que sucede para n < ng no es relevante para la convergencia.

Una consecuencia importante de (22) es que
S — San < Sapt1 — San = a2n+1, Sant1 — S < Sont1 — Sont2 = A2ng2

pues S < Sy, v S > Sopio. El error |S — S,| es pues menor o igual que el término siguiente, tanto para
n par o impar:

S = Sn| < anpa (23)
Ejemplo 1: La serie
i (_1)n+1
n=1 n
o0
converge, pues % decrece con n y lim % = 0. Sin embargo, no converge absolutamente pues > %
n—oo n=1

diverge. Notemos que la serie converge lentamente (al valor In(2) como veremos luego). Para estimarla
mediante una suma finita S, con un error < 103, necesitamos %ﬂ <1073, es decir, n > 1000.
Ejemplo 2: La serie

e (71)n+1

ZT’ a>0

n=1
1

converge Va > 0 pues n% decrece con n y lim, . -5z = 0. Sin embargo, converge absolutamente sélo

para o > 1 (véase seccién 5.2.3).
Ejemplo 3: La serie
o0 _1 n
S a0
i n(In(n))
1

converge, pues lim,, . n(ln(ln))"‘ =0y A (n))a decrece paran > 2V a > 0. Pero converge absolutamente

s6lo para a > 1 (véase ejemplo 2 en 5.2.3).
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5.2.8 Series de diferencias

Mostraremos que si lim a, = L, finito,

n—oo
oo
E (an, — apy1) = a1 — lim ay,
1 n—oo
n—=

En efecto, S, = (a1 —a2) + (az —az) + ... + (an — apy1) = a1 — any1, de donde
lim S, =a; — hm Gp+1 = a1 — lim a, =a; — L.

n— 00 n—00
o0
Notemos que no es posible en general escribir la serie como la diferencia > a, — > an, pues Y. a, no
n=1 n= n=1
necesariamente converge. Por ejemplo,
oo oo
1 1
- =1- lim —=1
2D - G N
donde hemos supuesto a,, = % También podriamos haber escrito n(n1+1) = "T‘H — Z—ﬁ, con a, = ”T‘H,
obteniendo el mismo resultado: a; — lim a, =2—-1=1.
n—oo
Asimismo, si lim a, = L (finito) y k > 1 es un ntmero natural,
n—oo
(o] o0
Z p—Gpik) Z[(an+an+1+. ctansk—1)—(any1t. . Aanip—1tansr)] = artas+.. .+akfknlirrgo an
n=1 n=1
Por ejemplo, para k£ > 1 natural,
oo o0
1 1 1 1
Lotn kG AR TR
(o] oo (oo}
1 1 1 1 1 1 1 1 1
) Dy = Al T Dl by ey Sl D Coraricyd At TA USSR TR
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