Matematicas Especiales para Fisica Medica (curso 2007)

Series de Fourier (Resumen)

Introduccién:

Veremos ahora un nuevo tipo de desarrollo en serie vélido para funciones definidas en un intervalo
finito [ L, L], L > 0, o equivalentemente, funciones periddicas de periodo 2L, tal que f(x+2L) =
f(z) Vz. El desarrollo convergerd en cualquier caso a la extensién periddica de f, pues es en si
mismo periddico.

Desde el punto de vista matematico, el desarrollo en serie de Fourier puede considerarse una
generalizacién de la expansién de un vector v del espacio euclideo tridimensional R3 en una
base formada por vectores ortogonales (perpendiculares). Recordemos que v = (x,y, z) puede
escribirse como v = xe; + yez + zez, donde e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) son tres
vectores perpendiculares de longitud 1: e; - e; = 6;; = {(1) 27:&;’ donde el punto denota producto
escalar. De este modo, x = e -v, y = e -v, 2 =e3 - v. y se cumple v - v = 2% + y? + 22, donde
v - v es la longitud al cuadrado del vector.

En general, un vector v = (z1,...,x,) de un espacio euclideo n-dimensional puede escribirse

en la forma
n
V=) we;,
=1

donde los vectores e; forman un conjunto ortogonal (e;.e; = 0 si ¢ # j) y son de longitud 1
(e; - e; =1V ). Los coeficientes x; estdn dados por

T,=¢€-v, t=1,...,n

Se cumple ademés que v -v = 31 | ¥? (generalizacién del teorema de Pitdgoras).
Si consideramos la expansién anterior con vectores e; ortogonales pero de longitud arbitraria

no nula, entonces e; - v = Z?Zl zj(e; - e5) = xi(e; - ;) y por lo tanto

xi=(e;-v)/(ei-e), i=1,....n

—_\n 2(p. .
En tal caso, v-v = > 1"z (e - €).
El conjunto de funciones reales derivables definidas en el intervalo [—L, L] puede también
considerarse como un conjunto de vectores, pero en un espacio vectorial V' de dimensién infinita.
En este espacio el producto escalar esta dado por

)= [ @tz

Un conjunto ortogonal es un conjunto {fi, f2,...} de funciones no nulas de este espacio que
satisfacen (f;, fj) = 0 si @ # j, es decir, f_LL fi(z)fj(z)dr = 0 sii # j. Siel conjunto es
completo, una funcion arbitraria f de V puede escribirse como una serie

[e.e]

fla) = cifi(x)

=1

donde, debido a la ortogonalidad de los f;, se cumple que (f;, f) = ¢i(fi, fi), de forma que los
coeficientes ¢; estan dados por

(fn /) 5 file) f(2)dz

Ci: =

(fir fi) It () de

y determinan completamente la funci’on f. En tal caso se cumple

L n
(f.f) = / Pa)ds = Y(ediefy) = Y Hfi )
- =1

/L"j

1=



El desarrollo en serie de Fourier es un caso particular de este tipo de desarrollo, en el cual f;(x)
es de la forma cos(nwz) o sin(nwx), con ¢ = n natural (n =0,1,2,...) y w = m/L.

Desde el punto de vista fisico, el desarrollo en serie de Fourier puede verse como la descom-
posicién de una senal periédica de periodo 2L (y por lo tanto frecuencia angular w = 27/(2L) =
m/L) en términos de senales periddicas armoénicas simples de la forma cos(nwz) y sin(nwz).
De esta manera, cualquier sefial periédica (véase luego las conidiciones necesarias estrictas para
convergencia) puede escribirse como una serie de sefiales armonicas simples, y aproximarse por
una suma finita de senales armonicas simples con un grado de precision arbitrario.

Formalismo

Consideremos una funcién f : [-L, L] — R continua que posee un numero finito de méximos y
minimos en [—L, L], con L > 0. Entonces f(z) admite un desarrollo del tipo

00 . -
flz) = tao+ nz::l[an cos(nwz) + by, sin(nwr)], w= T (1)
Vx e (—L,L), donde
1 /L 1 /L
an = —/ f(z) cos(nwzx)dx, b, = —/ f(z) sin(nwx)dx. (2)
L/ LJ-L
Si ademas f[—L] = f[L], la serie converge a f en [—L,L]. La serie (1) se denomina serie

de Fourier, y es obviamente una funcién periédica de periodo 2L = 27 /w. Asi, w representa
frecuencia angular del modo fundamental, y nw la frecuencia angular de los armdnicos sucesivos.
Para z € R convergerd a la extension periédica de f, definida por f(z + 2L) = f(x) V z.

Obviamente, si f(x) es par (f(x) = f(—x)), b, = 0 V n, mientras que si f(z) es impar
(f(=z) =—=f(-x)), ap, =0V n. Notemos también que

la —l/L f(z)dzx
27 or )

es el valor medio de f en [—L, L].

Asumiendo vilida la expansion (1), resulta obvio que los coeficientes a,,, b,, deben estar dados
por (2), debido a la ortogonalidad de las funciones cos(nwz), sin(nwx) en el intervalo [—L, L]:
Se verifica, para n, m naturales, que

L 0 m#£n
/ cos(mwz) cos(nwz)dx = Lépn(1 + 6modno) =< L m=n>1
—k 2L m=n=0

L L
/ cos(mwz) sin(nwz)dr =0, / sin(mwz) sin(nwz)dr = Loy, p
L —-L

donde recordamos nuevamente que el simbolo d,, ,, se denomina delta de Kroneckery esta definido
por
5m,n = {(1) %?Z

Es decir, que las integrales de estos productos son todas nulas excepto cuando n = m y las dos
funciones del producto son iguales, en cuyo caso vale L sin =m > 1 (y 2L si n = m = 0 para el
caso del producto de cosenos). De esta forma, el resultado (2) se obtiene reemplazando a f(x)
por el desarrollo (1) en los integrandos de (2).

Si f satisface las condiciones establecidas salvo en un numero finito de puntos aislados
z. donde f es discontinua, en los que existen, sin embargo, los limites y derivadas laterales
f(zF) = lim__ s f(x), entonces la serie de Fourier converge a f(z) en los x donde f es continua,

C
pero converge al punto medio

slf (@) + f(a2)] 3)
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en los valores x. donde f es discontinua.

Convergencia uniforme: Si f posee derivada continua en [—L, L], y f[-L] = f[L], puede
demostrarse que la convergencia de la serie de Fourier es absoluta y uniforme para x € [—L, L]
(es decir, |Sp(z) — f(x)] < eV ax € [-L,L] y m > m.). En este caso la serie de Fourier es
derivable término a término, convergiendo la serie derivada a f'(z) para € (=L, L).

Si f(x) es discontinua en un punto x. o f[—L] # f[L] entonces la convergencia no es uniforme.
En tal caso, si derivamos la serie término a término obtendremos una serie que no necesariamente
es convergente punto a punto, aunque si converge en forma dbil como distribucién (véase el
ejemplo 4). Otra de las manifestaciones de la convergencia no uniforme es el fenémeno de Gibbs
en los bordes de una discontinuidad, discutido en clase.

Otras condiciones de convergencia. Puede también demostrarse que sélo asumiendo que
f_LL[f(x)]pdx existe para p = 1 y p = 2 = la serie de Fourier converge en media a f(z), es decir,

lim [f(z) — Sp(2)])?dz =0
n—oo [_ .
donde S,,(z) denota la suma parcial de la serie de Fourier, ain si f no es continua. Este tipo de
convergencia es menos restrictiva que la convergencia puntual.
Adn menos exigente es la convergencia como distribucién (convergencia débil): Se dice que
Sy converge a f como distribucion si
o0

lim Sp(x)g(x)dx = /_O:o f(z)g(x)dz

—
n—oo J_

para cualquier funcién de prueba g, atn si la serie S, () no converge puntualmente en ningin
punto (véase el ejemplo 3). Este es el tipo de convergencia aplicable cuando lo que se desarrolla
en serie de Fourier son distribuciones (se discutirdn en las préximas clases) y es muy utilizado
en fisica e ingenieria.

Ejemplos:
1) f(z) ==, x € [-L, L]. Dado que f(z) es impar, a, =0 Vny
1 [k - L2(-1)"*!
by, = 7 [Lxsin(nwx)dx = WEL +0= ﬂ()
por lo que
2L & sin(nwx)
_ =~ -1 n+1 < L 4
o= 2Ly ) (@

n=1
En 2 = +L, la serie converge a 3[f(L) + f(—L)] = 0.
La serie converge en realidad a la extension periddica
flz)=2—2nm si —7m+2nw <z <7m+2nm

siendo discontinua en x = 7 + 2n7.

2) f(z) = L2, |al < L.
En este caso, b, = 0 V n y puede probarse que a,, = (2L?/7%)(—=1)"/n? sin > 1, con ag = L*/3
(Probar como ejercicio!) por lo que
L? 21?2 & cos(nwz)
1,2 _
=gt Z(-U"T7 lz| <L
n=1

Notemos que la derivada de esta serie coincide la serie (4).
El desarrollo converge ahora también en x = +L, ya que f(L) = f(—L). Paraxz =0y L, el
desarrollo anterior conduce a las identidades (verificar como ejercicio!)

S S
— n2 127 “~n2 6
n=1 n=1
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3)

1
f(m):%, 0<|z|<a<l[L

con f(z) = 0si |z| > a. Obtenemos b, =0y a, = 1+ [, cos(nwz)dz = sin(nwa)/(nma) sin > 1,
con agp = 1/L. Por lo tanto,

o) = g7+ o 3 PO o), ol < 1 o)

Para © = =+a, la serie converge al punto medio ﬁ.

Se pueden extraer dos conclusiones muy importantes:

i) Al disminuir a, aumenta el nimero de coeficientes a,, con valor apreciable en (5). En efecto,
sin(nwa)/(nma) ~ 1/L si n < L/a, anuldndose por primera vez para n ~ L/a. El ntimero
de coeficientes a,, con valor apreciable aumenta pues como L/a al disminuir a. Cuanto mds
corto es el pulso (respecto de L) mayor es el nimero de frecuencias necesarias para representar
correctamente el pulso.

ii) Para a/L — 0, f(x) — 6(x) y obtenemos como limite

1

() = 713

i+ Z cos(nwz)] P Z e x| <m

n=1 n=-—00

que puede obtenerse directamente utilizando las férmulas usuales para f(x) = d(x). La serie
anterior no converge puntualmente, pero si converge como distribucion a §(zx) para |z| < L.

4) Si derivamos término a término el desarrollo (4) de f(z) = x obtenemos la serie
oo
Z 1) cos(nwz) (6)

que no converge puntualmente. Esto se debe a que f(—L) # f(L), siendo entonces la conver-
gencia de (4) no uniforme. No obstante la serie (6) converge como distribucién a

fl(x)y=1-2L i d(x— L+2mlL)

m=—00

que es la derivada (como distribucién) de la extension periddica de x (recordar dibujos y comen-
tarios de clase).

5) Ejemplo trivial. Si f(z) = 1+ 2cos(3wz), conm > 1, = b, =0V n, a3 =2,a0 =2y
an = 0 si n # m, como el lector podré facilmente verificar, por lo que el desarrollo en serie de
Fourier de f es obviamente la misma expresién. Lo mismo sucede para cualquier combinacion
lineal de senos y cosenos de frecuencia w o multiplo de w: El desarrollo en serie de Fourier de la
funcion definida como la suma

ao

f(z) = 5 1 Z ay, cos(nwz) + by, sin(nwzx)

n=1

es esta misma expresion.



Ejemplo 6:

1 el <1/2
f(“’)_{ 0 |z >1/2
Intervalo: [—1,1].

(—1)("_1)/27%7r n impar

1 1
ap = / f(z) cos(nmz)dr = { 0 n par by, = [1 f(z)sin(nrz)dr =0

-1

con ag = 1. Suma parcial de orden n:

n

Sn(z) = ag + Z am, cos(mmz)

m=1

Se muestran los graficos de f y S, paran = 1,3,5,11,21,51. Los dos tltimos paneles muestran la

grafica de la derivada % paran = 21y 51, que converge como distribucién a é(x+ %) —(z— %)

en [—1,1].
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Desarrollos de medio rango

Si f(x) = f(—x) (funcién par) = b, =0V ny

2

flz) = % + f: an cos(nwx), a, = 7 /OL f(x) cos(nwzx)dz

n=1

Si f(z) = —f(—=) (funcién impar) = a, =0V ny
Z by sin(nwzx), b, = —/ f(x) sin(nwx)dz
n=1 LJo

Una funcién f definida en [0, L] puede pues desallorarse tanto en serie de cosenos como en serie
de senos en la forma anterior, convergiendo la serie a la extension periddica par o impar de f
respectivamente.

Ejemplo: Consideremos f(z) = 1 para x € [0, L]. El desarrollo en serie de cosenos es obvia-
mente f(z) = 1, ya que la extensién par de f es la funcién constante 1. El lector podra
comprobar facilmente que ag =2 y a, = 0 para n > 1.

El desarrollo en serie de senos es en cambio no trivial, ya que la extension impar de f no es
constante (recordar dibujo). Se obtiene

 2cos(nwz),, 2 n _ (0 npar
/ 1sm nwx nLw |o = _E[(_l) - 1] - {% n impar
por lo que
4 X sin((2n 4 1)we)
1== , O<ax< L
ie nz:;) 2n + 1 v

En z = 0 o L la serie converge a 0 (punto medio), mientras que para —L < x < 0 la serie
converge a —1.

Forma compleja del desarrollo

Recordemos que

€T = cos(nwr) + i sin(nwax)

Por lo tanto

cos(nwx) = %(ei”“”’" +e7 M) sin(nwz) =

Reemplazando en (1), podemos entonces escribir (1) como una serie de potencias en % (e =

(e)"):

o o0
flx)=co+ Z €T W _ p Z c, e (7)
n=1 Ne——o0
o0
con P Y = lim Z el valor principal y
n=-—o00 m—0 n—_m

1 L )
Cp = %(an - lbn) = ﬁ LL f(q,‘)eilnwwdg% C_p = %(an + Zb 2L / f lnwxdx (8)

con ¢y = %ao = ﬁ f_LL f(z)dz. Es decir, sobreentendiendo en las férmulas siguientes el valor
principal,

f Z Cneznw;t’ con ¢, = 2L/ f —znwxdw

n=—oo
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Para f(z) real, c_,, = ¢};. En tal caso, a, = ¢, + c_p, = 2Re[cy], by = i(cn — c—n) = —2Im]cy).
Esta forma resulta en general muy conveniente. Notemos que se verifica, para n, m enteros
cualesquiera,

l’mwl‘ —ln‘dl’ Zw’m n ]. n=m _
2L/ dac—2L/ )da:—énm—{o > w=m/L

donde hemor tenido en cuenta que et (m—mL — gdim(n=m) — (_1)n=m de modo que las fun-
cioens €% son ortogonales con el producto interno complejo (f,g) = f_LL ff(x)g(x)dz. La
expresién (8) para ¢, se obtiene pues directamente reemplazando f(z) en el integrando de (8)
por la ltima serie de (7).

Como ejemplo trivial, el desarrollo de Fourier complejo de f(x) = cos(2wz) es
cos(2wz) = %em’z + %6_12“)1, es decir, ¢co = c_9 = %, con ¢, = 0 sin # +2. Mas €j. en la

préactica.

Identidad de Parseval

Utilizando la ortogonalidad de las funciones sin(nwx) y cos(mwz), o bien la forma compleja del
desarrollo, puede facilmente demostrarse la identidad de Parseval:

L ) 00
ff= [ Fade = Lha+Y @+ =2LP 3 ol
B n=1 n=-—00

que puede interpretarse como la generalizacién del teorema de Pitagoras.

Demostracion de la convergencia de la Serie de Fourier

Demostraremos ahora la convergencia de la serie de Fourier para el caso de f(z) derivable en
[—L, L], y asumiremos, para simplificar las expresiones, L = 7. Las sumas parciales estdn dadas
por

n

Sn(x) = a0+ > am cos(mz) + by, sin(ma)

m=1
= %/W(t)dt{% —i—Z cos(mx) cos(mt)+sin(mz) sin(mt)}
o m=1

/7:5 {2+Zcos /f n(t —x)dt

con
. 1 . 1
n n cilntl)s _ —ins ez(n+§)s N e—z(n-‘rg)s
_ 1 _ 1 _
Ku(s) = 3+>_ cosfms] =33 ™ 2(es —1)  2(ei5/2 — e 5/2)
m=1 m=—n

sin[(n—+1)s]
= 95 1 s (9)
sin[5 5]
donde se asume que si s = 0 o en general s = 2km, con k entero, K, (2km) = ligr]lf Ky(s) =n+ %,
S—4RTT

que es el valor correcto de la suma para s = 2kw. Ademds, de la suma que define a K,(s) se ve
que

[ Kt — 2)dt = = (10)



Por lo tanto,

Su() = @)+ [0 = F@)Kale — )it

1/w?w—ﬂm

) -a2sin[% (t—2)]

= f(z)+ sin[(n+3)(t—z)]dt (11)

Necesitamos ahora el lema de Riemann-Lebesgue: Si g es continua en [a, b], salvo en todo caso
en un numero finito de puntos en los que permanece acotada, entonces

lim /abg(a:) sin(sx + a)dz =0 (12)

§—00

(Recordar interpretacin grafica dada en clase). Si g es derivable en [a,b], la demostracién de
este lema es inmediata: Integrando por partes,

/abg(:r) sin(sx)dx = _g(x)cosisa?)

S

b b
—1—/9'(:6) cos(sx) s

lo cual tiende a 0 para s — oo ya que |cos(sz)| < 1. El mismo razonamiento es vélido si g
es derivable salvo en un nimero finito de puntos, siempre y cuando existan (y sean finitas) las
derivadas laterales.

Es inmediato demostrar ahora la convergencia del desarrollo para x € (—m, 7). En este caso,
la funcién g(t) = % sit # x, con g(x) = f'(x), es continua V ¢t € [—7, 7|, incluyendo
t = x si f es derivable:

f&) —fl=)
M sl —a) (@)
por lo que la integral en (11) se anula para n — oo y
lim Sp(z) = f(z) Vo € (—m,7) (13)

n—oo

Si x = %, el denominador de g(t) se anula tanto para t — 7w como ¢t — —m. Sin embargo,
si x = +m, K,(t — x) es una funcién par de ¢ y por lo tanto,

0 T
/ Kn(t—x)dt:/ Kot — 2)dt = Lr
- 0
Para x = +7 podemos entonces escribir

_ S +f(=m) L f)—f(m) L0 ft) — f(=m)
Su(z) = 2+7T/02Sm[5(t_x)]sm[(n+%)(t—m)]dt+/ EAL . Al

m)_x2sin[3(t — z)] sinf(n + ) (t — )]dt

donde el primer y segundo cociente permanecen acotados parat — 7y t — —m respectivamente
(tienden a f’(£m)). Aplicando el lema de Riemann, obtenemos pues

lim S, (+7) = fm) + f(=m)
n—00 2
coincidiendo con f(£7) si f(7) = f(—m).
Cabe destacar que si f es continua en [a,b] pero f'(z) no existe en un ndmero finito de
puntos aislados x., donde si existen en cambio las derivadas laterales

FE(2e) = lim L (14)

la serie también converge a f(x) atn para x = x.. En tal caso g(t) = % es continua
para t # = y permanece acotada para t — x, aun si x = z, ( limi g(t) = f’i(xc)), cumpliendo

t—x;

con las condiciones del lema.



Demostremos finalmente que en caso de discontinuidad de f en z = x, la serie de Fourier
converge al punto medio 1[f(z}) + f(z7)]. En primer lugar, si z € (—m,7), combinando (10)
con el lema (12) obtenemos, para ¢ > 0,

z+e

™= lim K (t —x)dt = nh—{go K (t —x)dt
x-l—a
= th_)ngo K,(t—x) dt—QnILngo/K t—x) (15)

por ser K, (s) par.
Notemos ahora que g(t) = % satisface las condiciones del lema para ¢t € [—m, 7| si
T # X, y para t # x. si x = x.. En este caso,

Slwe) = = [FORAt— v+~ f() Wt — zo)dt (16)

T T

La segunda integral podemos escribirla como

xt) 7 7T —fxf
e e e X LI

_ W)

Para n — oo, el segundo término se anula por el lema de Riemann, pues g(t) I
2sin(5 (tc)]

permanece acotado para t — 1 ( hm g(t) = f'"(x.)), mientras que el primer término tiende a

t—»xc

$f(z}). Analogamente, la primera integral en (16) tiende a 3 f(z). Esto conduce al resultado

(3)-



