RESOLUCION DE LA ECUACION DE LAPLACE
POR SEPARACION DE VARIABLES

Arménicos circulares

Consideremos la ecuacién de Laplace Au = 0, con
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en un sector circular 11 < 17 <719, 0 < 0 < a < 27.

Planteando una solucién producto u(r,8) = R(r)©(9),
se obtienen las ecuaciones
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con k constante, cuyas soluciones son
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(la ec. para R es del tipo de Euler y su solucién es de la
forma r*, con A determinado por A(A — 1) + A — k2 = 0,
o sea, A = +k; si k = 0 la otra solucién 1. i. de v =1
es 7’ Inr = Inr). Obsérvese que k puede ser en principio
real, imaginario o complejo (si k = k, +ik;, r*¥ = ekn7 =
ek 17 [cos(k; Inr) + i sin(k; Inr)]).

Como ejemplo, si u(r,0) = u(r,a) =0, con

u(r1,0) = f1(6), u(r2,0) = f2(6)

= a =0y k = nn/a (real), con n > 1. La solucién
general es entonces

Z(Anr"”/a + Bpr~ /) sin(nwf/a)  (3)

n=1

u(r,0) =

donde las constantes A, y B, pueden obtenerse a par-
tir del desarrollo en serie de senos de f1(0) y f2(6). Se
dejan los detalles para el lector. Obviamente, si u debe
permanecer acotada y r; = 0 = B,, = 0, mientras que si
r1>0yro=00=A4,=0.

En el caso de un anillo circular 0 < 8 < 27, con 71 <
r < 1y, u debe ser monovaluada, lo que implica k = n,
con n entero (y b= 0si k =n =0). La solucién general
es pues de la forma

U(T‘, 0) = A0+BO Inr

+ i(Anr" +B,r~")[an cos(nd)+b, sin(nd)]  (4)

n=1

Nuevamente, si 71 = 0 = By = 0, B,, = 0, mientras que
sirg=00,By=0,4,=0,n>1.

Solucién de Poisson

Consideremos ahora en detalle el problema de determi-
nar una funcién arménica u en el interior de un circulo
deradiors = a (0sea 0 <r < a, 0 <6 < 27m) cono-
ciendo los valores de u en el contorno, u(a,f) = f(6). La
solucién general debe ser pues de la forma

u(r,0) = do 4 i r"[an cos(nd) + by, sin(nd)] (5)

2

n=1

Por lo tanto,

u(a,8) = f(0) = %0 + i a"[ay, cos(nf) + by, sin(nd)]

n=1

de donde, recordando la expresién de los coeficientes del
desarrollo en serie de Fourier,

an = — cos(nG)f(G)dG by = —/sm (n@)f(0)do, n>1
Y

con ¥ = + Ozﬂ f®de = {f). Reemplazando

en (5), y teniendo en cuenta que cos(nf)cos(nd’) +

sin(nf) sin(nd') = cos[n(f — 8')], obtenemos

u(r,0) = —
0

TS cosin(o — 8]} £ (00

Definiendo z = (r/a)e?, con |z| < 1, tenemos

1 — 1" _ 1 - n_ ip.ltZ
3+ ,;1 pr cos(nfd) = Re[§+n§1z ]= §Re—1_z
= 7612 —r d*(r,a,0) = a* +r*> — 2ar cos()
~ 2d%(r,a,6)’ e

Obtenemos de esta forma la solucién de Poisson,

a®—r? (*"  f(0")d6’
ulrf) = 5 A(ﬁmma—wy r<a (6

Notemos que d(r,a,0 — 0') es la distancia entre el punto
(r,8) del interior del circulo y el punto (a,8’) del borde
(recordar dibujo hecho en clase).

Comentarios:
1)Sir=0,d>=a’y

1

2
0,0 0")do' =
u©,0)= o= [ f@)d8' = (f)
El valor de u en el centro del circulo es pues el promedio
de los valores de u en el borde del circulo. Como esto es
vélido para cualquier circulo con centro en (0,0) y radio
r < a, vemos que el valor de una funcién u, armdnica

en una regién R, en un punto cualquiera (z,y) € R es



igual al promedio de los valores de u sobre cualquier cir-
cunferencia con centro en (z,y) contenida en R, y por
lo tanto, sobre cualquier regién circular con centro en
(z,y). Una funcién arménica no puede pues poseer ex-
tremos (méximos o minimos) en el interior de R (ya que
en tal caso el valor en el extremo seria superior o inferior
al promedio), estando los extremos siempre en el borde
de R.

2) Problema exterior: Consideremos ahora el problema
de determinar u(r,6) en el exterior del circulo, es decir
r > a, conociendo los valores en el borde, u(a, ) = f(6).
Podemos repetir el esquema anterior pero es mas facil
emplear el siguiente procedimiento de inversién. Si u(r,8)
es una funcién armdnica de la forma general (4), entonces

v(r,0) = u(—,0) = AO—BOIn—

2n n

a?
r
> r
Z "azn)[a" cos(nf) + by, sin(nb)]
es armoénica pues es también de la forma (4), y cumple
v(a,0) = u(a,d). Ademss, si u estd definida para r < a
= v estard definida para a?/r < a, o sea, r > a. Por lo
tanto, la solucion para el exterior del circulo sera

a2 r2 — a2 2w f(el)del
fu(r,ﬁ)—u(T,G)— o ), Plra,6—0)’ r>a
(notar que d(— a,0) = %d(a,r,0) = %d(r,a,0)). Esto

equivale al intercambio a < r en (6).

En forma andloga se resuelve el problema de Neumann
(Au =0, con &%|,—, = f(6) y (f) = 0) para el interior y
exterior del circulo (se deja como ejercicio).

3) La solucién (6) puede escribirse como

2m
u(r,8) = K(r,a,0 —6')f(6')do’
0
o — 2
K(r,a,6) = 27[a2 + 12 — 2ar cos(6)] @
donde K(r,a, ) representa la solucién para f(6) = §(9).

K(r,a,0) es una

5(6),
con lim K(r,a,0) =0si6 #0 (0 en general, § # 2nm,

r—a”
y lim K(r,a,0) =
r—a—

Puede comprobarse que u(r,f) =
funcién armoénica que satisface hm K(r,a,6) =

n € Z)

hecho en clase).

oo (recordar el grifico de K

Armoénicos esféricos y solucién de Poisson para la
esfera

Consideremos ahora la ec. Au = 0 en una regién
esférica g <r <1y, 0< 6 <271, 0 < ¢ < 27, donde
(r,0,¢) son las coordenadas polares usuales (definidas

por x = rsinfcos¢, y = rsinfsing, z = rcosd). Em-
plearemos la notacién Q = (6, ¢), con dQ = sin8dfd¢.
En estas coordenadas,
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Planteando una solucién producto u(r, ) = R(r)Y (£2),
se obtienen las ecuaciones
1 2 /! k2 2
R'+°R-"R=0, AgV=-kY
r r2

con k constante. Hemos visto que la solucién de la parte
angular es acotada y monovaluada sélo si k2 = I(I + 1),
con | natural, con Y(Q) = Y,,() el armoénico esférico
de orden I:

— BaYim($) = 1T+ 1)¥im(Q),

\/(2l+ 1)(1 — |m])!
4r(l + |m|)!

donde Pllm‘(:c) es el polinomio asociado de Legendre (y

—l<m<l, [=0,1,...

m|m|

Yim () = /™ (cos )e™ (~1)

PY(z) = Py(z) el polinomio de Legendre). Y, (Q) son
las autofunciones normalizadas de Agq:
/Ylm(Q)Y}f‘m, ()dQ = oy Oy 9)

donde [ dQ = [T [2"sinf#dd¢ denota la integal sobre
toda la superficie esferlca y Y2 (Q) = (-1)"Y_n(Q) en
la presente convencién de fases

La ec. para la parte radial es nuevamente del tipo de
Euler, con solucién 7* y A determinado por

AA=1D) +22 =11 +1)=0

cuyas soluciones son A = [, A = —[ — 1. La solucién
producto es pues de la forma
RMY(Q) = (@' + b= Yim(Q)

Soluciones independientes de ¢ (es decir, invariantes
frente a rotaciones alrededor del eje z) corresponden a
m = 0, con [ arbitrario, mientras que soluciones inde-
pendientes de 6 y ¢ (es decir, invariantes frente a rota-
ciones) se obtienen sélo para [ = 0, y son de la forma
u(r) =a+b/r.

La solucién general para u(r,2) es pues de la forma

Z Z [a1mr’ + ,+1]Yzm(ﬂ) (10)

=0 m=-—1

Para soluciones acotadas, si 1y = 0 = by, = 0 mientras
que si 1y = o0 = apy, = 0.



Consideremos ahora el problema de determinar la
funcién armoénica u(r, Q) en el interior de una esfera de
radio r2 = a, conociendo sus valores en la superficie,
u(a, ) = f(). La funcién debe ser pues de la forma

%) l
=z Z alm’l‘lYlm(Q) (11)

=0 m=-1

La condicién de contorno implica

o] l
=3 ) amdYim ()

=0 m=—-1

=f()

que representa el desarrollo en serie de armdnicos
esféricos de f(€). Teniendo en cuenta (9), los coeficientes
estaran dados por

aim = 57 [ Yin(@f(@)a0 (12)

Si f() = f0) = am = 0sim # 0y u(r,Q) =
OocrlPCOSG,conc:a 2+l G f(Q) = ¢ =
l;) 17" Py (cos 0o) ! 10/ “i ()

=0 para Il # 0 (por ortogonalidad de P;, | # 0, con
Py=1) yu(r,Q) =c
En general, utilizando (12) obtenemos

/ TS Y @Y @@

=0 m=-—1

)dQY'

(13)
Para evaluar esta serie recordemos primero el teorema de
adicion para armoénicos esféricos,

ZYlm

m=—I

)Y () =

2
! 4+ Pi(cosfo)  (14)

donde 6 es el angulo entre las direcciones determinadas
por Q y ', y queda definido por

cos(fp) = n(N2)-n(Q')
= cosfcosf' +sinfsind cos(¢p — ¢') (15)

con n(f2) = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosd). La ec. (14) re-
fleja el hecho de que el primer miembro es un escalar que
depende sélo del dngulo 6y entre Q y Q. En tal caso,
eligiendo Q = (8,¢) = (0,0), y dado que Y;,,(0,0) =

6moYi0(0,0) = 1/ ZEL (pues P/"(1) = 6mo), obtenemos

!
> Yim(0,0)Yim(?) =

m=-—1

Yio(0,0)¥;5(Q) = 2L Py (cos 6')

lo cual conduce a (14) pues g = 6’ si § = 0. Asimismo,
(14) refleja el hecho de que como funcién de 2, P;(cosfq)
es también autofuncién de Ag con autovalor —I(l+ 1),y

debe ser por lo tanto combinacion lineal de las autofun-
ciones Y7, (Q) con el mismo I:

Pi(cosfo) =

Cm Q) Py (cosbp)dQ = 2l+1 Y (Q)

I
NI
iy
S*

Debemos ahora evaluar la serie

o

Z(Zl + 1)(2)1131((30500),

=0

r<a (16)

Para ello, recordemos la expansién

1 Oyl
- " p .
d(T‘, a, 00) ; alt+1 l(COS 90)7 r<a ( 7)

d(r,a,60) = (a®+ 1% — 2arcosg)'/? (18)
que puede obtenerse reconociendo que el primer miembro
es una funcién armdnica tridimensional de r, 6y para r <

oo

a 'y que por lo tanto debe ser de la forma Y ¢;r! P(cos ).

=0
Para 6 =0, d7'(r,a,0) = (a — )~ = a1 32, (r/a),
por lo que ¢; = 1/a'*!. Derivando ahora (17) respecto

de r obtenemos

ZZF (cosbyp) = r Z Py(cosby)
1=0 =
B —r(r—acosbp)
~ (a247r2—2arcosfy)3/2
Por lo tanto,
o0 2 _ .2
a?—r

(214-1) (=)' P,(cos 8

; 1(costo) = (a2 + 12 — 2ar cos 0y)3/2

(19)
Utilizando (13), (14), (19) obtenemos finalmente la
solucién de Poisson para el interior de la esfera,

a(a®?—r? NdQY
/d ra00)’ r<a (20)

donde 6y estd determinado por (15) y d(r,a,6p), dado
por (18), es la distancia entre el punto r de coordenadas
polares (r,Q) situado en el interior de la esfera y el
punto ' = (a,Q') de la superficie (recordar el dibujo en
clase). Si Q = (6,¢) = (0,0) = 6, =4".

u(r,Q) =

Comentarios:

1) Nuevamente, en el centro de la esfera (r = 0), el valor
de u es el promedio de sus valores en la superficie, pues
en este caso d = a y entonces

1 ' r_
= 3 [ #@a = )



u(z,

El valor de una funcién armdnica v en un punto es pues
el promedio de los valores en cualquier superficie esférica
con centro en ese punto, contenida en la regiéon R donde
u estd definida, y por lo tanto en cualquier esfera con
centro en el punto. No puede pues poseer extremos en el
interior de R.

2) Problema exterior: Consideremos el problema de
determinar u arménica en el exterior de la esfera (r > a),
concociendo sus valores en la superficie, u(a, ). A partir
de (10) vemos que si u es arménica, entonces

v(r, Q) = —u(—,Q)

2l+1 l

Z [alm l-‘rl +blm 2l+1]Y2m(Q)
=0 m=—1

es también armoénica pues es de la forma (10), y satisface
v(a, Q) = u(a, Q). Ademds, si u estd definida para r < a
= v estard definida para r > a. Por lo, tanto, la solucién
para el exterior de la esfera es

a? a(r? — a? NdQY
—. 0
r’ )= /d (r,a,6p)’ r>a

3) La solucién (20) puede escribirse como

v(r,Q) = ;u(

u(r,Q) = /Kra 60) f(2)dQ
Kmm%)zzg%%%j (21)

donde K (r,a,fp) es la solucién para f(Q) = §(Q— Q') =
0(8 —0")5(¢p — ¢')/ sin(F). Puede comprobarse que K es
armonica y satisface lim K(r,a,fp) = (2 — Q).

r—=aT

Armédnicos rectangulares

Consideremos ahora la ec. de Laplace Au = 0 en el
interior de un rectangulo 0 < z < a, 0 < y <b. Estudi-
aremos el problema de Dirichlet correspondiente, o sea,
la determinacién de u a partir de sus valores en el borde
del rectangulo,

b) = fl(x)a U(.CL',O) = f2(x)a u(aay) = f3(y)a u(O,y) =

Debido a la linealidad de la ecuacién y el consiguiente
principio de superposicién, podemos escribir la solucién
en la forma

U =u +uz+us+uy

donde u; es la solucién para fo = f3 = fs = 0y, en
general, u; aquella para f; =0 si j #14.

Consideremos por ejemplo wu;.
solucién del tipo

Planteando una

fa(y)

tenemos Au; = X"Y+XY" =0,0sea, X"/ X+Y"]Y =
0, obteniéndose las ecuaciones

//:_kzX Y":sz

con k constante. Las soluciones son de la forma
X (z) = Acos(kzxHB sin(kz), Y(y)

parak # 0y X(z) = A+ Bz, Y (y) = C+DY para k = 0.
Como u1(0,y) = u1(a,y) = 0= X(0) = X(a) =0, lo que
implica k = nw/a (real), con n = 1,2,.... La condicién
u1(z,0) = 0 implica ademas C = 0. Por lo tanto,

X (2)Y (y) = Asin(kpz) sinh(k,y), kn, =nw/a

y la solucién general para u; es

ur(z,y) = Z Ay, sin(knz) sinh(kny)

n=1

La condicién de contorno

uy(z,b) = Z A, sin(k,z) sinh(k,b)

n=1

determina los coeficientes A,

2 @ .
An = asT(knb)/O f]_ (1') Sln(knm)dﬂf

La solucién final puede pues escribirse como

1(z,y) /[—Zsm T smk:c)smhi ;]fl( "dz
(22)

En forma andloga se procede para los demés casos. Por
ejemplo, us(x,y) serd de la forma

y) = Z Cyp sin(kpz) sinh[k, (b — y)]

n=1

Se dejan como ejercicio los demés casos y detalles, asi
como el problema de Neumann correspondiente.

Consideremos ahora el caso en que a — o0, es decir,
la franja > 0, 0 <y < b. Consideremos las condiciones
de contorno

U(JI,O) = u(x,b) =0, u(O,y) =

Planteando una solucién de la forma u(z, y)
tenemos

f)
= X(2)Y (y),

" _ 1.2 n __ 2
=kX, Y'=-kY
cuyas soluciones conviene escribirlas como
X(z)

= Aef® + Be7**, Y(y) = C cos(ky) + D sin(ky)

= C cosh(kyHD sinh(ky)



La condicién u(z,0) = u(x,b) = 0implicaY (0) = Y (b) =
0, y por lo tanto C =0, con k = nw/b, real, n =1,2,....
Si exigimos que u permanezca acotada para z — oo =
A = 0. Por lo tanto,

X(z)Y (y) = Be *%sin(k,y), kn,=nn/b

y la solucién general es

Z Ape~F

La condicién de contorno

* sin(kny) (23)

u(0,) Z Ay sin(kny)

determina los coeficientes A

/ f(y) sin(kny)dy

La solucién final puede escribirse como

b
u(z,y) = %/0 D e

La serie puede en este caso evaluarse ficilmente como
suma de series geométricas, escribiendo sin(kn,y) =

kn® sin(kny) sin(kny)] f (v')dy'

(eikn¥ — e=kn¥) /(2{) y recordando que
oo . oo 1

—kn(z+iy) — —k(z+iy)yn -
$ebten = Sk L
n=0 n=0

El resultado final es
Z e”

? sin(kpy) sin(kny') =

2e~k2 (1 — e~2k2) sin(ky) sin(ky')

(1+e2kz —2e~kz cosk(y+y'))(1+e— 2k

El integrando decrece exponencialmente con x (recordar
dibujo). Los factores en el denominador son la distan-
cia al cuadrado entre los puntos de coordenadas polares
(e7*® ky) y (1, +ky') (ver seccién de variable compleja).

Problema del semiplano

Consideremos ahora el semiplano y > 0, x € . Re-
solveremos la ec. Au = 0 conociendo los valores de u en el
eje z, u(z,0) = f(x). Planteando nuevamente separacién
de variables, u(z,y) = X (2)Y (y), tenemos

"n_ _kZX Y” — kZY

con k constante, cuyas soluciones escribimos ahora en la
forma

X(z) = Ae** 4+ Be~*2 Y (y) = Ae "+ Beh, ke R

—2e~kz cos k(y—1y'))

Si queremos que u permanezca acotada para y — 0o =
A=0sik <0y B=0sik>0,los que podemos resumir

como Y (y) = Ce~!*l¥. Por lo tanto,
X(@)Y(y) = Cethe e~ Ikly
y la solucién general (ahora k es un indice continuo) es
u(z,y) = / A(k)e* e~ kly g (24)
—0o0

donde la integral denota valor principal. La condicién de
contorno

u(z,0) = / A(k)et*® dk

determina ahora la funcién A(k), que no es otra cosa que
la transformada de Fourier de f(z) dividida por /2.
Recordando las férmulas de inversién obtenemos

— 1 = —ikz
=5 /_oof(x)e dz

Insertando esta expresién en (24) obtenemos

wo) = [ K=o S

con
1 [ 1 T
K(z,y) = — / etke=lklygr = —Re / e~ Flv=izl g
21 J_ o T 0
U pe ! 1y

o e[y—im] T Tty
Obtenemos finalmente

o0 ! d !
Y / f(z')dx (25)
T J oo (. — )2 + 32
El denominador es nuevamente la distancia al cuadrado

del punto (z,y) al punto (z',0) del borde. Notemos que
lim K =4
Jim, K (z,y) = 6(z)

u(z,y) =

En efecto, K(z,y) > 0siy > 0, con 1iI(I)1+ K(z,y) =0si
Yy—
z#0y lim K(0,y) =
y—0+

/ K(z,y)dz = —/ _yde _ - arctan(%) =1

oo+ y?
El resultado (25) puede obtenerse también directamente
de la solucién de Poisson para el interior del circulo,
considerando un radio ¢ muy grande y un punto (z,y)
proximo a la superficie (con y medido desde el borde del
circulo, recordar el dibujo), en el limite a > a —r = y.
En tal caso, d*(r,a,0) — (z —2')®> + 42, a®> —1r? =
(a+7r)(a—7r) = 2ay y adf — dx’, por lo que
g0y /°° f(a')da'
2t Jo d(r,a,0) oo (=) +y?

con f(z') = g(z'/a).

El resultado (25) puede obtenerse también por funcién

de Green y por métodos de variable compleja (ver
préximas secciones).

0. Ademads,

—0o0

a®—r?




Arménicos rectangulares en 3 o mas dimensiones

En forma completamente andloga puede tratarse la
ecuacién Au = 0 en regiones del tipo 0 < z < a,
0<y<b 0< 2z <eg ete, en 3 0 més dimensiones.
Consideremos por ej. las condiciones de contorno

u(anaz) = u(a,y,z) =0, U(Z‘,O,Z) = U(Ji,b, Z) =0

U(Z’;yao) =0, u(mayac) = f(xay)

Planteando una solucién del tipo wu(z,y,z) =
X(2)Y (y)Z(z), obtenemos X"YZ+Y"XZ+Z"XY =0
y por lo tanto, dividiendo por XY Z,

X" X+Y"]Y+2"]Z=0
de donde
X"=-kX, Y'=

2 _ 2 2
kY, Z" = (k3 + k,)Z

con k;, ky constantes. Las soluciones son de la forma

X (z) = Acos(kyz)+Bsin(kyz), Y(y)

Z(z) = Ecosh(k,z) + Fsinh(k,z2), k., = \/M

Para las presentes condiciones de contorno, A = C =
E = 0, por lo que la solucién producto es de la forma
sin(k) sin(ky ) sinh(k,2), con k, = nw/a, ky, = mn/by
n, m naturales > 0. La solucién general es pues

)= Z Anm sin(%x) sin(%y) sinh (kpm 2)

n,m

2 2 « .
con kpm = my/ oz + . La condicién de contorno

u(@,y,¢) = f(z,y)

u(z,y, 2

n,n

determina los coeficientes A,,,,, por medio del desarrollo
bidimensional en serie de medio rango de senos:

22
Anm = ab smh

mm

La solucién para condiciones de contorno no nulas en ¢/u
de los lados se resuelve por superposicién (de 6 soluciones
en 3 dimensiones).

Arménicos cilindricos

Consideremos ahora la ec. Au = 0 en el interior de un
cilindro de radio a y altura b, 0sea0 <71 < a,0 <8 < 27,
0 < z <b. En coordenadas cilindricas,

2

A= A(T9)+82

= C cos(kyy)+Dsin(kyy),

= Z Apm sin(%r:c) sin(?y) sinh(kpmc)

/dm/dyf x,y) sin —x) sin(—vy)
nmc a

con A(,, 9y dado por (1). Planteando una solucién del tipo
u = v(r,0)Z(z) obtenemos las ecuaciones

Z" = k‘QZ, A(ng) v = —k21}
La solucién de la primera ecuacién es

Z(z)

Escribiendo v = R(r)©(8), la segunda ecuacién implica

= E cosh(kz) + F'sinh(kz)

R n?
- k2 - —
(k- TR =0

@II — _n2®7 R”+

cuyas soluciones generales son

R(r)

donde J,,, Y,, son las funciones de Bessel de primera y
segunda especie (recordar clase respectiva). En el pre-
sente caso, la condicién de R acotado para r — 0 implica
D = 0, mientras que la de ® monovaluada, n entero.

Consideremos por ejemplo u = 0 en el borde lateral
(u(a, 8, z) = 0) e inferior (u(r,d,0) = 0), con u(r,d,b) =
f(r,0). Esto implica k = kyu,/a, con kyy, los ceros de
Jn (Jn(knm) = 0) y E = 0. Recordando que para n
entero, J_,(z) = (—1)"J,(z), la solucién general puede
pues escribirse como

0(0) = Aei"® 4 Be~ind, = CJ,(kr) + DY, (kr)

o

Z Z AnmJn(knmr/a)ema sinh(knmz/a)

n=—oo m=1

u(r,8,z) =

Para z = b, esto conduce al desarrollo de Fourier-Bessel
de u(r,8,b) = f(r,6). Recordando que

e

Tt (o )€V e drdf

= 8t Oy A JL(knm)2 (26)
obtenemos
A _ fO Q)Jn(knmr/a)e’mgrdrde
M w0 T (kun)? sinb (kumb/a)

En forma andloga se resuelve el caso con dato en la
base. En cambio, si el dato es u(a,8,z) = f(0,z2), con
u(r,0,0) = u(r,0,b) = 0, tenemos k = imm /b, con m
entero, y debemos plantear una solucién de la forma

o0 o0

Z Z A I (mar [b)e™ sin(marz /b)

m=1n=—o0

u(r,8,z) =

donde I,(z) = (—i)"Jy(iz) es la funcién de Bessel mo-
dificada de primera especie. Se obtiene un desarrollo en
serie de Fourier bidimensional para u(a,4,z) = f(6,2),
dejandose los detalles como ejercicio.



