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Practica 5 — Desarrollos en autofunciones

Método variacional, series de Fourier

Esta practica abarca los siguientes temas:

a) Problema de autovalores en 3 dimensiones y problema variacional asociado: funcional “energia” y cociente
de Rayleigh. Casos de las distintas condiciones de contorno. Aproximacion de Rayleigh-Ritz.

b) Desarrollos en serie generales en espacios vectoriales de dimensién infinita. Desarrollos ortogonales: coeficientes
de Fourier y desigualdad de Bessel. Tipos de convergencia: puntual, absoluta, uniforme, en media (o métrica),
débil (como distribucién). Sistema completo de vectores (base de un espacio de Hilbert).

¢) Desarrollos en serie de autofunciones: existencia de conjuntos completos para ciertos tipos de operadores.
Identidad de Parseval. Operador de Fredholm como inversa del operador SL. Desarrollo en serie de autofun-
ciones del operador de S-L: funciones con derivada segunda, desarrollo de la funcién de Green.

d) Series de Fourier. Coeficientes de Fourier. Tres teoremas de Fourier sobre convergencia. Convergencia uni-
forme, derivacién e integracién término a término, fenémeno de Gibbs. Series de Fourier pares e impares.
Forma compleja de la serie.

Bibliografia: Duff y Naylor (1966, cap. 6, sec. 2.7), Naén et al. (2012, sec. 1.3 y 1.4).

Problema 1. Encuentre la funciéon de Green del operador de Sturm-Liouville del problema 8 de la practica 4 como
un desarrollo en las respectivas autofunciones.

Problema 2. Derivada de un funcional. Dado un funcional F[u] definimos su derivada mediante

dF[u] Flu(x) + ed(x — 20)] — Flu] .
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*Problema 3. Problema variacional asociado al problema de autovalores.



a) Dado el funcional “energia”
b
Elu] :/ [p(2)u(z) + q(x)u? (z)] dz, (5.7)

considere el problema de minimizar F[u] restringiéndose a las funciones de norma unidad ||u||? = fab u?(x) dx =
1 y suponga que el minimo se alcanza para alguna wu;(x). Utilice el método de multiplicadores de Lagrange
para encontrar u;(z): defina

Flu] = Efu] = Al|u|* (5.8)

y muestre que
b
5F =9 / (— (oY + [a(z) — N} Su(e) dz + 2pu'dul’ . (5.9)

Considerando separadamente las condiciones de contorno de Dirichlet y de Neumann, muestre que u(z) es
autovector del operador L-S con autovalor A y que E[u;] = A. Analice qué condiciones de contorno deben
imponerse al problema variacional para obtener las condiciones de Dirichlet o Neumann en las autofunciones.

b) Muestre que es equivalente considerar el problema variacional anterior o el de minimizar el cociente de
Rayleigh
Elu]
Hu) = —. (5.10)
[Jul?

Problema 4. El estudio de los estados estacionarios de un oscilador cudntico unidimensional conduce a la ecuacién:

R odz 1,
——— + —mwz = Fo. 5.11
[ omd? T2 7 4 (5:11)
Proponga un desarrollo en serie para resolver la ecuacién y muestre que la necesidad de cortar la serie conduce a
la cuantizacién de los niveles de energia (autovalores).

Problema 5. Utilizando la solucién del problema anterior en el método variacional, obtenga una cota para el
oscilador armonico con una perturbacién cudrtica
{ n? d? 1

1
*%ﬁ + imwzzz + 4,[L4JC4:| p=FEp. (512)

*Problema 6. Series de Fourier. Demuestre, siguiendo los pasos que se indican, que una funcién definida en
[—7, 7] admite un desarrollo (convergente puntualmente donde la funcién es continua) de la forma

fx)=f+ % Z _ﬁdm’ f(z") cos[n(z — )], (5.13)

donde f = &= [T f(z)dx.
a) Demuestre que la suma parcial de la serie de Fourier se puede escribir

sen(n + 1/2)t

dt. 5.14
2sent/2 (5.14)
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b) Lema de Riemann-Lebesgue. Demuestre que si ¢g(t) es continua y acotada, excepto en un nimero finito
de puntos en un intervalo [a, b], entonces

n
l{m g(t) sen(nt + a) dt = 0. (5.15)
n—oo a
Para esto defina una particién o = a,x1,...2, = b de [a,b] tal que m sea mayor que el nimero de
discontinuidades y que un subconjunto de los z; coincida con los puntos de discontinuidad. Muestre entonces
que
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+ My(b—a), (5.16)



donde M = max;eqp) |9(t)], mi = MXyel, 2,,1119(x) — g9(z3i)| y My = méx; m;. Observe que tomando
n — oo la cota es proporcional a M,,, que puede hacerse arbitrariamente pequeno tomando una particién
mas refinada (puesto que g es continua en los intervalos definidos por la particién) y obtenga finalmente el
lema.

¢) Muestre finalmente que la diferencia entre la suma parcial y la funcién en un punto zq es

0 T —
Sp(zo) = %/ [fz+t)— f(=z7)] Kn(t) dt+l/0 [fz+t)— f(zT)] Kn(t)dt—i—w, (5.17)
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con K, (t) = sen(n + 1/2)t/2sent/2. Observe entonces que si f(x) es continua y derivable en [—7, 7] salvo
un numero finito de puntos en donde existen los limites y derivadas laterales, entonces puede utilizar el lema
de Riemann-Lebesgue para asegurar que la serie de Fourier converge puntualmente a f(x) en donde esta es
continua y al promedio de los limites laterales donde no lo es.

Problema 7.

a) Obtenga la serie de Fourier y grafique la suma a la cual converge la serie para las funciones

)0, xe€[-m0 B
OF {x o fla+2m) = f(z) (5.18)
-z, —-1<z<0
g(r) = {x 0<z<2 ’ g(z +3) = g(x). (5.19)

b) Usando la serie de Fourier de f(z), pruebe que

oo
1 2
P (5.20)
1)
— (2n—1) 8
Problema 8.
a) Obtenga el desarrollo en serie de Fourier de la funcién
Lozl <a<m
fla) = {2“ ‘.' : (5.21)
0, sino

b) Pruebe que en el limite a — 0, la serie obtenida no converge puntualmente, pero si converge como distribucién

a o(x).



