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Practica 2 — Ecuaciones diferenciales ordinarias |l

Resolucion por series de potencias

Esta préctica abarca los siguientes temas:

a) Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas por series de potencias. Clasificacién
de los puntos del dominio de la ecuacién en ordinarios, singulares regulares y singulares irregulares. Desarrollos
posibles en cada caso, series de Frobenius y teorema de Fuchs-Frobenius.

b) Desarrollos en torno a puntos ordinarios. Convergencia de la serie de Taylor de la solucién en torno a
un punto ordinario. Ecuacién de Legendre: solucién por serie de potencias. Polinomios de Legendre. Ecuacién
asociada de Legendre y arménicos esféricos.

¢) Desarrollos en torno a puntos singulares regulares. Series de Frobenius, polinomio indicial y formas
posibles de la solucién segin sus raices. Ecuacién de Bessel.

d) Comportamiento en torno a puntos singulares irregulares. Comportamiento asintético. Ejemplos de
determinacién de comportamiento leading.

Bibliografia: Bender y Orszag (1978, cap. 3), Coddington (1961, caps. 3 y 4).

Problema 1. Considere la ecuacién p
2 Y

1)—= + 22y = 0. 2.1

(x+1) e + 2zy (2.1)

Diga si existen puntos singulares y clasifiquelos. Considere xg = 0 y muestre que se trata de un punto ordinario.
;Cual es el radio de convergencia minimo de la serie de Taylor de la solucién en torno a z = 07 Encuentre la
solucién exacta, su desarrollo de Taylor y su radio de convergencia.

Problema 2. Muestre que si bien la ecuacién

dy _ Y
dr  senhz’

(2.2)

tiene un punto singular regular en xy = 0, la solucién exacta es analitica en g = 0. ;Cudl es el radio de convergencia
de la correspondiente serie? ;Cudl es la cota inferior de este radio que surge de analizar los coeficientes de la
ecuacion?

Problema 3. Clasifique los puntos de las siguientes ecuaciones (incluido = oo) en ordinarios, singulares regulares
y singulares irregulares.

dy y
@ Yy _ 2.
7z 2 0, (2.3)
dy y
@ Yy _ 2.4
dr 2z 0, (2.4)
dy Y
W_Y _y 2.
dr  2x2 0 (2.5)

Muestre que las singularidades en las correspondientes soluciones son: una singularidad esencial en © = oo para
(2.3), puntos de ramificacién en x = 0 y x = oo en el caso de (2.4) y una singularidad esencial en = 0 para (2.5).

*Problema 4. Demuestre, siguiendo los pasos que se indican, que todas las soluciones de una ecuacién diferencial
ordinaria lineal y homogénea de segundo orden son analiticas en un punto ordinario, y que su serie de Taylor en
torno a ese punto tiene un radio de convergencia al menos igual a la distancia hasta la singularidad més cercana
de los coeficientes.



a) Considere por simplicidad que el punto ordinario es = 0. Se tiene entonces la ecuacién
u’(z) + A(x)u (z) + B(z) = 0, (2.6)

con A(z) y B(x) analiticas en z = 0, de modo que admiten sendos desarrollos

A(w) =Y A", Blz)=> B.a", |1|<R (2.7)
n=0 n=0

Proponga un desarrollo de Taylor u(z) = Y, u,z? para la solucién, y muestre que si la serie converge, los
coeficientes deben satisfacer la relacién de recursién
n+1
1

n = N oy m|Bn—m Anm y >0, B, =0, 2.8
2 (n—l—l)(n—&-?)n;)u B+ mAn—mal, ! (28)

con ug y uy arbitrarios.

b) Encuentre una serie mayorante para u(z). Para esto tome un ntmero ¢t dentro del radio de convergencia
(0 < |z| < t < R). Observe que dado que las series para A(x) y B(z) convergen en x = t, puede encontrarse
un ndmero M tal que |A,t"| < Mty |B,t"| < M para todo n. Demuestre entonces la desigualdad

M n+1
< — ™ 1). 2.9
ol < G T 2y O e+ 1) (29)
Definiendo ahora Cy = ug, C1 = uy y
M n+1
Cp= 5 ) Cmt™ 1), 2.10
t"(n-i-l)(’n-l—?)mzzo (m+1) (2.10)

ha obtenido la serie mayorante puesto que |u,| < |Cy| Vn.

c) Finalmente, demuestre la convergencia de la serie mayorante ) C,z™ utilizando el criterio del cociente.
Obtendra que la mayorante y por lo tanto la serie de u(x) converge para |z| < ¢, con lo cual habrd encontrado
también un radio de convergencia minimo.

Problema 5. Resuelva el problema zy” + y" + 2y = 0 con valores iniciales y(1) = 0, 3’(1) = —1, desarrollando en
potencias de x y luego desarrollando en potencias de z — 1.

*Problema 6. La funcién I". Definamos la funcién I' de FEuler por
I(z) = / e da, z€C,Rez > 0. (2.11)
0
a) Integrando por partes, demuestre que

[(z) = (z — 1)D(z - 1). (2.12)

Como I'(1) = 1, concluya que I'(n) = (n—1)!. Esta relacién de recursién permite también extender la definicién
de la funcién, mediante prolongacién analitica, a todo el plano Re z < 0 excepto los enteros negativos.

b) Definamos la funcidn beta por

L(r)T'(s) /1 -1 -1
B(r,s) = =———== [ 2" (1 —2)* " dux, 2.13
(9= peg g = [ =) (213)
donde la ttlima relacién se puede demostrar escribiendo el producto I'(r)T'(s) como una integral iterada en
x e y y haciendo los sucesivos cambios de variable y — u — x, © — ut.
c¢) Considere el caso particular de (2.13) con r =z, s =1 — z y observe que

OOtzfl

F(z)I'1—2)=T(1)B(z,1—2) = -/0 1 dt (2.14)

(para obtener la ultima integral haga el cambio x — t/(1 + t)). Evaluando la tltima integral en el plano

complejo, demuestre que
T

Mz)Iria-z =

(2.15)

senmz



Problema 7. Ecuaciéon de Legendre. La ecuacion de Legendre es

d? d
(1 —xQ)d—;; —2x£+A(A+1)y:07 (2.16)
que también puede escribirse
d d
o {(1 - x2)di] +AA+ 1)y =0. (2.17)

Resuelva esta ecuacién mediante un desarrollo en serie de potencias y(z) = ), yn2™ en torno a z = 0.

a) Muestre que la relacién de recurrencia para los coeficientes es (es conveniente utilizar la segunda forma de la
ecuacion)
(n+A+1)(n—2N)
Yn+2 = Yn,
(n+1)(n+2)

(2.18)

con ¥, Y1 constantes arbitrarias.

b) Muestre que los coeficientes pueden escribirse explicitamente, con expresiones para los coeficientes pares e
impares dadas por:

L EDTTO ) TR T/, 2.19)
T @2n) T TN T(A2+4n)T(A2-n)" '
D" O D=1/ TO=1/D) e 220,
T n+ 1) TN T(A—1D/2+n)T(A—1)/2—n) ' '
c¢) Calcule el radio de convergencia.
d) Diga en qué casos existen soluciones finitas para x = +1.
*Problema 8. Desarrollo de Frobenius. Considere una ecuacién de segundo orden
v, pE) q(x)
= 2.21
VT T Y 0, (2.21)

con p(x) y q(x) analiticos. Muestre que proponiendo un desarrollo de Frobenius y(z) = %), an(x — xo)" se
obtienen las siguientes relaciones de recurrencia:

P(a)ag =0, (2.22)
n—1
Pla+n)an ==Y [(0+k)pn_k + k] ak, (2.23)
k=0
donde P(«) es el polinomio indicial
P(a) = a® + (po — 1) + qo- (2.24)

;Pueden encontrarse dos soluciones linealmente independientes en forma de serie de Frobenius si el polinomio tiene
una raiz multiple? ;Y si tiene dos raices que difieren en un ntmero entero?

Problema 9. Relaciones asintéticas. Muestre que si f(x) ~ a(z — z9) "% para  — z, entonces

/ fdx~ 1ib(mfx0)17b sib>1, (2.25)
/ fdr ~c+ 1ib(x—z0)17b sib<1, (2.26)
/ fdx ~ alog(x — ) sib=1. (2.27)

Problema 10. Estudie el comportamiento asintético de

2y =y para x — 0 (2.28)
y" =ty para x — 0o (2.29)
v muestre que el mayor orden es y(z) ~ 22 "*23/4 en el primer caso e y(z) ~ 2~ 'e=*"/3 en el segundo.



