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Practica 12 — Estadistica

Ley de grandes nimeros, teorema central del limite y estimadores

Esta practica abarca los siguientes temas:

a) Propiedades de combinaciones lineales de varias variables aleatorias. Convergencia de sucesiones de variables
aleatorias. Lema de Tchebishev y ley de los grandes nimeros: formas fuerte y débil, interpretacion. Teorema
central de limite: casos de distribuciones con varianza finita e infinita.

b) Definicién de muestra aleatoria. Estimacién de pardmetros: Estimadores sesgados y no-sesgados. Estimadores
eficientes.

¢) Estimacién por méxima verosimilitud. Cardcter consistente y asintéticamente eficiente del estimador de m.v.
Aplicacién a poblaciones gaussianas. Rectas de regresion: cuadrados minimos.

Bibliografia: Marinari y Parisi (2002, cap. 3), Cramer (1946, caps. 20, 32-34), Meyer (1961, caps. 12-14).

Convergencia de distribuciones. La afirmacién de que una sucesién de variables aleatorias x,, tiende a un
limite X puede tener distintos sentidos, segin la nocién de convergencia empleada. Tres nociones de convergencia
empleadas en teoria de probabilidades son:

s Convergencia como distribucion: La mas débil de las tres, significa que la distribucién de las z,, se acerca
a la distribucién de X:
lim f () = £(X). (12.1)
n—oo
= Convergencia en probabilidad: Quiere decir que la probabilidad de que z,, esté lejos de X disminuye al
aumentar n. Con mas precision,
Ty 4 X = P(lxp, — X|>€) — 0 Ve (12.2)
n

Esto implica convergencia como distribucién.

= Convergencia fuerte. Se dice que la sucesion converge fuertemente o con probabilidad 1 o casi con seguridad
si el conjunto de eventos tales que efectivamente x,, — X tiene probabilidad 1. Este criterio implica la
convergencia en los dos sentidos anteriores.

Problema 1. Ley de los grandes nimeros. Consideremos N variables aleatorias x;, independientes y con
2

idéntica distribucién (iid). Tipicamente se trata de N realizaciones del mismo experimento. Sean p = (x), 0° =
(@) — p?, 2=, z;, yv = z/N y supongamos que o? existe (es finita).
a) Lema de Tchebishev. Demuestre que
P({|lz — u| > t}) < (0/t)?, (lema de Tchebishev). (12.3)

Ayuda: Escriba la definicién de 02 y observe que una cota inferior es flI7#|> . P(x).

b) Ley de los grandes nimeros. Ahora, con ayuda del lema anterior trataremos de probar que

1
UN = in %) (x) = p, (forma débil de la ley de los grandes nimeros). (12.4)

Observe que Var[z] = No? y utilice el lema de Tchebishev para probar que P(|z — Nu| > t) < No?/t.
Eligiendo apropiadamente ¢ demuestre que

P(lyn — ul > €) < o®/Né?, (12.5)

de donde se sigue (12.4). Nota: la presente demostracién requiere que la distribucién tenga varianza finita,
pero la condicién puede relajarse y la ley de los grandes ntimeros es vélida si [|z|p(z) dz es finita.



¢) Forma fuerte de la ley de los grandes ntmeros. Se puede demostrar también el limite en el sentido de
convergencia fuerte, o con probabilidad 1. Esto equivale a decir que |yy — p| < € VN > m(e) con probabilidad
1.

Problema 2. Sean Xy k = 1,--- ,n, variables aleatorias que toman los valores +1 con probabilidad 1/2. Muestre
que la funcién caracteristica de la variable a aleatoria (3, Xy)/v/n es [cos(w/+/n)]™. Demuestre que cuando n — oo

. ’ . . — 2
esta funcién caracteristica tiende a e~ /2. Interpretar el resultado.

Problema 3. Teorema central del limite. La ley de los grandes ntimeros asegura que yy = z/N tiene una
distribucién con varianza cada vez mds pequena alrededor de (z). El TCL dice qué forma tiene la distribucién
para N grande: si la distribucién de las x; tiene varianza finita, la distribucién de z serd Gaussiana con (z) = Np,
(2%) — (2)? = No?. El problema anterior es un ejemplo particular del resultado de este teorema.

Con maés precisién, podemos decir que si yy = z/N, la ley de los grandes ndmeros garantiza que P(yy) —
§(y — p). E1 TCL dice que si wy = z/v/N, entonces P(wy) tiende para N — co a una Gaussiana con varianza o>
y media p.

Siga los siguientes pasos para demostrar el TCL.

a) Sea z = va x;, pz(x) la densidad de probabilidad de las z;, que ademds son independientes entre si, ;1 =0
y 02 los dos primeros momentos centrados de p,(z) y p.(q) la funcién caracteristica. Demuestre que

p=(q) = [p=())" - (12.6)

b) Demuestre que la caracteristica de w es

Puw(q) :ﬁZ(Q/\/N)a (12.7)

y por lo tanto
Bu(9) = exp[N log iz (¢/VN)]. (12.8)

c¢) Observe que cuando N — 0o, p,,(q) se anulard a menos que p,(¢) = 1. Como ese valor se toma para ¢ = 0,
desarrolle p,(q) en torno a 0 y obtenga

Bulg) ~ e 72+ 0(1/VN). (12.9)

d) El teorema de continuidad de Paul-Levy afirma que si una sucecién de caracterisiticas converge puntalmente
a una funcién ¢(¢) continua en 0, entonces las respectivas distribuciones tienden a una distribucién cuya
caracteristica es ¢(q). Aceptando esto, concluya que

2 /9 2
e~ w /20

lm py (w) = ——. 12.10
Nm P (@) =~ (12.10)

Mediante el cambio de variable z — x — u se puede demostrar la afirmacién equivalente para el caso general de
una distribucién con media arbitraria.

Note que para que el teorema valga la varianza debe ser finita. Si la varianza es divergente, existen otros
teoremas (TCLs generalizados) que muestran que la distribucién limite de wy tiene decaimiento a potencias (w™*
con 1< a<3).

Problema 4. Estimadores de la media y la varianza. Considere los estimadores Z y S? de la media v la
varianza respectivamente, definidos por

1
T=~ S a, (12.11)
S%= =N (z;— 7). (12.12)

a) Demuestre que Z es un estimador no sesgado de la media. Calcule la varianza de z.

b) Muestre que S? es un estimador sesgado. Construya un estimador no sesgado de la varianza y calcule la
varianza del mismo.



Intervalo y nivel de confianza. Puesto que los estimadores de parametros de una distribuciéon son a su vez
variables aleatorias (dado que dependen de una muestra, es decir de un conjunto de valores experimentales), al
comunicar el valor numérico obtenido para un dado estimador es necesario también caracterizar las variaciones
esperables del valor obtenido en el caso de repetir la mediciéon. La forma méas general de hacer esto es indicar un
intervalo de confianza [t1,t2] y un valor o nivel de confianza n tales que uno pueda afirmar que, si el pardmetro
que se estimo es 6, el valor del estimador estarda dentro del intervalo de confianza con probabilidad mayor que 7:

P{t; <0<t} =n. (12.13)

Si la distribucién de 6 es simétrica, se puede expresar también como 6 = 6+e€con P> 7n. El intervalo de confianza
es [0 —¢,0 + €]. Si la distribucién de 6 es ademds Gaussiana (como sucederd si el TCL es aplicable al estimador 6),
niveles tipicos de confianza son n = 0,68 (con lo que € resulta igual oy, el denominado error estdindard) o n = 0,95,
que corresponde a € = 20y.

Problema 5. Se encuesta a un nimero N de votantes para determinar el porcentaje a favor de cierto candidato. Si
una proporcién p desconocida de votantes lo favorece, cuantas personas deben ser encuestadas para predecir el valor
de p con un margen de error 0.045 a un nivel de confianza del 95 %? (suponga que los votantes son independientes).

Estimacion por el método de maxima verosimilitud. Dada una variable aleatoria = con distribucién de-
scripta por un conjunto de pardmetros {6;} (cuya forma se conoce o se supone), se trata de estimar el valor de estos
pardmetros a partir de un conjunto de resultados {z;} de N realizaciones independientes del experimento que mide
x. El método de m.v. consiste en calcular P({z;}|{0;}) como funcién de los pardmetros y elegir como estimadores
el conjunto {él} de valores que maximizan la probabilidad.

Problema 6. Muestre que el estimador de méxima verosimilitud para el pardmetro A de la distribucién exponencial
p(r) = Ae ™ es A({z;}) = N/, x;. Calcule el valor medio de A y observe que para N finito es un estimador
sesgado. Sugerencia: No maximice P({z;}|)) sino su logaritmo.

Problema 7. Verifique que para el problema 5, el estimador de méxima verosimilitud de p, habiéndose encuestado

a N personas, de las cuales k votaron a favor, es p = £

o
Estimador eficiente. Se dice que un estimador es eficiente si es no sesgado y de varianza minima.

Problema 8. Demuestre que el estimador de maxima verosimilitud es asintdticamente eficiente.

a) Demuestre primero que entre todos los estimadores eficientes existe uno con varianza minima. Sea {z;} el
conjunto de los resultados experimentales y 6({z;}) un estimador eficiente ({§) = 6). Llamemos F({z;},0) =
L f(zi,0) la densidad de probabilidad conjunta de las z; (v.a. independientes).

1) Definamos v = dIn F(x;,0)/d0 = >, v;. Muestre que
(v;) =0, y Cov,v = (fv) = 1. (12.14)

11) Utilizando la desigualdad de Schwartz (||z]|2[|y||2 > (2, 4)?) y el resultado anterior muestre que Var § Var v >
1. Reescribiendo adecuadamente Var v concluya que

2
e I8 =

Var ) >

> N1 In f). (12.15)

Ha encontrado entonces una cota inferior para la varianza de todos los posibles estimadores no sesgados
de 0,

b) Ahora puede argumentar (sin rigurosidad) que el estimador de m.v. es asintéticamente eficiente.

1) Veamos primero que es consistente (asintGticamente no sesgado). Escriba la probabilidad F({z;},60)
como funcién del valor estimado. Si 6 es el estimador de m.v., se debe cumplir
din F

- =0. 12.16
B loss (12.16)




Desarrollando In F' alrededor del valor real 6 hasta orden ciibico en (6 — 6) muestre que

§ NV P {v)
szdOZIHf(xl) w(@—0) Noeo 1(9)

=0, (12.17)

donde el limite estd garantizado por la ley de los grandes ntimeros. El estimador de m.v. es pues
asintéticamente no sesgado.

11) Para demostrar la eficiencia asintética hace falta mostrar que la varianza del estimador es minima.

Escribiendo . 5
. VN 2wi Vi
In f(z; —0)= —"————— 12.18
(\ﬁZdGQ I >( )= 1+\F(9 9)’ ( )
y argumentando que el prefactor del m.i. se acerca a VNI () para N — oo se tendrd que la varianza
del m.i. se acerca a NI2(6) Var(6 — ). Concluya entonces la plausibilidad de

L

Varf — 0 = 10

(12.19)

es decir de que la varianza del estimador sea igual a la cota inferior encontrada antes. La varianza del
estimador de m.v. es por lo tanto minima y el mismo es asintdticamente eficiente.

Problema 9. Doce piezas de cierta marca de pan se analizan para determinar su contenido de carbohidratos, con
los siguientes resultados: 76.93; 76.88; 77.07; 76.68; 76.39; 75.09; 76.88; 77.67; 78.15; 76.50; 77.16; 76.42.

a) Suponiendo que la distribucién de contenido de carbohidrato es normal, estime el verdadero contenido medio
de carbohidrato de esta marca.

b) ;Cudl es el error estdndard estimado del estimador que usé en a)?.

Problema 10. Muestre que el método de minimos cuadrados para ajustar una curva y = f(x;6;) a un conjunto
de puntos experimentales (x;,y;) (es decir estimar los pardmetros ;) resulta de construir un estimador de maxima
verosimilitud suponiendo que la distribucién de probabilidad de los valores y; es Gaussiana con media f(z;) y
varianza arbitraria pero idéntica para todos los puntos.



