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Practica 10 — Ecuaciones hiperbdélicas

Ecuacion de ondas

Esta practica abarca los siguientes temas:

a) Consideraciones generales. Condiciones iniciales y superficies caracterisiticas. Ecuacién de las caracteristi-
cas en el caso de mas de dos variables. Unicidad de la solucién. Dominio de dependencia. Funcién de Green:
solucién formal de la ecuacién inhomogénea en términos de la funcién de Green y expresién formal de la
funciéon de Green como desarrollo en autofunciones del laplaciano.

b) Ecuacién de ondas en una dimensién espacial. Solucién de D’Alembert y funcién de Green para la
recta. Funcién de Green en la semirrecta por método de las imdgenes. Problemas en un segmento. Soporte
de la funcién de Green y difusion de ondas.

¢) Ecuacién de ondas en dos y tres dimensiones espaciales. Funcién de Green para el espacio tridimen-
sional: soluciones de Poisson y Lorentz. Funcién de Green en dos dimensiones mediante descenso dimensional.
Soporte de la funcién de Green en distintas dimensiones y caractarisitca de la propagacién.

d) Relaciones de dispersién y ecuaciones relacionadas. Funcién de Green, funcién respuesta y suscepti-
bilidad. Funcién de Green en el espacio de Fourier-Laplace: relaciones de dispersién. Funcién de Green de
ecuaciones relacionadas: propagacién, velocidad de grupo, relaciones de dispersién imaginarias. Ecuacion del
telégrafo. Ecuacion de ondas con disipacién. Ecuacion de la cuerda rigida.

Bibliografia: Duff y Naylor (1966, caps. 2, 10), Tikhonov y Samarskii (1963, caps. II, V).
*Problema 1. Funcién de Green. Demuestre que si se define la funcién de Green como solucién del problema
(0} — PV2)G(r,r' t—t)) =6(r — )t — 1),
G(r,r',0%) =0, (10.1)
0:G(r, 7", 07) = d(r —7'),
G(r,r' t)],cs =0
para una region espacial R de la cual S es la frontera, entonces la solucién del problema inhomogéneo
Otu — AV2u(r,t') = f(r,t) (10.2)
(’I",t)|,,,€8 g(T’, )

u(r,0) = ¢(r), (10.3)
Orul,— 0= Y(r),

en la misma region es

u(r,t) /dt /d?’r'Grrt tf( /dt de’a/rrt—t)g(r ')+

(10.4)

/d3r’ [G(r, 7" t)(r") + 8,G(r, 7", 1)].

R
Problema 2. Ecuacién de ondas en una dimensién.
a) Verifique que la funcién
1

u(z,t) = —/ dx’ dt' f(2',1'), (10.5)

2¢ JA(a)

donde A(x,t) es el cono del pasado del punto (z,t) (es decir A(x,t) = {(2/,¢') : t/ <t, |2 —x| < c(t—1)}) es
solucién de la ecuacién de ondas us — c?uz, = f(z,t) en toda la recta, con condiciones iniciales homogéneas.



b) Concluya que la funcién de Green para este caso ha de ser
1
G(z,t) = %@(ct + 2)0(ct — x), (10.6)

y muestre que de ella se obtiene la solucién de D’Alembert para la ecuacién de ondas homogénea con condi-
ciones iniciales u(z,0) = ¢(z), u(z,0) = Y (z):

x+ct
[6(z + ct) + o(x — ct)] + % / W(a') e, (10.7)

DN | =

u(x,t) =

Problema 3.

a) Mediante el método de las imégenes, muestre que la funcién de Green para la cuerda semiinfinta con condi-
ciones de contorno de Dirichlet o Neumann es respectivamente

Gp(z,2',t) = Gz — 2/, t) — Gz + 2, 1), Gy(z, 2’ t) = Gz — 2", t) + G(x + 2/, t). (10.8)
b) Utilice el resultado anterior para dibujar el perfil de una cuerda homogénea semiinfinita (x > 0) para distintos
tiempos en los casos:

1) u(z,0) = h(—|z — 2a| + a) para a <z < 3ay u(z,0) = 0 en caso contrario, con u(x,0) =0, u(0,t) =0
(extremo fijo).

11) idem pero con u,(0,t) = 0 (extremo libre).
Problema 4.

a) Mostrar que la funcién de Green para la ecuacién de ondas en [0, L] y condiciones de contorno de Dirichlet es

2 sen wyt
/ n / — —
G(z,2' t) = I nEZI o sen ky,x sen k,x’'©(t), kn = —, wp = cky. (10.9)

L

b) Utilizar ese resultado para estudiar el problema de la vibracién de una cuerda finita bajo la influencia de la
fuerza peso,
Ut — CUpy = —pg. (10.10)

Suponga que la cuerda se libera desde el equilibrio en reposo (u(z,0) = us(x,0) = 0) y considere las condi-
ciones de contorno

1) u(0,t) =u(L,t) =0,
1) u(0,t) = p(t), y u(L,t) = 0.

*Problema 5. Funcién de Green en d dimensiones. Transformando Fourier en el espacio y Laplace en el
tiempo, muestre que la funcién de Green para R? es

1

d _
GO (kys) = (10.11)
o bien it
G (k,t) = Sen]: : (10.12)
C

Esta expresion es valida en cualquier dimensién, pero al volver al espacio directo las expresiones dependen de la
dimensionalidad. Consideremos los casos d = 2, 3.

a) En d = 3 es posible calcular la transformada de Fourier. Muestre que

1 o
GO (r,t) = / dk sen cktsen krO(t), (10.13)
0

2m2er

y utilizando la identidad senasen 8 = %[cos(a — ) — cos(a + ] reescriba el integrando de modo de hacer
aparecer dos exponenciales para obtener finalmente

O(t) o(ct — )

4re r

GO (r,t) = (10.14)



b) Para d = 2 es conveniente considerar una ecuacién en 3 dimensiones con una inhomogeneidad (x)d(y)d(t)
(método de descenso dimensional). Observe que la solucién con esta inhomogeneidad es precisamente la
funcién de Green para R? y obtenga sucesivamente

(2, y.1) /dz// WG vt — )5z )5(1/)6@’):/00 O(t) o(ct — 1)

d
oo 4me r :

e (10.15)
_o(2—p?)e() 1 R
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*Problema 6. Férmula de Poisson y solucién de Lorentz. Utilice la funcién de Green (10.14) para obtener los
siguientes resultados, que constituyen la solucién, en 3 dimensiones, para la ecuaciéon de ondas con inhomogeneidades
en las condiciones iniciales y en la ecuacién respectivamente:

u(r,t) =t [Mayp] (r) + % {t [Mcp] (1)}, (férmula de Poisson) (10.16)

1 1
u(r,t) = o /| | d3r’ P fr' t—|r—1"|/c, (solucién de Lorentz) (10.17)
r'—r|<ct -

donde [M,v] (r) significa la media de t(r’) sobre una superficie esférica de radio a centrada en r.

Problema 7. Escriba la solucién para la ecuacién de ondas homogéna en R? con condicién inicial u(r,0) = f(n-r)
y ut(r,0) = 0. Utilizando la funcién de Green (10.14) muestre que la solucién es

u(r,t) = /dQ [f(f-r —ctcosO) + ctf (n-r — ctcosh)]. (10.18)

(Por qué no obtiene ondas planas? jQué sucede si reemplaza la condicién inicial en la derivada por u:(r,0) =
—cf'(n-7)?

Problema 8. Ondas con frecuencia de corte inferior. Imagine una cuerda elastica sujeta en cada punto a una
pared mediante resortes de idéntica constante eldstica (es decir, donde cada elemento de la cuerda estd sometido a
un campo externo que genera un potencial cuadrético en el desplazamiento u). La ecuacién de la cuerda con este
campo es

0%u 2 0%u

oz oa?
Esta ecuacién surge también en teoria de campos, donde se la conoce como ecuacion de Klein-Gordon. Encuentre
la funcién de Green y la relacién de dispersién. ;Qué frecuencia corresponde a una longitud de onda infinita? ;Por
qué no es nula como en la ecuacién de la onda eldstica? ;Cudl son las frecuencias minima y méxima permitidas?

+au=0. (10.19)

Problema 9. Ecuaciéon de ondas disipativa. Ondas evanescentes. Si se introduce un término de friccién a
la ecuacion de la cuerda elastica se obtiene

2 2
Ou g, 0u 200 (10.20)
X

Esta ecuacién también se obtiene en el caso de difusion del calor con la ley de Fourier modificada 7j; +3 = —xV7T.

a) Calcule la funcién de Green y observe que se trata de una ecuacién que describe propagacién de ondas con
velocidad finita.

b) Muestre que la relacién de dispersion es

w(k) = iy [1 /1o k2/kg} . ke=n/c, (10.21)

y calcule la velocidad de grupo.

¢) Muestre que para k < k. no hay propagacién (la frecuencia es imaginaria pura, este caso se llama a veces
de ondas evanescentes), y que para k > k. se obtienen ondas no dispersivas (vy = vq) con velocidad de fase
renormalizada vy = ¢/27.



Problema 10. Ecuacién de ondas dispersiva. Si en lugar de una cuerda perfectamente flexible se considera
una cuerda rigida (es decir que recupera su forma luego de doblarla y soltarla, como una cuerda de piano), aparece
un nuevo término en la ecuacién de ondas:

Pu 0% 0*u

a) Calcule la funcién de Green en el espacio de Fourier-Laplace y muestre que la relacién de dispersién es

w(k) = ckv1+ ak? (10.23)

Calcule las velocidades de fase y de grupo.

b) Considere ahora el caso de una cuerda de longitud L, fija en los extremos. Observe que las soluciones esta-
cionarias (obtenidas por ejemplo mediante separacién de variables) tendran la misma relacién de dispersién
pero admitiran valores discretos de k. jCudles son esos valores? En el caso de la cuerda perfectamente flexible,
sabemos que la frecuencia del primer armoénico es el doble de la frecuencia fundamental. ;Cémo se modifica
esta relacién en este caso?



