
Notas sobre el Calor espeí�o de los sólidosDra. M. Letiia Rubio Puzzo *Instituto de Investigaiones Fisioquímias Teórias y Apliadas (INIFTA), UNLP, CONICET, La Plata, Argentina.ResumenEn estas notas se introdue un análisis detallado de la on-tribuión al alor espeií�o de una sustania que realizanlas vibraiones de la red en un sólido ristalino. Para expli-ar la dependenia on la temperatura del alor espeí�o sedesriben tres diferentes modelos: el Modelo lásio o Ley deDulong y Petit, el Modelo de Einstein y el Modelo de Deb-ye. Se estudia la validéz de ada uno de estos modelos en losdistintos rangos de temperatura.I. IntroduiónEl alor espeí�o molar de un material a tempera-tura T es la energía neesaria para elevar un grado latemperatura de un mol de diho material. Si vemos de-tenidamente esta de�niión podremos observar que efe-tivamente existe una relaión direta entre la densidadde energía interna de un material (que depende de laspropiedades mirosópias del mismo) y la temperaturade éste. Debido a esta relaión direta, el alor espeí�o
−fáilmente medible en un laboratorio− puede emplear-se para estudiar esa estrutura mirosópia.La expliaión del omportamiento a bajas tempera-turas del alor espeí�o de los sólidos fue uno de losprimeros éxitos de la uántia (1907-1912). En ualquiermaterial, la onstribuión a su energía interna viene da-da por una ontribuión eletrónia y una ontribuiónde las vibraiones de la red, onoidas omo fonones.La ontribuión eletrónia es, generalmente, despreia-ble frente a la fonónia; más aun si se trata de sólidosno metálios. Por lo tanto, para alular el valor y la de-pendenia on la temperatura del alor espeí�o y másonretamente el alor espeí�o de una red ristalina, esneesario alular la energía asoiada on ada modo devibraión.Para 1819, Dulong y Petit [1℄ habían enontrado queel alor espeí�o de un sólido (a temperatura ambiente)era similar para distintos materiales, y aproximadamen-te igual a 6cal/moloK. Es deir, la antidad de ener-gía neesaria por moléula para aumentar la temperatu-ra del sólido una determinada antidad, pareía ser máso menos la misma, independiente del elemento químiode que estuviera ompuesto. Sin embargo, experimentos*email address: lrubio�inifta.unlp.edu.ar

posteriores mostraron que a medida que se disminuía latemperatura, los alores espeí�os variaban y de heho,tendían a ero uando dismía la temperatura y era delero absoluto (0oK), el alor espeí�o variaba omo T 3,heho que desde luego no podía ser expliado lásiamen-te.El objetivo de estas notas −pensadas para que puedanser omprendidas por alumnos del ilo básio de la Li-eniatura en Físia− es expliar los álulos básios quepermiten determinar la dependenia on la temperaturadel alor espeí�o en un sólido ristalino.II. Teoría Clásia del Calor Espeí�o -Ley de Dulong y PetitEl alor espeí�o molar -a volumen onstante-(CV ) se de�ne omo la variaión de la energía internapor mol de una sustania (U) on la temperatura, es de-ir
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(1)De auerdo a la teoría lásia, un sólido puede ser on-siderado omo un sistema de osiladores independientes.En un mol de un dado ristal, existen NA (número deAvogrado) átomos. Cada átomo lleva a abo osilaionesarmónio-simples entorno a su posiión de equilibrio enla red, en tres dimensiones; de modo que un mol del só-lido tendrá 3NA grados de libertad (el �3� proviene delas dimensiones espaiales (x, y, z)). Por el prinipio deequipartiión de la energía, a ada grado de libertad sele asigna una energía total promedio kT , de modo que laenergía interna total del sólido es:
UClassic = 3NAkT = 3RT (2)donde R es la onstante universal de los gases. De estamanera, el alor espeí�o a volumen onstante queda

CClassic
V =

dUClassic

dT
= 3R (3)

= 24, 94J/moloK = 6cal/moloKEste resultado es onoido omo Ley de Dulong y Pe-tit [1℄. Como ya fue menionado, a temperatura ambienteel alor espeí�o umple on esta ley perfetamente, pe-ro uando la temperatura ae, esta ley deja de ser válida.1



III. El modelo de Einstein del Calor Espe-í�oEinstein fue quien vio que el fator kT de la equipar-tiión lásia tenía que ser sustituído por otro fator quetomara en uenta la uanti�aión de la energía de unosilador armónio simple, muy pareido al modo en quePlank ataó el problema de la radiaión de un uerponegro. En sus trabajos de 1907 [2,3℄, Einstein publió suteoría para el alor espeí�o onoida omoModelo deEinstein. Esenialmente, ontinuaba on la representa-ión del sólido omo un onjunto de NA osiladores ar-mónios independientes, todos on una misma freueniafundamental (νE , llamada Freuenia de Einstein) perosustituyó el fator kT por el resultado obtenido por Plan-k uando utilizó la distribuión de Boltzmann para laradiaión del uerpo negro. De esta manera, la energíainterna para los 3NA osiladores puede esribirse omo
UEinst =

3NAhνE

ehνE/kT − 1
. (4)A partir de esta expresión, aluló el alor espeí�oomo

CEinst
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(5)

= 3NAk
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= 3R
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TE
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eTE/T

(eTE/T − 1)2donde TE = hνE/k es onoida omo Temperatura deEinstein y está asoiada a la freuenia de osilaión deEinstein νE . Para el Cobre, por ejemplo, TE = 267,77oK.En el límite T → ∞, haiendo la aproximaión ex ≈
1 + x, la expresión (6) se redue a la Ley de Dulong yPetit (Veri�ar que esto es ierto), mientras que para
T → 0, se tiene

ĺım
T→0

CEinst
V = 3R

(

TE

T

)2

e−TE/T . (6)Es deir, que el Modelo de Einstein predie un deai-miento exponenial para el alor espeí�o a bajas tem-peraturas. Esto, omo fue menionado, no oinide onlas observaiones experimentales, donde se observa unadependenia del tipo T 3. Por otra parte, a pesar de quetodas las sustanias presentan urvas de CV en funiónde T de la misma forma, según este modelo, se hae ne-esario esoger una freuenia araterístia νE (o unatemperatura TE) diferente para ada sustania on el �nde obtener orrespondenia on los resultados experimen-tales.

IV. El modelo de Debye del Calor Espeí-�oUnos años más tarde, Peter Debye [4℄ propuso, de mo-do simple y general, un nuevo modelo que mejora losresultados de Einstein y reprodue on buen éxito los re-sultados experimentales. La idea básia del Modelo deDebye es suponer que los osiladores en uestión −querepresentan a átomos− no vibran independientemente,sino que están fuertemente aoplados.Debye supuso al sólido omo un uerpo tridimensionalelástio y ontinuo, uyas vibraiones eran longitudina-les −análogas a las sonoras en un medio material− quedebían tener nodos en los extremos. Para el número demodos on freuenia entre ν y ν+dν utilizó una fórmulaanáloga a la utilizada para el número de ondas estaiona-riasN(ν)dν en una avidad en un intervalo de freueniasentre ν y ν + dν, es deir que
N(ν)dν =

8πV

c3
ν2dν =⇒ N(ν)dν =

4πV

v3
ν2dν (7)donde se ha reemplazado la veloidad de la luz por v, laveloidad de las ondas elástias, y 8 → 4 porque se tratade ondas longitudinales que no tiene polarizaión, omolas transversales de la luz. V es el volumen del sólido.En lugar de multipliar 3NA por la fórmula de Plank,omo hizo Einstein, Debye pesó ada freuenia por N(ν)e integró sobre las freuenias hasta un valor máximo νD

1que �jó por la ondiión
∫ νD

0

N(ν)dν = 3NA (8)De esta manera, sustituyendo la expresión para N(ν) da-da por (7) en (8) se obtiene
4πV

3v3
ν3

D = 3NA (9)de donde queda
νD = v

(

9NA

4πV

)2 (10)Si ada modo es tratado omo un osilador unidimen-sional de energía promedio ε dada por la uanti�aiónde Plank y la distribuión de Boltzmann,
ε(ν) =

hν

ehν/kT − 1
, (11)entones, la energía elástia total del sólido será

UDebye =
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=
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4πV

v3
ν2dν.1Los osiladores tienen una freuenia de orte, o máxima, νDya que las longitudes de onda menores a la distania interatómiano tienen sentido físio.2



Haiendo un ambio de variables y llamando x =
hν/kT , de forma que xD = hνD/kT , la expresión an-terior puede reesribirse de la forma:
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4πV h
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h

)4 ∫ xD
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(13)y, omo 4πV

v3 = 9NA
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(eq. 9),
UDebye = 9NAk
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∫ xD

0
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(14)Como x es una magnitud adimensional, hνD/k tieneunidades de temperatura y generalmente se onoe omoTemperatura de Debye TD = xDT . De esta manera, laenergía interna en el Modelo de Debye queda, �nalmente

UDebye = 9R
T 4
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(15)Para alular el alor espeí�o, hay que derivar laexpresión anterior respeto a T . Para haer esto, abereordar que
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) (16)de esta manera, es fáil ver que
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]En el límite T → 0, se tiene que (TD/T ) → ∞ y
TD

T

1

eTD/T − 1
→ 0 para T → 0 (18)entones
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15
(20)queda �nalmente

ĺım
T→0

CDebye
V =

12Rπ4

5
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. (21)Como puede verse se obtiene la dependenia del alorespeí�o observada experimentalmente a bajas tempe-raturas (CV ∼ T 3). El modelo de Debye tiene un buenomportamiento a bajas temperaturas, ya que en este lí-mite sólo están exitados los fonones de baja freuenia.
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Mod. de Debye (Bajas T)Figura 1: Comparaión de los resultados obtenidos para ladependenia on la temperatura del alor espeí�o para laLey de Dulong y Petit, el Modelo de Einstein y el Modelode Debye para el Cobre. T

∗ representa a la Temperatura deEinstein (TE) y la Temperatura de Debye (TD), en los dosúltimos asos.Por otra parte, si T = TD,
CDebye

V (TD) = 9R

[
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] (22)
= 2,856R = 5,67cal/mol oKon lo ual, se puede de�nir la Temperatura de Deb-ye, omo el punto para el ual el alor espeí�o vale

5,67cal/moloK. Para el Hierro TD = 455oK, el Alumi-nio, TD = 420oK y para la Plata TD = 215oK.Finalmente, resta saber si este modelo reprodue laLey de Dulong y Petit, válida para altas temperaturas.Para esto, hay que tener en uenta que si T → ∞ el límitesuperior en la integral (15) se hae 0, on lo ual es unabuena aproximaión evaluar la misma sólo para valorespequeños del integrando. Aproximando x3/(ex − 1) por
x2 y reemplanzando en (15), se obtiene
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UDebye = 3R
T 4

T 3
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= 3RT (23)Derivando esta expresión respeto de T , se obtiene �nal-mente la expresión para el alor espeí�o CV = 3R, laLey de Dulong y Petit.La Figura 1 muestra la omparaión entre los dife-rentes modelos desriptos en estas notas en el aso delCobre.Sin embargo, todos los modelos que se han desriptoson aproximaiones. De heho, el Modelo de Debye pre-senta errores, sobre todo a altas temperaturas, y estas3



Figura 2: Calor espeí�o para el Modelo de Debye (ur-va llena) y puntos medidos experimentalmente para distintosmateriales omo aluminio, obre, plata y plomo. La esalaen el eje x ontiene la Temperatura de Debye (Θ) y ha sidoajustada para lograr un óptimo ajuste de los datos.fallas se deben a que no se emplea una densidad de esta-dos realista. La densidad de estados juega un rol deter-minante en el álulo de la urva de alor espeí�o. Unmodelo más real debe, neesariamente, ontener detallesde la estrutura ristalina, la relaión de onstantes defuerza o oiente de masas en redes diatómias, et. Másallá de esto, en muhos asos, el Modelo de Debye es su�-iente para desribir la dependenia on la temperaturade CV . La Figura 2 muestra resultados experimentalespara el alor espeí�o de distintos materiales, en fun-ión de T/TD, y la urva de CV propuesta por el Modelode Debye.V. ConlusionesHemos heho un reuento histório de los distintos mo-delos que se fueron desarollando para desribir la depen-denia on la temperatura del Calor Espeí�o en unared ristalina. Como hemos visto, fue neesario inluironeptos de la uántia para lograr onstruir un modeloque logre desribir el omportamiento a bajas tempera-turas de CV . Sin embargo, estos modelos, que son muyutilizados ya que permiten simpli�ar el álulo y ob-tener expresiones analítias de la dependenia del alorespeí�o on la temperatura, son meras aproximaionesy un álulo preiso del alor espeí�o requiere ompu-tar un espetro realista de freuenias de vibraión defonones. Esto sólo puede haerse on ayuda de áluloomputaional.
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