Notas sobre el Calor especifico de los sélidos
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Resumen

En estas notas se introduce un analisis detallado de la con-
tribucion al calor especiifico de una sustancia que realizan
las vibraciones de la red en un sélido cristalino. Para expli-
car la dependencia con la temperatura del calor especifico se
describen tres diferentes modelos: el Modelo clasico o Ley de
Dulong y Petit, el Modelo de Einstein y el Modelo de Deb-
ye. Se estudia la validéz de cada uno de estos modelos en los
distintos rangos de temperatura.

I. Introduccién

El calor especifico molar de un material a tempera-
tura T es la energia necesaria para elevar un grado la
temperatura de un mol de dicho material. Si vemos de-
tenidamente esta definicion podremos observar que efec-
tivamente existe una relacién directa entre la densidad
de energia interna de un material (que depende de las
propiedades microscopicas del mismo) y la temperatura
de éste. Debido a esta relacion directa, el calor especifico
—facilmente medible en un laboratorio— puede emplear-
se para estudiar esa estructura microscopica.

La explicacién del comportamiento a bajas tempera-
turas del calor especifico de los sélidos fue uno de los
primeros éxitos de la cuantica (1907-1912). En cualquier
material, la constribucién a su energia interna viene da-
da por una contribucién electrénica y una contribucion
de las vibraciones de la red, conocidas como fonones.
La contribucién electrénica es, generalmente, desprecia-
ble frente a la fonoénica; més aun si se trata de sdlidos
no metdlicos. Por lo tanto, para calcular el valor y la de-
pendencia con la temperatura del calor especifico y més
concretamente el calor especifico de una red cristalina, es
necesario calcular la energia asociada con cada modo de
vibracién.

Para 1819, Dulong y Petit [1] habian encontrado que
el calor especifico de un so6lido (a temperatura ambiente)
era similar para distintos materiales, y aproximadamen-
te igual a 6cal/mol°K. Es decir, la cantidad de ener-
gia necesaria por molécula para aumentar la temperatu-
ra del s6lido una determinada cantidad, parecia ser méas
0 menos la misma, independiente del elemento quimico
de que estuviera compuesto. Sin embargo, experimentos
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posteriores mostraron que a medida que se disminuia la
temperatura, los calores especificos variaban y de hecho,
tendian a cero cuando dismia la temperatura y cerca del
cero absoluto (0°K), el calor especifico variaba como T3,
hecho que desde luego no podia ser explicado clasicamen-
te.

El objetivo de estas notas —pensadas para que puedan
ser comprendidas por alumnos del ciclo bésico de la Li-
cenciatura en Fisica— es explicar los calculos basicos que
permiten determinar la dependencia con la temperatura
del calor especifico en un sélido cristalino.

II. Teoria Clasica del Calor Especifico -
Ley de Dulong y Petit

El calor especifico molar -a volumen constante-
(Cy) se define como la variacién de la energia interna
por mol de una sustancia (U) con la temperatura, es de-
cir
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De acuerdo a la teoria clasica, un sélido puede ser con-
siderado como un sistema de osciladores independientes.
En un mol de un dado cristal, existen N4 (nimero de
Avogrado) dtomos. Cada atomo lleva a cabo oscilaciones
armonico-simples entorno a su posicion de equilibrio en
la red, en tres dimensiones; de modo que un mol del s6-
lido tendra 3N,4 grados de libertad (el “3” proviene de
las dimensiones espaciales (z,y,2)). Por el principio de
equiparticién de la energia, a cada grado de libertad se
le asigna una energia total promedio k7', de modo que la
energia interna total del sélido es:
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yclassic — 3N kT = 3RT (2)

donde R es la constante universal de los gases. De esta
manera, el calor especifico a volumen constante queda
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= 24,94J/mol°K = 6cal/mol°K
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Este resultado es conocido como Ley de Dulong y Pe-
tit [1]. Como ya fue mencionado, a temperatura ambiente
el calor especifico cumple con esta ley perfectamente, pe-
ro cuando la temperatura cae, esta ley deja de ser valida.



III. El modelo de Einstein del Calor Espe-
cifico

Einstein fue quien vio que el factor kT de la equipar-
ticién clasica tenia que ser sustituido por otro factor que
tomara en cuenta la cuantificacién de la energia de un
oscilador arménico simple, muy parecido al modo en que
Planck ataco el problema de la radiacién de un cuerpo
negro. En sus trabajos de 1907 [2,3], Einstein public6 su
teoria para el calor especifico conocida como Modelo de
Einstein. Esencialmente, continuaba con la representa-
cion del soélido como un conjunto de N4 osciladores ar-
monicos independientes, todos con una misma frecuencia
fundamental (vg, llamada Frecuencia de Finstein) pero
sustituyo el factor kT por el resultado obtenido por Plan-
ck cuando utilizé la distribucién de Boltzmann para la
radiacién del cuerpo negro. De esta manera, la energia
interna para los 3N4 osciladores puede escribirse como

UEinst _ 3NAh’VE (4)
T ehve/kT _1°
A partir de esta expresion, calcul6 el calor especifico
como
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donde Tr = hvg/k es conocida como Temperatura de
Einstein y estd asociada a la frecuencia de oscilaciéon de
Einstein vg. Para el Cobre, por ejemplo, Tp = 267,77° K.

En el limite 7" — oo, haciendo la aproximacién e” =
1+ z, la expresion (6) se reduce a la Ley de Dulong y
Petit (Verificar que esto es cierto), mientras que para
T — 0, se tiene
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Es decir, que el Modelo de Einstein predice un decai-
miento exponencial para el calor especifico a bajas tem-
peraturas. Esto, como fue mencionado, no coincide con
las observaciones experimentales, donde se observa una
dependencia del tipo T?. Por otra parte, a pesar de que
todas las sustancias presentan curvas de Cy en funciéon
de T de la misma forma, segtin este modelo, se hace ne-
cesario escoger una frecuencia caracteristica vg (o una
temperatura Tg) diferente para cada sustancia con el fin
de obtener correspondencia con los resultados experimen-
tales.

IV. El modelo de Debye del Calor Especi-
fico

Unos anos mas tarde, Peter Debye [4] propuso, de mo-
do simple y general, un nuevo modelo que mejora los
resultados de Einstein y reproduce con buen éxito los re-
sultados experimentales. La idea basica del Modelo de
Debye es suponer que los osciladores en cuestion —que
representan a 4tomos— no vibran independientemente,
sino que estan fuertemente acoplados.

Debye supuso al sélido como un cuerpo tridimensional
elastico y continuo, cuyas vibraciones eran longitudina-
les —anélogas a las sonoras en un medio material— que
debian tener nodos en los extremos. Para el nimero de
modos con frecuencia entre v y v+dv utiliz6 una férmula
andloga a la utilizada para el nimero de ondas estaciona-
rias N (v)dv en una cavidad en un intervalo de frecuencias
entre v y v + dv, es decir que

N(v)dv = 87CT—BVI/zdl/ = N(v)dv = v—gl/zdu (7)
donde se ha reemplazado la velocidad de la luz por v, la
velocidad de las ondas elasticas, y 8 — 4 porque se trata
de ondas longitudinales que no tiene polarizacién, como
las transversales de la luz. V es el volumen del sélido.

En lugar de multiplicar 3N 4 por la féormula de Planck,
como hizo Einstein, Debye peso cada frecuencia por N (v)
e integro sobre las frecuencias hasta un valor maximo vp!
que fijo por la condicién

VD
/ N(v)dv =3Ng4 (8)
0
De esta manera, sustituyendo la expresion para N(v) da-
da por (7) en (8) se obtiene

47V
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de donde queda
IN4\”
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Si cada modo es tratado como un oscilador unidimen-
sional de energia promedio ¢ dada por la cuantificacién
de Plank y la distribucién de Boltzmann,

B hv
e(v) = chu/RT _ 1’
entonces, la energia eléstica total del sélido serd
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ILos osciladores tienen una frecuencia de corte, o maxima, vp
ya que las longitudes de onda menores a la distancia interatomica
no tienen sentido fisico.
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Haciendo un cambio de variables y llamando z =
hv/kT, de forma que xp = hvp/kT, la expresion an-
terior puede reescribirse de la forma:
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y. como 2L = 9 (eq. 9),
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Como z es una magnitud adimensional, hvp/k tiene
unidades de temperatura y generalmente se conoce como
Temperatura de Debye Tp = xpT. De esta manera, la
energia interna en el Modelo de Debye queda, finalmente
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Para calcular el calor especifico, hay que derivar la
expresion anterior respecto a T. Para hacer esto, cabe
recordar que
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de esta manera, es facil ver que
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En el limite T — 0, se tiene que (Tp/T) — oo y
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entonces
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Como puede verse se obtiene la dependencia del calor
especifico observada experimentalmente a bajas tempe-
raturas (Cy ~ T). El modelo de Debye tiene un buen
comportamiento a bajas temperaturas, ya que en este li-
mite s6lo estan excitados los fonones de baja frecuencia.
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Figura 1: Comparacién de los resultados obtenidos para la
dependencia con la temperatura del calor especifico para la
Ley de Dulong y Petit, el Modelo de Einstein y el Modelo
de Debye para el Cobre. T™ representa a la Temperatura de
Einstein (Tg) y la Temperatura de Debye (Tp), en los dos
tltimos casos.

Por otra parte, si T'=Tp,
23dx 1

1
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= 2856R =5,67cal/mol °K

O (Tp) = (22)

con lo cual, se puede definir la Temperatura de Deb-
ye, como el punto para el cual el calor especifico vale
5,67cal/mol°K . Para el Hierro Tp = 455°K, el Alumi-
nio, Tp = 420°K y para la Plata Tp = 215°K.

Finalmente, resta saber si este modelo reproduce la
Ley de Dulong y Petit, valida para altas temperaturas.
Para esto, hay que tener en cuenta que si T — oo el limite
superior en la integral (15) se hace 0, con lo cual es una
buena aproximacién evaluar la misma s6lo para valores
pequeios del integrando. Aproximando z3/(e* — 1) por
2?2 y reemplanzando en (15), se obtiene

lim UPebve — 3RT—4 <T—D)3 = 3RT (23)
T—o0 Tg T

Derivando esta expresion respecto de T, se obtiene final-
mente la expresién para el calor especifico Cy = 3R, la
Ley de Dulong y Petit.

La Figura 1 muestra la comparacién entre los dife-
rentes modelos descriptos en estas notas en el caso del
Cobre.

Sin embargo, todos los modelos que se han descripto
son aproximaciones. De hecho, el Modelo de Debye pre-
senta errores, sobre todo a altas temperaturas, y estas
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Figura 2: Calor especifico para el Modelo de Debye (cur-
va llena) y puntos medidos experimentalmente para distintos
materiales como aluminio, cobre, plata y plomo. La escala
en el eje x contiene la Temperatura de Debye (©) y ha sido
ajustada para lograr un 6ptimo ajuste de los datos.

fallas se deben a que no se emplea una densidad de esta-
dos realista. La densidad de estados juega un rol deter-
minante en el calculo de la curva de calor especifico. Un
modelo mas real debe, necesariamente, contener detalles
de la estructura cristalina, la relaciéon de constantes de
fuerza o cociente de masas en redes diatomicas, etc. Mas
alla de esto, en muchos casos, el Modelo de Debye es sufi-
ciente para describir la dependencia con la temperatura
de Cy. La Figura 2 muestra resultados experimentales
para el calor especifico de distintos materiales, en fun-
cion de T/Tp, y la curva de Cy propuesta por el Modelo
de Debye.

V. Conclusiones

Hemos hecho un recuento histérico de los distintos mo-
delos que se fueron desarollando para describir la depen-
dencia con la temperatura del Calor Especifico en una
red cristalina. Como hemos visto, fue necesario incluir
conceptos de la cudntica para lograr construir un modelo
que logre describir el comportamiento a bajas tempera-
turas de Cy . Sin embargo, estos modelos, que son muy
utilizados ya que permiten simplificar el calculo y ob-
tener expresiones analiticas de la dependencia del calor
especifico con la temperatura, son meras aproximaciones
y un célculo preciso del calor especifico requiere compu-
tar un espectro realista de frecuencias de vibracién de
fonones. Esto s6lo puede hacerse con ayuda de calculo
computacional.
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