Capitulo 1

Descripcion del movimiento. El formalismo

Introduccion

El movimiento de los objetos, unos respecto de otros, presenta una diversi-
dad tan extraordinaria que es practicamente imposible iniciar una descrip-
cion sin antes establecer algln tipo de limites a la tarea que pretendemos en-
frentar. En primer lugar, debe resultar lo mas claro y explicito posible indi-
car que lo que entendemos por movimiento de un objeto, es un concepto to-
tal y absolutamente relativo a otro u otros objetos. Carece de sentido hablar
de movimiento de un objeto independientemente de la existencia de otros.
En pocas palabras y apelando a una situacion irreal, seria incomprensible ca-
racterizar el movimiento de un objeto si éste fuera el tnico que existiese.
Con relacion a las limitaciones dentro de las cuales vamos a iniciar la des-
cripcion del movimiento de un objeto indicaremos, como primera aproxima-
cion, que no tendremos en cuenta la forma particular del objeto en cuestion.
Es decir, no analizaremos aquellas caracteristicas que estén vinculadas al he-
cho que el objeto ocupa un cierto volumen en el espacio. Iniciaremos nues-
tra descripcion admitiendo que es suficiente representar a cualquier objeto
con un punto del espacio (sin formas, ni caras, lados o facetas) y que las su-
cesivas posiciones de ese punto del espacio representan satisfactoriamente la
trayectoria del objeto estudiado. Tal vez el lector crea que nos estamos limi-
tando mucho al declarar que representaremos con un punto a cualquier obje-
to. Sin embargo, existen muchas observaciones para las cuales es perfecta-

mente valida la asociacion entre un objeto y un punto. Ejemplos: si se estu-



dia el movimiento de una estrella o planeta en el firmamento ;le parece que
es indispensable saber en qué lugar estd la gran mancha roja de Jupiter para
describir su movimiento en el cielo noche a noche? ;Es relevante la infor-
macion de para donde apunta el Aconcagua al intentar determinar los dife-
rentes lugares donde esta nuestro planeta en su viaje alrededor del sol?
(Hace falta indicar cuantas ruedas o puertas tiene un auto o si el motor es
trasero o delantero, si pretendemos narrar su movimiento entre Buenos Aires
y La Plata? Tal vez las especificaciones que hemos mencionado sean impor -
tantes en otras circunstancias (cuantas vueltas sobre si mismo efectaa Jupi-
ter o la Tierra en un cierto intervalo de tiempo o qué esta pasando con las
ruedas pues el auto vibra al alcanzar 80 km/h). Bien, en tanto admitamos
que las sucesivas posiciones de un punto representan bien lo que queremos
describir del movimiento de un objeto, diremos que el objeto se comporta
como una particula. Una particula sera representada por un punto del espa-
cio. Si, en cambio, necesitamos incluir nociones sobre la orientacion del ob-
jeto porque no es suficiente la informacion obtenida a partir de lo que se re-
presenta con un punto, entonces diremos que el objeto se comporta como un

cuerpo (realmente, se dice que no se comporta como particula).

1.1 - El observador y lo observado

Indicar que vamos a utilizar ciertos elementos abstractos (puntos, curvas, re-
laciones, etc.) para representar hechos de la realidad (movimientos de obje-
tos) es elaborar un modelo. Veremos en lo que sigue como es posible descri-
bir el movimiento de un objeto usando el modelo de una particula o punto

que representa materia.



Por sistema de referencia se entiende al conjunto de

que nos permiten especificar las
coordenadas de un punto del es-
pacio. A tal conjunto de cuerpos
se lo simboliza como un sistema
de coordenadas. Es mas, comin-
mente se simboliza todo en un
dibujo de tres rectas que se cor-
tan formando 90° entre si. Al re-
sultado de las medidas de coor-
denadas, junto con las indicacio-
nes de los momentos en que fue-

ron determinadas (indicados por

objetos y mecanismos

~, (

P(x..2)

un reloj), lo llamaremos observacion. Es

comun utilizar el término “observador” para referirse al sistema de referen-

cia. Si bien no es comun mencionarlo, se admite que el resultado de una ob-

servacion no es afectado ni por el observador ni por los métodos de medida

que usa.

El resultado de observar el movimiento de una particula podria ser el con-

junto de coordenadas de los puntos por los que la particula pasa acompaia-

do de las respectivas indicaciones del reloj:

Indicacion del Coordenadas
reloj (s) (m)
{1 X Yi Z
%) Xo Y2 7
t3 X3 Y3 73
ty Xn Yn Zn




Las cantidades ¢, x;, y;y z; (con i =1, 2, 3,..., n) son nimeros y entre parén-

tesis se han marcado las unidades segundos (s) y metros (m).

1.2 - Las magnitudes fundamentales para describir el
movimiento: posicion, velocidad y aceleracion

Supongamos que en el instante ¢ una particula estd en el punto de coordena-
das x, y, z respecto de un cierto sistema de referencia (no debe perderse de
vista la relatividad de una ubicacion o posicion). Se denomina posicion r de
una particula al vector, con unidades de longitud (m), cuyas componentes

son justamente las coordenadas del punto en el que esta la particula:

z -
r=xi+vi+zk
La idea subyacente en el con-
—+ P(x,,2) o
K cepto de movimiento es la de
1
- V4 . .y
cambiar de posicion o despla-
— g
z Y zarse a medida que el tiempo
X transcurre. Asi que nos basta-
5 d ria determinar que las coorde-

X nadas de la particula observa-

da son otras, en un instante posterior a ¢, para asegurar que la particula se ha
movido o que posee movimiento (siempre relativo al sistema de referencia
en cuestion). Sea At el intervalo de tiempo transcurrido a partir de ¢, para el
cual determinamos otras coordenadas para la particula y llamemos a las nue-
vas coordenadas x+Ax, y+Ay, z+Az, donde los valores Ax, Ay y Az represen-

tan los cambios respecto de las coordenadas originales. El nuevo vector po-



sicién r’ estara determinado por las nuevas coordenadas como:
F=(x+Ax) i +(V+AY) j+(z+A2) k =
=xl?:—yj\'-:l—zl::kAxt::—ij\:-Azl:/:r+Ar
Evidentemente, el nuevo vector posicion esta definido a partir del anterior y
de una modificacion designada por Ar (note que Ar = r’- r es una diferencia

entre dos posiciones). Tal modificacion en la posicion se denomina vector

desplazamiento o simplemente desplazamiento de la particula. Sus compo-
nentes son los cambios en las coordenadas debidos a una modificacion de la
ubicacion de la particula. El vector desplazamiento comienza en el punto
donde esta la particula en el instante ¢ y termina en el punto donde esté la
particula en el instante #+At.

La magnitud que mide la relacion entre el desplazamiento y el intervalo de
tiempo en el que se ha producido, se denomina velocidad media de la parti-
cula y se define como:

Ar

V:_
At

De la definicion surge que la velocidad media es un vector con la misma di-



reccion y sentido que el desplazamiento (notese que At es una cantidad esca-
lar positiva, es decir, un nimero positivo) que se mide en unidades de longi-
tud sobre unidades de tiempo (m/s). Las componentes de la velocidad media
resultan:

TN T A T T

—i+—j+—k=vi+V ’+VI:
IYRRNAADY, ! SRR

V =
(las barras por encima de las componentes de la velocidad s6lo se usan para
indicar que son componentes de la velocidad media y no deben confundirse
con la notacién habitual para vectores).
Si llamamos trayectoria de la particula a la sucesion de puntos por los cuales

la particula pasa al transcurrir el tiempo, esta claro que la velocidad media,

Ar = Arl + Ar2 + ...+ Ar

At = At] + At2 + ...+ At



en un dado intervalo de tiempo, establece inicamente una relacion entre dos
de los puntos de la trayectoria y no posee ninguna informacion relativa a los
puntos entre ellos. En otras palabras, la velocidad media permite una des-
cripcion “segmentada” de la trayectoria de una particula. En términos geo-
métricos, si la trayectoria se representa por una cierta curva, las velocidades
medias en sucesivos intervalos de tiempo, permiten determinar des-
plazamientos sucesivos que aproximarian la curva mediante un conjunto de
segmentos orientados (los sucesivos desplazamientos).

Evidentemente, la descripcion en términos de sucesivos desplazamientos,
obtenidos a través del conocimiento de velocidades medias no es enteramen -
te satisfactoria. En tanto no se consideren velocidades medias en intervalos
de tiempo suficientemente pequefios (entendiendo como pequefios a aque-
llos intervalos muy cortos comparados con el que transcurre entre el co-
mienzo y el fin del estudio que estemos haciendo), no se mejorara la des-
cripcion. Cabria la pregunta: ;jcudl es el intervalo de tiempo mas pequefio
como para asegurar una descripcion lo mas detallada posible? ;Cual seria su
valor? Tal vez las preguntas no tengan mucho sentido porque ain imaginan-
do un intervalo de tiempo que creamos muy pequeiio, siempre existira el in-
tervalo mil veces mas chico. De manera que preguntar por algin valor parti-
cular no parece muy racional. Tenemos la absoluta seguridad de que es nece-
sario que transcurra un cierto intervalo de tiempo para que deje de ser el ins-
tante que estamos considerando y nos damos cuenta que tal intervalo no se
puede asociar a un nimero particular (por pequefio que sea). Para indicar el
intervalo de tiempo mas pequefio posible utilizaremos un simbolo: dt (1¢ase

“diferencial de t” o “diferencial t”’) que representa el intervalo de tiempo en-



tre ¢ y t+At, cuando At tiende a cero'. Definiremos velocidad instantanea v o
simplemente velocidad v de una particula en el instante ¢, como el limite al
que tiende la velocidad media cuando el intervalo At tiende a cero:

. . Ar dr
v=I>imv=Ilim—=—
At—0 At—>0 At dt

siendo dr el desplazamiento en el intervalo dt.

La velocidad media tiene, por definicion, la direccion de la recta secante a la
trayectoria que pasa por los puntos que marca el vector desplazamiento. La
velocidad de una particula en un cierto punto de su trayectoria, tiene la di-
reccion de la tangente a la trayectoria en el punto considerado (el lector debe
analizar el limite al que tiende la direccion de la recta secante por dos pun-
tos de una curva cuando los puntos se aproximan tanto como se quiera). El
sentido es, como en el caso de la velocidad media, el sentido del desplaza-
miento. Los diferentes valores de la velocidad v(¢), en sucesivos instantes,
permiten determinar una sucesion de desplazamientos dr = v dt, que repro-
ducen, con tanta aproximacién como se quiera, la trayectoria de la particula.
En el intervalo entre ¢ y t+A¢, el desplazamiento a partir de la posicion en el
instante ¢ sera naturalmente la suma de los sucesivos desplazamientos dife-
renciales dr (tal suma se denomina integral). Asi, se puede expresar el des-

plazamiento en un cierto intervalo A¢ como:

t+At t+At

Ar(At)= [dr= [v(t)dt.

t
Es facil admitir que en una trayectoria cualquiera (representada por una cur-

va cualquiera) la velocidad serd, en general, diferente en cada posicion

'La palabra diferencial es una modificacion de la palabra diferencia.



(piense el lector en relacion a la direccion de la velocidad, al menos...). Se
puede definir una magnitud para caracterizar los cambios en la velocidad de
una particula, de manera equivalente a la que se hizo para caracterizar los
cambios de la posicion. Se llama aceleracion media a aquel vector que mide
la relacion entre el cambio en la velocidad y el intervalo de tiempo en el cual
ocurri6 el cambio:
Ay
q=—
At
En virtud del mismo criterio de descripcion que se tuvo para definir la velo-
cidad, se define el vector aceleracion instantanea a o simplemente acelera-
cion a en el instante ¢, como:
. . Av dv
a(t)=fima=lim" = a
donde dv el cambio de velocidad en el intervalo dt. Asi, es posible describir

los sucesivos cambios en la velocidad con la aproximacion que se desee y, al

cabo de un intervalo Az a partir de ¢, el cambio en la velocidad sera:

t+At

Av(At) = [a(t)dt.

1.3 - Movimiento uniformemente acelerado

Veamos ahora un caso particular que nos sirva para concretar la descripcion
del movimiento de una particula y para insistir en algunas definiciones y sus
consecuencias.

Supongamos que una particula se mueve de manera que su aceleracion es
constante. Supongamos ademads, que en un instante z, cualquiera, iniciamos

el estudio del movimiento de la particula, encontrandose ésta en la posicion



r, y con velocidad v,. Nos preguntamos ahora ;cual sera la velocidad de la
particula en otro instante cualquiera ¢ posterior a #,? La definicion de acele-
racion

_av
“=ar

nos indica que las modificaciones de la velocidad estaran determinadas en la
forma:
dv=adt.

De manera que en el instante #, el cambio en la velocidad sera:

Av:jdv:jadt

) fy
Asi, enfatizando una vez mas que se trata de un movimiento con aceleracion

constante, la variacion de la velocidad (a partir de su valor en 7,) resulta:

Ay = jadt :ajdt =a(t—t,) =aAt

to to
donde Ar=(t-t,) es el intervalo de tiempo que ha transcurrido a partir de ¢,.
De esta manera, es facil deducir que la velocidad en el instante ¢ sera aquélla
del instante 7, mas el cambio “acumulado™? hasta el instante ¢:
v(t)=v,+Av=v,+a At
Siendo 7, el instante en que comenzamos el estudio del movimiento y
At=(t-1,) el intervalo de tiempo transcurrido a partir de dicho instante,
bien podriamos elegir #,=0 de manera que ¢ represente el intervalo de tiempo
indicado por los relojes disparados en f,. Si esta es la eleccion, la expresion

anterior deberia leerse como: “la velocidad v de una particula cuyo movi-

Se ha usado el término “acumulado” tratando de explicitar el concepto subyacente en la integracion, en
tanto ésta representa la suma de los sucesivos cambios de velocidad.
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miento es uniformemente acelerado, ¢ segundos luego del momento en que

valia v,, es la suma del vector v, y el vector que resulta de multiplicar a y £
v(t)=v,+at

No puede perderse de vista que la cantidad ¢ representa un valor positivo

que indica cuanto tiempo ha transcurrido desde que comenzamos a analizar

el movimiento.

Si conocemos la velocidad de la particula al cabo de cualquier intervalo de

tiempo, es posible determinar también, los cambios que se han sucedido en

la posicion de la particula a partir de r, donde estaba al comenzar el analisis

y por lo tanto determinar la posicion de la particula en cualquier momento

posterior a t,.

Efectivamente, de la definicion de velocidad surge que para cualquier inter-

valo de tiempo df (contenido entre ¢, y ¢) el desplazamiento es dr = vdr |

de manera que el cambio en la posicion de la particula resulta:

Ar = jdr = jvdt

to to

y explicitando la velocidad se obtiene:

Ar = j.[vo +a(t—1t,))dt = j.vodt"'j.a(t_to)df = vo(l—t0)+%a(t_to)2

) fo fo

con lo cual se llega (en virtud de la eleccion de ¢,) a:
A t+ : £’
r=vy —at.
()

Asi, la posicion de la particula ¢ segundos luego de iniciar el estudio del mo-
vimiento (o ¢ segundos luego de haber disparado los relojes), es la que se ob-

tiene de agregarle a la posicion r, el cambio Ar resultante en ¢ segundos:

11



1
rt)=r+v, t+5at2.

De manera tal que si una particula se mueve con aceleracion constante, la

descripcion de su movimiento, esta contenida en las expresiones:

r(t)=r+v, t+la t
2
v(it)y=v,tat

que pasaremos a interpretar y discutir a continuacion.

En primer lugar es indispensable destacar algo que es evidente en las ecua-
ciones y que puede, en otras circunstancias, conducir a nuevos puntos de
vista no necesariamente intuitivos (;el lector ha oido hablar del Principio de
la incerteza o Principio de la incertidumbre?): para el movimiento con acele-
racion constante que estamos estudiando, la posicion de la particula se pue-
de predecir rigurosamente (a partir de un cierto momento) si y solo si se es-
pecifican la posicion r,y la velocidad v, al inicio del estudio (cominmente
denominadas posicion inicial y velocidad inicial respectivamente). Se parte
de la base de que se conocen los vectores r,y v,y a partir de ellos se deter-
minan r y v.

Es indispensable adquirir experiencia en la eleccion del sistema de referen -
cia, de manera que las expresiones que describen el movimiento tengan for-
mas simples. La practica muestra que es conveniente (no indispensable) ele-
gir los ejes coordenados con direcciones tales que marquen alguna direccion
caracteristica del movimiento. Al describir un movimiento con aceleracion
constante, la direccion de la aceleracion es caracteristica del movimiento y
representaremos los vectores que describen el movimiento en un sistema de

coordenadas en el cual uno de sus ejes tiene la direccion de la aceleracion.

12



Si la aceleracion es paralela a la velocidad inicial, el movimiento resultara

At

a —
LI Av=a At

. vﬁnal

rectilineo (todos los cambios en la velocidad seran paralelos a la aceleracion

inicial
y asi a la velocidad inicial). Si la aceleracion es ademas del mismo sentido

4—“‘

subsiguientes velocidades se- Viicial

que la velocidad inicial, las

ran cada vez mayores y, en

caso contrario, seran cada vez

menores. Para el caso en que
Av=a At

la aceleracion no posea la
misma direccion que la velo-

cidad inicial, los cambios en .

4
final

la velocidad no resultaran pa-

ralelos a la velocidad inicial y el movimiento resultara no rectilineo.

Luego de esta descripcion cualitativa tratemos de concretar algunas situacio-
nes que nos familiarizaran con el uso de las ecuaciones encontradas ayudan-

donos a comprender la informacion que ellas poseen.

vﬁnal

inicial

1.4 — Movimiento sin aceleracion. Movimiento rectilineo uniforme
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Aceleracion constante indica obviamente que es “siempre” la misma. La pa-
labra “siempre” debe entenderse como “mientras estudiamos el movimien-
to”. Tal condicion no excluye el caso de una aceleracion siempre nula. Las
ecuaciones nos muestran que la posicion y velocidad de una particula en es-
tas circunstancias son:

r(t)y=ry+v, t

v(t) =v,
Estas ecuaciones se conocen con el nombre de ecuaciones del movimiento
rectilineo uniforme, es decir, movimiento a velocidad constante. Eligiendo
el sistema de coordenadas con un eje (digamos el eje x o el que el lector me-
jor le parezca) coincidente con la velocidad inicial (la direccion de la acele-

racion no esta definida) resulta:

By =Xy U +YyJ
y v, =V, i

Vo

X0

Una vez especificados los valores de la posicion inicial y la velocidad ini-
cial, las ecuaciones del movimiento nos indican qué resulta para la posicion
y la velocidad ¢ segundos luego del comienzo del estudio. Asi, simplemente

reemplazando en las ecuaciones del movimiento rectilineo uniforme, resulta:

14



r()=x,0i+y, j+ei)t=(x,+v,0) i +y, J

~—

vit)=v, i
Estas relaciones nos indican cémo se comportaran la posicion y la velocidad
en el movimiento rectilineo uniforme: para las sucesivas indicaciones de los
relojes (tenidas en cuenta en el valor de ¢) la posicion unicamente cambia la
coordenada x manteniendo constantes las coordenadas y y z (en los valores

VYo ¥ 0 respectivamente) y la velocidad resulta paralela al eje x (sdlo tiene

componente en la direccion del versor 7 , independiente del momento que

se esté considerando).

1.5 - Aceleracion y velocidad inicial en la misma direccion
Analicemos ahora el caso
y de aceleracién constante
paralela a la velocidad

inicial. Hemos menciona-

Vo do la posibilidades de que
¥
0 la aceleracion tenga el

X mismo sentido o sentido

Xo contrario a la velocidad

inicial. Veamos lo prime-
ro. Tomemos nuevamente un sistema de coordenadas con el eje x paralelo a

la aceleracion y por ende a la velocidad inicial. Asi,

=Xy 1+Y,]
v, =V, i

a=aili
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son los vectores que permitiran determinar la posicion y la velocidad al cabo
de ¢ segundos de iniciado el analisis de este movimiento. Reemplazando los
vectores correspondientes en las ecuaciones para el movimiento uniforme-

mente acelerado, arribamos a las igualdades:

~

— — g 1 = 1 Py :
r()y=x,i+y, j+(, l)l‘+5 (ai)t® =(x, +v0t+§at2) i+y, J
vi)=vyi+(ai)t=(vy,+at)i
Estas relaciones muestran que el movimiento es rectilineo, variando tnica-

mente la coordenada x y que la velocidad es siempre paralela al eje x, con

modulo creciente (a medida que transcurre el tiempo).

a0t ® 1

'S
o

°
200 x eeee®®

Coordenada (m)
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
'Y
S
(s/m) pvproojaq

°®
0 0®

L

L L L L L L

.
00 05 1,0 L5 20 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
tiempo (s) tiempo (s)

En el caso que la aceleracion tenga sentido opuesto a la velocidad inicial
(cominmente conocido como movimiento desacelerado o descelerado), el
analisis es idéntico al recién planteado, salvo que la componente x del vector
aceleracion (siempre referido al sistema de coordenadas que hemos elegido

para hacer la descripcion) cambia de signo:
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n=x,0i+y,J

V) =V, i

a=—-al

De manera que la descripcion del movimiento estara expresada en:

P P P -

1 - 1 —
rit)y=x,i+y, j+(, i)t+5(—a i)t2=(x0+v0t—5at2)i+y0 J

p— P

v(t)=vyi +(—ai)t=(v,—at)i
La interpretacion de estas ultimas relaciones es algo mas rica que la que re-
sult6 antes. Veamos primero qué ocurre con la velocidad: a partir de =0, el
término at disminuye el moédulo de la velocidad de tal manera que al cabo de
vo/a segundos, la velocidad se anula; a medida que se suceden los segundos
(luego del instante v,/a) el médulo de la velocidad crece nuevamente pero el
sentido del vector es opuesto al que tenia antes. En palabras comunes, la
particula se va frenando, se detiene, permanece detenida por un instante, y

luego retrocede a velocidades crecientes (esta vez, sin parar).

30+ 1 F 130
0000
x|.. ... ‘

2 20t ! %o 0 F
& ® g
3 [ ] 0
3 s
s 10} ) 10 =
3 . . 3
= ° >
S o <

0 7S 0
© [ ]

..
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
tiempo (s) tiempo (s)

El analisis de la posicion, naturalmente, también revela que la particula anda

un trayecto, se frena y luego desanda el trayecto ya sin detenerse. Efectiva-
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mente, para los primeros instantes (en los cuales el valor de ¢ es mas impor-
tante que el de #) el término v,¢ domina sobre el término a#*/2 y la coordena-
da x crece a partir del valor x,. Cuando (a tiempos mayores) el término ar*/2
resulta mas importante que v,f, la coordenada disminuye su crecimiento,
deja de crecer y comienza a disminuir, volviendo a tomar valores que ya ha-
bia tomado (incluyendo el valor x,). Si la situacion de aceleracion constante
persiste, la coordenada continuard disminuyendo, pasara por el valor 0 y se

haré negativa. (Podria el lector demostrar que el maximo de la coordenada x

es X, =x, +(v./2a)?

1.6 - Aceleracion y velocidad inicial en diferentes direcciones

(Como se analiza la situacion en la cual la aceleracion no es paralela a la ve-

locidad inicial? Bien, se elige un sistema de coordenadas con un eje parale-

lo a la direccion de la aceleracidon (caracteristica del movimiento), se deter-

minan las componentes de los

vectores r,y v, y las ecuaciones

del movimiento permiten inferir v
0

las posiciones y velocidades de ) ./ a
0
a

la particula a medida que el

Fy
tiempo transcurre. Tomemos por

ejemplo los movimientos en las X

proximidades de la superficie de Xo

nuestro planeta como lanza-
mientos, caidas, tiros, etc. (sin considerar la influencia del aire). Se ha deter-

minado que tales movimientos son acelerados con aceleracion constante de
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valor muy proximo a 9,80 m/s* (representado habitualmente con la letra g),
direccion vertical (Ia de la vertical del lugar) y sentido hacia el interior del
planeta (hacia el centro de la Tierra). Veamos la situacion planteada en la fi-
gura, que representa el hecho de arrojar un proyectil desde el punto r, con
velocidad v, (inclinada un angulo o respecto de la horizontal). En el sistema

de coordenadas indicado en el esquema, los vectores r,y v, estan dados por:

Fop =Xl +)o]

v, =v,cosa i +v,senaj

y la aceleracion por:

a=—-gj

De forma que, usando las ecuaciones del movimiento deducidas antes,

1
r(t)=r+v, t+5at2
v(it)y=v,tat

se determina:

r(t) = (x, +v,cosa t) i +(y, +v,senat—1igt’) ;
v(t) = (v,cosax) :L (vysena — gt) 7

Estas igualdades describen como se desarrolla el movimiento y su analisis es
el siguiente:

La coordenada x varia como la de un movimiento uniforme (la aceleracion
no tiene componente en la direccion x). Esta coordenada puede crecer inde-
finidamente.

La coordenada y obedece un movimiento uniformemente acelerado. Esta co-

ordenada crece, pasa por un valor maximo y luego disminuye (eventualmen-

te indefinidamente).

19



La coordenada z es siempre cero, lo cual indica un movimiento plano, mas
precisamente en el plano xy.

La componente x de la velocidad es constante (nuevamente se insiste en que
la aceleracion no tiene componente en la direccion x).

La componente y de la velocidad disminuye a partir de su valor inicial, se
anula en un instante y luego se invierte (cambia de signo).

(Qué curva describe la particula en el plano xy? Una forma de obtenerla es,
por ejemplo, proponer algunos valores razonables para los parametros que
figuran en las relaciones (x, o, vo Y @) y calcular el par de coordenadas
(x,y) de la particula para valores crecientes de . La representacion grafica de
esos valores en un sistema de coordenadas muestra la forma de la trayecto-
ria. Por otro lado, la ecuacion de la trayectoria puede obtenerse eliminando ¢

entre las ecuaciones correspondientes a cada coordenada. Asi resulta,

(x—x,)
x(t)=x,+v,cosa t >t=—""—
V, COS &t
2
(x—x,) 1 (x—x,)

y(x)=y,+v, sena >
Vv, COs a Vv, Cos a

De lo cual se deduce una relacion entre las coordenadas de la forma:
y(x) = Ax* + Bx+C

con:
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A=-——2 <o

" 2v2cos’a
B=(tga+2gx°2]
vecos’a
g%
C=|y,—xtga—— 8%
(yo 0’8 2v§cos2a}

La relacion y(x) describe una parabola de ramas hacia abajo (A<0) cuyos co-
eficientes estan determinados por la aceleracion y los valores iniciales de la
posicion y velocidad.

Naturalmente que una mejor eleccion del sistema de coordenadas puede
simplificar las expresiones encontradas. Podria, por ejemplo, tomarse como
origen de coordenadas el punto de lanzamiento y asi, a x, e y, le correspon-
derian valores nulos (resultando B= tg a. y C=0).

La ecuaciones indican que al cabo de (v, sen a)/g segundos la componente y
de la velocidad se anula por lo que la particula no subira mas alla de:

2
v, senaj . (va senaj vosen’al
[ — RN R — + S —

g ? g e 2g

Ymix = Vo + Voseno{

En el caso de un lanzamiento seria interesante predecir cual sera el alcance
del tiro, es decir, cuan lejos se llega (horizontalmente hablando) desde el

punto de lanzamiento.
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| 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |

0 20 40 60 80 100

X (m)

Tal determinacion es sencilla si se admite que a partir de ¢ = 0 habra un mo-
mento 7. para el cual el nivel (expresado a través de la coordenada y) vuelve

a ser el de partida. Asi,

| )
)= gy= gty sena f-1g,
de modo que

0=v,sena t,-3gt =(v, sena -5g1,)t,

resultando
2v,sena
g
(Note el lector que el valor =0, que es también solucion de la ecuacion, no
se tiene en cuenta porque representa el instante inicial). El alcance L que re-

sulta es:
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2vy,sena | 2vicosasena v, sen(2a)
L=x(t,)—x, =vocoso{ - =2 =2

g g g

Esta ultima expresion muestra que el alcance se puede variar modificando la
“intensidad” del tiro (expresado mediante el modulo de la velocidad inicial)
y la inclinacion del tiro. Para una dada intensidad de tiro, el alcance sera el
mismo para las inclinaciones a y (90°-a) (es decir, a grados por encima de

la horizontal y a grados apartado de la vertical) y serd el mayor para a=45°.

« swbET T T T T T T e o=15°
<
) L d a=30°

> I

> —4%0
Q400 |- oo o=45

[ ]

en oo’ .'o. L a=60°
= B °® °

3 o 0=75°
N 300 L4

o . .

+ - ° ° J
~ 200 | ° L] -

1 Y [ ]

= L ° ° 4
3 ° 0000000000004, 4

L o® %o ° -

o0 100 ] .... ‘o..

2 L % o0° .'o. * i

0%® esesese °_®
I 0 ,'3°"°... So0ee, .- Son
> 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1
0 20 40 60 80 100
X (m)

Existen situaciones particulares del lanzamiento que naturalmente estan con-
tenidas en las ecuaciones que hemos deducido y analizado.
En el caso para el cual el angulo de inclinacion es 90° se tiene para las com-
ponentes (no nulas) de la posicion y de la velocidad:
x(t) =x, ;5 () =y, +V0t_%gt2
v.()=0;v,()=v, —gt
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v
ro 0

X0

El caso es conocido con el nombre de tiro vertical.

La situacién denominada caida libre es aquélla para la cual se suelta (v,=0)
o se empuja (v,= 0) una particula hacia abajo. Tal caso se obtiene para un
angulo de inclinacion de 270° (recuérdese que la inclinacion es respecto al

eje x) y las ecuaciones resultantes son:

2

x(t)=x, 5 y@) =y, — vyt —3 gt
v.()=0;v,()=-v,—gt

1.7 - Movimiento circular de una particula

Repasemos un poco: el movimiento es un concepto totalmente enlazado al
desplazamiento de cuerpos, unos respecto de otros. El desplazamiento es
aquel vector que indica cuanto (su médulo) y como (direccion y sentido) ha
variado la posicion de una particula. Si se relaciona el desplazamiento con el
intervalo de tiempo en el que ha ocurrido, se obtiene la velocidad de la parti-
cula, la cual posee entonces la informacion de cudnto y como varia la posi-
cion por unidad de tiempo. Es la velocidad de una particula la informacion

esencial de su movimiento. El hecho que los diferentes momentos o instan-
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tes, durante el estudio de un movimiento, se sucedan de una manera Unica y
ordenada (hacia el futuro) impone un signo caracteristico a los intervalos de
tiempo: los intervalos de tiempo son nimeros positivos. Asi, la velocidad de
una particula hereda caracteristicas del vector desplazamiento: la direccion y
el sentido, y es comun describir tales caracteristicas sin distinguir entre am-
bos vectores, la velocidad y el desplazamiento, obviamente diferentes.
En esta discusion intentaremos caracterizar un cierto tipo de movimiento en
el cual se ponen de manifiesto los cambios de orientacion del vector posi-
cién. Vamos a comenzar por el analisis de aquellos desplazamientos que nos
llevan a nuevos vectores posicion que poseen el mismo modulo que los ante-
riores pero diferentes direcciones. El proceso mediante el cual se modifica
la direccion de un vector sin alterar su modulo se denomina rotacion.
Especificar una rotacion requiere de algunas indicaciones:
a) Serota en torno a un eje: debe especificarse el eje de rotacion.
b) Se rota un cierto angulo: debe especificarse el angulo.
c) Se rota en un cierto sentido en torno al eje: debe especificarse el senti-
do.
Asi, parece que una rotacion posee mds informacioén que la que un nimero
permite simbolizar y de ahi que intentaremos simbolizarla por un vector. No
resulta muy claro qué se debe hacer frente a la instruccion: “tome ese libro y
rotelo 5°”. Es mas clara la instruccion: “tome ese libro y rotelo 5° en torno a
un eje vertical de manera tal que, si el eje fuera roscado, el libro ascienda™’.

Para indicar una rotacién haremos lo siguiente:

3 Debo advertirle al lector que si no conoce la forma en que avanza un tornillo al enroscarlo,
se vera en dificultades para comprender la descripcion de los movimientos de rotacion.
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e tomaremos el valor del angulo que se rota (a partir de una cierta direc-
cion) como el médulo de un vector;
e adoptaremos como direccion del vector a la direccion del eje perpendicu-
lar al plano de la rotacion (entorno al cual se rota) y
¢ ¢l sentido de avance de un tirabuzon o tornillo (sobre el eje), que rota de
la misma manera que la rotacion que queremos describir, sera el sentido
del vector.
Al vector definido con las tres ultimas indicaciones lo llamaremos vector ro-
tacion.
Existe una dificultad importante en cuanto a las propiedades del vector rota-
cién: dos rotaciones sucesivas no conmutan. Es decir, se obtienen resultados
diferentes si se altera la secuencia de las rotaciones. Ejemplo: tome un libro
con alguna marca notable en una de las tapas; rotelo 90° alrededor de un eje
vertical en el sentido que un tirabuzon o tornillo sobre el eje suba; rotelo a
continuacion 90° alrededor de un eje horizontal en el sentido que un tirabu-
z6n o tornillo avance hacia su derecha. Observe la posicion en la que quedo
la marca del libro. Recuerde la posicion alcanzada, vuelva el libro a su posi-
cion inicial y ahora ejecute las mismas rotaciones pero en otro orden. Prime-
ro la rotacién de 90° alrededor del eje horizontal con sentido de tirabuzéon
hacia su derecha y a continuacion la rotacion de 90° alrededor del eje verti-
cal con sentido de tirabuzon hacia arriba. El resultado de las rotaciones es
evidentemente diferente. La falta de conmutatividad nos impedira utilizar el
vector rotacion que hemos definido como un vector propiamente dicho. Las
operaciones entre vectores deben satisfacer la propiedad conmutativa para
que los elementos que se operan sean realmente vectores. Asi que el vector

rotacion no debe ser tratado como tal a menos que aclaremos ciertas circuns-
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tancias bajo cuales las operaciones sean conmutativas. Veamos...Si toma-
mos el ejemplo del libro y reducimos los angulos de rotacion de 90° a 45°,
tal vez notemos un cierto parecido entre las posiciones finales resultantes
luego de ejecutar, en un orden u otro, la sucesion de rotaciones. Si en lugar
de 45° rotamos 10 o 5° el parecido sera mas evidente. Asi, si admitimos que
podemos rotar dngulos tan pequefios como sea necesario para que sucesivas
rotaciones (en cualquier orden) conduzcan al mismo resultado, el vector ro-
tacion tendra las mismas propiedades que los vectores ordinarios. Concre-
tando: un vector rotacion satisface la propiedad conmutativa respecto a una
sucesion de rotaciones, si su modulo es el menor posible. Dado que el mo6-
dulo del vector rotacion representa el angulo que se ha rotado, el valor de tal
angulo debe ser un valor infinitesimal.

Analicemos una situacion concreta de manera de usar los conceptos que se
han esbozado. Imaginemos que una particula rota en torno a un cierto eje
describiendo una circunferencia. Supongamos
que en un cierto instante ¢ el vector r indica la
posicion de la particula. Dejemos transcurrir Az

segundos tal que la particula ha pasado a la po-

sicion indicada por el vector #°. Sea Ar el des-

plazamiento entre las posiciones sucesivas r y r’ (siendo r’ el vector que se
obtiene a partir de r rotando un angulo Ae). Por simplicidad se ha esquema-
tizado el caso mediante una circunferencia en un plano horizontal de forma
que el eje de rotacion sea vertical, pero el lector no tendra dificultad en ima-
ginar una rotacion cualquiera. El vector asociado a la rotacion de valor Ao,

tendra modulo A, la direccion del eje de rotacion y el sentido hacia arriba,
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en virtud de que un tirabuzdn sobre el eje, que rota en el sentido de llevar r
hacia #’, ascenderia. Para poder usar las propiedades conocidas de los vecto-
res en el manejo del vector rotacion, analicemos la situacion haciendo Af lo
mas pequefio posible (Az — 0). En ese caso, AQp — d@, Ar — dr. En estas
circunstancias podemos representar a la rotacion por el vector d¢@ sobre el
eje de rotacion (hacia arriba) y el desplazamiento dr sera perpendicular a r.
Lamentablemente no es posible representar una rotacion de valor infinitesi-
mal y el esquema de la figura es un esquema muy aproximado de la situa-
cion. Siendo (en el caso de una rotacion infinitesimal) d@, r y dr perpendicu-
lares entre si ya que la direccion de dr serd la de la tangente a la curva, la re-
lacion entre el vector rotacion do y el cambio

producido en r es:

dr =dexr

De manera que si df es el intervalo de tiempo
en el cual se produjo el desplazamiento dr, la

velocidad de la particula que rota seré:

v:—d(p szd_(pszer
dt dt
. . do
donde se ha definido el vector velocidad angular @ como @ = ar

La velocidad angular es un vector que, con la misma direccion y sentido que
el vector rotacion, representa como se efectua el barrido angular de la direc-
cion de un vector, por unidad de tiempo. Las unidades de @ son radianes por
segundos [rad/s].

La figura muestra los vectores r, vy @

en un cierto instante ¢, durante el mo- @
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vimiento circular de una particula. En este tipo de movimiento, los vectores
r, vy o son perpendiculares entre ellos y esta situacion es una particularidad
del movimiento circular®. Asi, el modulo de la velocidad resulta:
vz‘v‘ z‘coxr‘ z‘coHr‘ sen90°=‘a)‘~‘r‘ =wr
De esta manera, es claro que el modulo de la velocidad variara en tanto varie
el moédulo de la velocidad angular (el modulo del vector posicion es el radio
de la circunferencia). Las variaciones de la velocidad v estan descriptas por
la aceleracion. Por definicidn, la aceleracion se obtiene derivando la expre-
sion de la velocidad. El lector debe recordar que la derivacion de un produc-
to vectorial de funciones sigue las mismas reglas que el producto ordinario
de funciones. Por lo tanto, la aceleracion de una particula que efectia un
movimiento circular es:
a=ﬂ=i(wxr)=d—wxr+wx£=axr+wxv
dt dt dt dt
donde se ha hecho una nueva definicion vinculada al cambio de la velocidad

angular:

o=
dt

La aceleracion angular o describe los cambios en la velocidad angular @ a
medida que transcurre el tiempo. La aceleracion angular se mide en radianes
por segundo cuadrado [rad/s’] o “radianes por segundo, cada segundo”.

Escapa al alcance de estos apuntes describir un movimiento de rotacion
completamente general. Nos hemos circunscripto al caso de una particula

rotando segln una circunferencia, en torno a un eje fijo, pues es el caso mas

* En un movimiento eliptico, por ejemplo, no siempre el vector posicion (desde un foco) es
perpendicular al vector velocidad.
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sencillo para analizar el movimiento de rotacion y a su vez, contiene todos
los elementos conceptuales
de una rotacién mas compli-
cada. De todas maneras, el
lector no debe perder de vis-
ta que se trata de una des-

cripcion particular. Por ejem-

plo, la aceleracion angular
(que acabamos de definir) mide los cambios en la velocidad angular. Tales
cambios, tratandose de un movimiento circular en torno a un eje de direc-
cion fija (vertical, horizontal, inclinada o como quiera, pero fija!) se restrin-
gen a modificaciones del modulo y eventualmente un cambio del sentido de
la velocidad angular @. Los cambios de direccion no estan contemplados.
Asi, la aceleracion angular a., sera un vector paralelo al vector @, con el mis-
mo sentido (si la velocidad angular es cada vez mas intensa) o con sentido
opuesto a @ (si la velocidad angular es cada vez mas “lenta”). Dos figuras
esquematizan las respectivas situaciones. La primera debe interpretarse
como una fotografia del caso en el cual la velocidad angular es cada vez ma-
yor, de manera que al cabo de un intervalo de tiempo dt, una nueva fotogra-
fia mostraria un vector velocidad angular incrementado en dw= o dt. La se-
gunda corresponde a la situacion en la cual la velocidad angular disminuiria,
al cabo del intervalo dt, en la cantidad a df. En ambos casos (y volviendo a
insistir en que no se consideran cambios en la direccion del vector ), la ve-
locidad angular y la aceleracion angular son vectores paralelos y en conse-

cuencia, el vector que representa a a es perpendicular al vector posicion r.
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No se olvide el lector que se trata de un caso particular de movimiento de
rotacion.

Retomando la discusion sobre la aceleracion a de la particula estudiada, he-
mos hallado que estd constituida de dos términos (que surgen naturalmente
al derivar el producto vectorial). En virtud de lo comentado antes, el primer
término (realmente el orden es irrelevante) es un vector perpendicular al pla-
no determinado por o y r. Este vector tiene la direccion de la velocidad y

por lo tanto se lo denomina “componente tangencial” de la aceleracion o

“aceleracion tangencial” @, =a xr . Su modulo es (teniendo en cuenta la

perpendicularidad entre los vectores) @, = o r, siendo 7 el radio de la cir-
cunferencia. Conocer la aceleracion tangencial permite determinar los cam-
bios en el médulo de la velocidad.
El segundo término de la aceleracion es un vector (perpendicular al plano
determinado por @ y v) con direccion radial y sentido hacia el centro de la
circunferencia. Asi, este ultimo término

a,=oxv=0x(@xr)

es denominado “componente centripeta de la aceleracion” o simplemente

2
13 ¥4 r 2 /4 _ 2 v
aceleracion centripeta”, cuyo méduloes o v=wr=—.
r
La aceleracion como suma vectorial de las componentes tangencial y centri -

peta tiene modulo:
2 2
a=yJa’ +a> =\(ar) +(@*r) =r/a’ +o*
Cabe al lector analizar la forma de la aceleracion para el caso de un movi-

miento circular uniforme (aquél con velocidad angular constante).
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Como ya se ha mencionado (tal vez en exceso), se ha estudiado un movi-
miento circular en torno a un eje de direccion fija, de forma que los vectores
velocidad angular @ y aceleracion angular o son paralelos. Es ilustrativo
analizar el caso de una aceleracion angular constante. Si representamos di-
chos vectores en un sistema de coordenadas con uno de sus ejes en la direc-
cion del eje de rotacion, podemos manejarnos con ecuaciones numéricas de
la siguiente manera:

Sea el eje z (por ejemplo) el eje del movimiento circular en el mismo sentido
de la velocidad angular. La velocidad angular y aceleracion angular seran
o=0k ya=*a k respectivamente. El doble signo en la aceleracion
angular corresponde a los casos ya discutidos de velocidad angular que au-
menta (+) o que disminuye (-). Si la aceleracion angular es constante, el

cambio de la velocidad angular a partir de un valor @, determinado en ¢,, es:

® t t
Ao=0-0,=[do=[adt=a[dt=aAt=a(t-t,)
0)0 t() t()

Asi, si elegimos arbitrariamente #, = 0 y usamos las expresiones de @ y o re-

sulta

Si incluimos en el analisis al vector rotacion d@, representado en el mismo
sistema de coordenadas, es sencillo encontrar que a partir del momento en

que se inicia el estudio, el angulo rotado es
| P
=0, to,txt—-ot
2
donde ¢, es el angulo que forma el vector posicion de la particula respecto

el eje x al momento inicial.
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Las ultimas ecuaciones son enteramente analogas a las que se deducen para
el movimiento uniformemente acelerado.

La descripcion de una rotacion cualquiera, en la cual el eje de rotacion se
mueve en el espacio, incluye los mismos conceptos discutidos hasta ahora.
El analisis es algo complicado en virtud de que las magnitudes de la cinema-
tica de rotacion esta definidas en términos de productos vectoriales. Asimis-
mo, lo que hemos denominado aceleracidon centripeta (hacia el centro) po-
dria perder significado si la trayectoria no fuera una curva con “centro”. Los
conceptos no son dificiles de generalizar pero ese analisis escapa al alcance

de estas notas.
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Sintesis conceptual
El concepto mas relevante introducido en este capitulo es el de velocidad.
La velocidad es la informacién que sintetiza el hecho basico de la Mecénica:
los cuerpos se desplazan unos respecto a otros a medida que el tiempo
transcurre.
La velocidad no es algo que un objeto posea sino algo que manifiesta en re-
lacidén a otros objetos (el sistema de referencia).
Poseer velocidad es asegurar que existird desplazamiento con el transcurrir
del tiempo.
La simbolizacion mas adecuada de la tltima declaracion es:
dr =v dt

siendo dt el simbolo que se usa para representar la idea de que el reloj ha de-
jado de marcar el instante ¢, pasando a indicar el instante “siguiente”.
Si la velocidad es nula, el desplazamiento sera nulo y se mantendra la posi-
cion. Si la velocidad no es nula, la posicion cambiara en dr.
Describir un movimiento es indicar qué velocidad presenta un objeto cuando
estd en un cierto lugar del espacio en un dado momento. Tal informacion se
puede extraer tanto de la trayectoria como de la aceleracion (el comporta-
miento de la velocidad).
En general, la informacion requerida para hacer una prediccion en base al
fenomeno del movimientos es:
e ¢l conocimiento de la posicion y la velocidad de un objeto en un cierto

instante (que son valores especificos) y
e conocer la aceleracion, es decir, el comportamiento de la velocidad (una

cierta funcion del tiempo).
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