Clase 26: Rotacion del cuerpo rigido. Aplicaciones y ejemplos

3 de julio de 2020

En esta clase final recorremos algunas aplicaciones de la teoria que hemos desarrollado para describir el
movimiento del cuerpo rigido, en distintas situaciones. Seguimos aproximadamente el orden de los problemas
de la Practica 10.

1. Sistemas de cuerpos y particulas

Cuando trabajamos un sistema con dos o mas cuerpos rigidos, o un sistema de particulas y cuerpos rigidos,
en varios aspectos se puede considerar a cada cuerpo rigido como una particula ubicada en su CM, con la masa
del cuerpo.

Por ejemplo, veamos un sistema fisico formado por un cuerpo rigido de masa M y una particula de masa m.
La masa del sistema completo se recorre considerando todos los elementos de masa dm del cuerpo y la masa m
de la particula; la suma sobre los dm nos lleva a una integral y el término de m queda aparte.
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Como en la figura, llamemos Ry ala posicion del CM del cuerpo y 7, a la posicion de la particula, respecto
del origen de un sistema de coordenadas. La posicion del CM del sistema se calcula como
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Es decir, podemos reemplazar al cuerpo por una masa M en el punto R
La cantidad de movimiento lineal del sistema se calcula como

P’(sistema) _ / ,l—)'(f‘) dm 4+ mu,,
cuerpo

= MVM+m17m

Es decir, podemos reemplazar al cuerpo por una masa M con velocidad Var.
La cantidad de movimiento angular respecto del punto O es més elaborada,

E(sistema) _ Eguerpo) 4 fm
= MRy x Vay + LS80 4 [
Vemos que el momento angular del sistema completo es la suma de 1) el momento angular orbital del cuerpo,

como si fuera una particula de masa M con velocidad Vs en el punto R M, 2) el momento angular de la particula
y 3) el momento angular interno del cuerpo respecto de su CM.
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La energia cinética del sistema completo se puede representar como

B = e L,
1 1 1
= §MV]\24 + §ICMw2 + imvfn

Vemos en esta expresion la energia cinética de una particula de masa M con velocidad de médulo V), otra de
masa m con velocidad de modulo v, y la energia cinética de rotacion del cuerpo respecto de su CM.

Si el sistema se encuentra en el campo gravitatorio terrestre constante g la energia potencial gravitatoria del
sistema completo es la suma de las energias potenciales de cada elemento de masa,

U;SIStema) = / ghdm + mghy,
cuerpo

g / hdm + mghy,
cuerpo
= Mghpy + mghm,

donde hj; es la altura del CM del cuerpo y h,, es la altura de la particula. Es decir, podemos reemplazar al
cuerpo por una particula ubicada en su CM.

—

1.1. Ejemplo, con conservaciéon de P

En el ejercicio 4 de la practica 9 tenemos que considerar el sistema formado por un bote de masa M = 100 kg
y 8 m de longitud, y una muchacha de masa m = 50kg. Podemos modelar al bote como un cuerpo rigido continuo
simétrico y a la muchacha como una particula puntual. EL CM del bote esta en su punto medio geométrico.
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Con respecto a un eje x con origen en la orilla, y en la situacién inicial, podemos representar al bote como una
particula de masa M ubicada en xj; = 14m. El CM del sistema tiene coordenada

pESem) (100 kg 14m + 50 kg 18m) /(150 kg) = 15m

Las fuerzas externas sobre el sistema son el peso del bote, el peso de la muchacha y la fuerza de empuje del
agua hacia arriba. Todas son verticales y suman cero, porque el bote no se mueve en direccién vertical. Por lo
tanto la cantidad de movimiento del sistema se conserva y la velocidad del CM es constante durante todo el
ejercicio. Inicialmente la velocidad de las partes del sistema es cero, con lo cual la velocidad del CM del sistema
es cero. Luego es siempre cero y el CM nunca cambia de lugar.

Cuando la muchacha camina sobre el bote acttian fuerzas internas (de la muchacha sobre el bote y del bote
sobre la muchacha); esas fuerzas no influyen en la posicion del CM del sistema:

= Cuando esté en el medio del bote es como si dos particulas estuvieran en el mismo lugar; ese lugar es el
CM del sistema, por lo tanto estan a 15m de la orilla.

= Cuando la muchacha llega al otro extremo del bote, digamos que estd en una posicion x desconocida; el
centro del bote estard en x + 4 m. Podemos plantear entonces que

(100 kg (x +4m) +50kgx)/(150 kg) = 15m

Se despeja = 13m. La muchacha termina ubicada a 13m de la orilla y el centro del bote a 17m de la
orilla.
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1.2. Ejemplo, con conservacién de L

En el ejercicio 4 de la practica 10 tenemos una calesita de radio R y momento de inercia I montada sobre
un eje fijo a tierra, vertical y sin roce, y una mujer de masa m parada en su borde. Inicialmente ambos estan
€en reposo.

Tomemos como sistema completo la calesita, modelada como cuerpo rigido, y la mujer modelada como
particula. Sobre este sistema no actian fuerzas externas que hagan torque con respecto al eje en la direccién
vertical!, por lo cual la componente vertical del momento angular se conserva.

antes después

Inicialmente el momento angular del sistema es

L(antes) =0

porque la calesita y la mujer estan en reposo, y debe conservarse cero. Cuando la mujer se mueve con velocidad
de médulo v respecto del piso, tangencial a la calesita, la calesita adquiere velocidad angular w. Si seguimos el
esquema de la figura y usamos la convencién antihoraria,

L(ZdeSpUés) = Icpyw — muR

Naturalmente, uno apunta hacia adentro de la hoja y otro hacia afuera para sumar L = 0. Por conservacion del

momento angular pueden despejar
muR

w =
Iom

2. Torques y aceleracién angular

En varios ejercicios tenemos un cuerpo cilindrico montado sobre un eje que pasa por su CM. Cuando actiian
fuerzas sobre ese cilindro su CM no se desplaza, porque esta fijo al eje. El cilindro puede girar, y su aceleracién
angular estd determinada por la suma de torques de fuerzas externas,

> =Iewa (1)
ext

Por ejemplo, en el ejercicio 5 de la practica 10 se discute la aceleracién angular de una rueda montada sobre
un eje fijo, perpendicular a la rueda. Podemos dibujar

”11>
+
>

IDiscutan el torque del peso de la mujer, el del peso de la calesita y el del eje sobre la calesita.
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Noten que el eje (punto negro) hace fuerza de roce sobre la rueda; en el montaje estan en contacto la superficie
del eje con la superficie de la rueda. En cada elemento infinitesimal de area de apoyo hay una fuerza normal
(que depende de cuén ajustadas estén las piezas) y una fuerza de roce cinética que se opone al deslizamiento. La
fuerza de roce esté aplicada a cierta distancia del eje de giro, dada por el radio del eje. Como estamos estudiando
la rueda (naranja en el dibujo) estas fuerzas de roce son externas.

Cuando actia otra fuerza externa que hace torque, por ejemplo F dibujada en la figura,

TF,z — Troce,z = Ial

donde 7r, = F R es positivo (el problema da directamente el valor del torque externo, aqui lo imagino como
una fuerza tangencial en el borde de la rueda) y el torque de roce, que es negativo, lo escribo —74ce . Con los
datos pueden calcular a;, mientras aumenta la velocidad angular.

Cuando se deja de aplicar la fuerza F actiia solo el torque de roce del eje y la rueda se detiene con aceleracion
as < 0, que pueden calcular con los datos del enunciado. Durante el frenado,

—Troce,z = Ia2

Con estas ecuaciones pueden despejar el torque del eje T,occ,» y €l momento de inercia I de la rueda.

2.1. Cuplas, o par de fuerzas
Las fuerzas ejercidas por el eje sobre la rueda tienen la siguiente propiedad:
= ejercen torque sobre la rueda
= su resultante es nula, no ejercen fuerza neta sobre la rueda

Un conjunto de fuerzas con estas propiedades se suele llamar cupla, o par de fuerzas.

Por ejemplo, sobre el eje estriado de un motor se monta un engranaje, de manera que giran juntos. Cuando
el motor acelera (angularmente) al engranaje, el eje ejerce una cupla sobre él. En este caso puede que lo llamen
"par motor", aqui la palabra par se refiere al par de fuerzas. Por ejemplo, en cierta moto de 220 c.c. de cilindrada,
el manual dice que el par motor maximo es de 17 Nm, cuando el motor gira a 7000 RPM.

3. Choques de particulas y cuerpos rigidos

Cuando chocan dos cuerpos, despreciamos las fuerzas externas. Si se trata de cuerpos rigidos, o de un cuerpo
rigido y una particula, se conservan entonces la cantidad de movimiento lineal del sistema (porque no hay fuerzas
externas) y también la cantidad de movimiento angular (porque sin fuerzas externas no hay torques externos).
Cuando trabajen la conservacién del momento angular deben decidir con respecto a qué punto calculan los
momentos angulares de cada cuerpo: puede ser un punto quieto en un sistema inercial o puede ser el CM del
sistema (Clase 23, pagina 10).

Tienen un ejemplo en el ejercicio 6 de la Préactica 10. Una particula (proyectil) choca con una varilla rigida.
La varilla no est4 montada sobre un €je, sino que puede deslizar sobre una superficie horizontal sin roce; por eso,
después del impacto la varilla tiene movimiento de traslacion (de su CM) y de rotacion (respecto de su CM).
El choque es "frontal", eso significa que la velocidad del proyectil después del impacto tiene la misma direccion
que antes del impacto.

Llamamos m la masa del proyectil y v al médulo de su velocidad inicial. La varilla tiene masa M y longitud
l, y estd inicialmente en reposo; su momento de inercia respecto de su punto medio es Iop = 1—12M 12. Llamamos
v’ a la componente de la velocidad del proyectil después del choque (podria ser positiva o negativa, respecto del
sentido de v inicial).

antes después

v
-_— —
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La conservaciéon del momento lineal, como ya saben, permite plantear
mv=mv + MV

Escribimos una sola componente, en la direcciéon del movimiento del proyectil porque el choque es frontal; el
CM de la varilla no podria tener velocidad en otra direccién.

El momento angular lo podemos plantear respecto del punto O donde esta el centro de la varilla antes del
choque; en realidad, el centro de la varilla también lo consideramos en el punto O inmediatamente después del
impacto porque suponemos que en el tiempo que dura el impacto adquiere velocidad pero no llega a trasladarse).
Visto el dibujo, usemos signo positivo para el sentido horario (eje z hacia adentro de la hoja). Entonces, el
momento angular antes del choque esta dado solo por el proyectil,

El momento angular después del impacto estad dado los los dos cuerpos, el del proyectil

lgproyectll7 después) __ mv'

N |~

y el momento angular de la varilla que podemos descomponer en parte orbital y parte interna (Clase 23, pagina
9):
) L(varilla7 después) __ MV -0+ Iopyw
z

La parte orbital vale cero porque la posicion del CM respecto de O es el vector nulo; incluso més tarde sera
cero porque posicion del CM respecto de O serd paralela a V.

El problema (parte a) se resuelve con las ecuaciones

_ L1 a2
mvi—mvz—i—lel w

{mv =mv + MV
Les recomiendo despejar V' y w como si v’ fuera un dato, luego podran armar la relacion que pide el enunciado
en la parte a).
En la parte b) se considera que el choque es elastico. Se conserva la energia cinética, por lo cual deben
agregar la ecuacion
1 45 1 N2 1 o 1 /1 2\ o
-mv° = -m(v MV i+ - | =MI" | w
2 2 W)™+ 2 + 2\ 12
En la parte c), en cambio, el choque es pléstico. El proyectil queda adherido a la varilla y tenemos un
vinculo entre las velocidades; v'se puede expresar como la velocidad del punto O de la varilla més la velocidad

del extremo de la varilla respecto de O:

l
/7 —
v —&+w2

4. Péndulo fisico

Consideren un cuerpo rigido suspendido de un eje fijo horizontal, paralelo a un eje principal del cuerpo. Si el
eje fijo no pasa por el CM del cuerpo, el peso del cuerpo (aplicado en su CM, Clase 24, pagina 4) puede ejercer
un torque respecto del eje fijo, y el cuerpo puede oscilar.
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Este montaje se conoce como péndulo fisico, por ser més realista que el péndulo ideal. Lo encuentran en el
ejercicio 7 de la Practica 10.

Las fuerzas externas sobre el cuerpo de la figura las ejercen el eje y la Tierra (peso). Tomemos torques y
momento angular respecto del eje fijo O. Si el eje no tiene roce, las fuerzas del eje (de suspension) no realizan
torque respecto de O, mientras el peso realiza un torque

Tpeso,> = —M gdsin 6

Noten que medimos el dngulo € positivo en sentido antihorario (eje z hacia afuera de la hoja); cuando el dngulo
es positivo como en la figura, la componente z del torque es negativa, y cuando el angulo sea negativo, la
componente z del torque serd positiva. Ese es el significado del signo menos en la expresion del torque.

La dindmica de este péndulo fisico (> 7 = Ton a) plantea que

Tpeso,z — Ioa

donde el momento de inercia se calcula con la regla de Steiner (Clase 24, pagina 10 y Clase 25, pagina 13). Si
llamamos d a la distancia entre el CM y el eje O, tenemos

Io = Md? + Icum

Por otro lado, la aceleracién angular es la derivada segunda del &ngulo € respecto del tiempo dos veces. Podemos

escribir )

d?0
(Md* + I ) —z = ~Mgdsind

ﬁ _ . Mgd sin 6
dt2 M+ Iowm

Para pequenas oscilaciones, aproximando sinf = 6 esta es la ecuacién del movimiento armoénico simple, con

frecuencia angular
Mgd
W=y
Md + Icn

(no confundir con la velocidad angular del cuerpo, que aqui depende del tiempo y es oscilante).

Ejercicio: podrian describir la posicién del CM en funcién del tiempo y expresar la fuerza que hace el eje
sobre el cuerpo, también en funcién del tiempo.

5. Sistemas de cuerpos y particulas con vinculos

En la Practica 4 trabajamos ejercicios con dos o méas cuerpos (que modeldbamos como particulas) cuyos
movimientos estaban relacionados entre si; por ejemplo, dos cuerpos que se mueven unidos por una soga, o dos
o tres cuerpos que se mueven apoyados entre si. En esos casos reconocimos vinculos entre las aceleraciones de
cada cuerpo, y las usamos para reducir el nimero de incognitas.

Ahora podemos trabajar con dos o mas cuerpos rigidos, o con cuerpos rigidos y particulas, vinculados entre
si. Tienen ejemplos en los ejercicios 8, 9 y 10 de la Practica 10.

Un caso tipico es el de una cuerda pasando por una polea de forma tal que no desliza sobre la ranura
(garganta). Es decir, hay fuerzas de roce estaticas que impiden que la cuerda deslice respecto de la polea. En
ese caso el radio de la polea y el angulo girado por la misma determinan la longitud de cuerda que se enrolla (o
desenrolla) sobre la misma.

Analicemos un ejemplo clésico, conocido como maquina de Atwood (ejercicio 4 de mas ejercitaciéon). Una
polea de radio R y momento de inercia I respecto de un eje perpendicular que pasa por su centro estd montada
sobre un eje horizontal sin roce. Por la polea pasa una cuerda ideal (inextensible, de masa despreciable) que no
desliza. En los extremos de la cuerda se cuelgan dos bloques, de masas m; y meo. Calcularemos la aceleracion
con que se mueven los bloques y la aceleracién angular de la polea.
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Cuando la polea gira un dngulo df (digamos positivo en la convencién de la figura) arrastra un tramo de
cuerda igual al arco donde se apoya la cuerda: dl = Rdf. Es muy conveniente elegir ejes para describir el
movimiento del los bloques con una convencién de signo que "acompane" la convencién de signos de la rotacién,
como en la figura. Con esta convenciéon, un angulo df positivo corresponde a un desplazamiento dx positivo de
ambas masas (aunque mjsube y ms baje); y un dngulo df negativo corresponde a un desplazamiento negativo
de ambas masas. La relacion entre el a&ngulo girado por la polea y el desplazamiento de los bloques es

dr = Rdf
Luego las velocidades se relacionan como
v=Ruw
y las aceleraciones como
a=Ra«a

Si llamamos 77 al moédulo de la tensién de la cuerda entre la polea y mq, y 75 al médulo de la tension de la
cuerda entre la polea y ms, las ecuaciones de movimiento de cada cuerpo son:

my. Ty —mig=mia
ma.  mag — To = maaq
polea ToR —TiR = I«

Las dos primeras corresponden a la suma de fuerzas verticales sobre cada masa y la tercera corresponde a
la suma de torques externos sobre la polea (la fuerza que hace el eje sobre la polea no realiza torque). Las
aceleraciones estan vinculadas,

aR=a1=ay=a

donde se puede llamar a la incégnita a "aceleraciéon del sistema'. Usando estas ecuaciones de vinculo el sistema
de ecuaciones queda

my. Ty —mig =mia

mo. mag — T = maa

polea ToR—T R =1Ia/R

Del sistema de tres ecuaciones pueden despejar tres incognitas: la aceleracion a y las tensiones de los dos lados
de la cuerda.

Es importante entender que 75 # T} cuando la cuerda acelera a la polea. Dado que la polea tiene momento
de inercia, el torque neto necesario para darle aceleraciéon angular se logra cuando la cuerda tira mas de un lado
que del otro.

Si la cuerda deslizara perfectamente, los bloques se podrian mover sin acelerar a la polea. En ese caso
tenemos, como usamos muchas veces, una polea ideal donde T5 = T7. Lo mismo sucede si el momento de inercia
de la polea fuera despreciable.



3 de julio Clase 26-8

6. Rodadura sin deslizamiento. Vinculos entre variables cinematicas.

En las aplicaciones practicas es evidentemente importante el movimiento de una rueda como forma de
trasladar un vehiculo, por algo se dice que el invento de la rueda cambi6 la historia de la humanidad.

El buen funcionamiento de una rueda depende de que el punto de apoyo sobre el piso no deslice; de esta
manera un giro de la rueda esté relacionado con el desplazamiento de su punto medio (eje) respecto del piso:
cuando una rueda de radio R da un giro completo sin deslizar su punto medio avanza una distancia igual al
perimetro de la rueda, es decir 27 R.

w

/_\
0 X
“dz — Rd6 -

Para escribir esta relacion en forma de ecuaciones es conveniente elegir convenciones de signos consistentes para
la rotacién y la traslacién. Por ejemplo en la convencién mostrada en la figura un angulo positivo corresponde
a un desplazamiento positivo.

En un tiempo infinitesimal dt, si la rueda gira un angulo infinitesimal df el recorrido del punto de apoyo es
el arco de circunferencia dl = Rdf y el recorrido del punto medio de la rueda O es

dr = Rdf
La velocidad del punto O se relaciona con la velocidad angular de la rueda respecto de su eje como
V=Rw

Vemos en la convenciéon de la figura que una velocidad angular w positiva corresponde a una velocidad V'
positiva. La aceleracion A del centro de la rueda se relaciona con la aceleraciéon angular de la rueda respecto de
su eje como

A=Ra«

Nuevamente, la convenciéon de signos nos dice que una aceleracion angular « positiva corresponde a una acele-
racion A positiva.

Supondremos que la rueda esta bien balanceada: tiene forma de cilindro, o de sélido de revolucion, con un
eje de simetria que pasa por su CM. Cuando la rueda esté apoyada ese eje de simetria es paralelo a la superficie
de apoyo. Al rodar, la velocidad angular vectorial & apunta en la direcciéon del eje de simetria.

El funcionamiento normal de una rueda que estamos describiendo se conoce como rodadura sin deslizamiento
y establece un vinculo entre distintas variables cinemdticas del mismo cuerpo. Mas precisamente, entre las
variables traslacionales y las variables rotacionales del cuerpo rigido con forma de rueda.

Fuerza de vinculo en la rodadura sin deslizamiento.

Como vimos, la forma de girar y la forma de avanzar de un cuerpo cilindrico que rueda sin deslizar sobre
una superficie, estan coordinadas.

La condicién cinemética que expresa la rodadura sin deslizamiento es la siguiente: en cada instante, la linea
de puntos del cilindro apoyada en la superficie estd en reposo instantdneo respecto de la superficie. Con esto
queremos decir que esos puntos del cilindro tienen velocidad cero respecto de la superficie.

La fuerza responsable de mantener esa condicion la fuerza que ejerce la superficie sobre el cilindro. Como
siempre hemos hecho, podemos descomponer esa fuerza en una componente normal N y una fuerza de roce
tangencial ﬁr. Dado que no hay deslizamiento, la fuerza de roce es estdtica; es decir, tiene las caracteristicas
fenomenologicas de una fuerza de roce estatica: su médulo y sentido se acomodan a la situacién observada pero
el modulo tiene un valor méximo posible dado por F™** = u.N. Si las condiciones de un problema requieren
una fuerza de roce mayor, la superficie no puede aportarla y habra deslizamiento relativo de la rueda sobre la
superficie (la rueda "patinara").
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Eje instantaneo

Supongamos que la superficie de apoyo estd en reposo permanente en un sistema inercial; es decir, el piso
es un sistema inercial. Dado que los puntos de contacto de la rueda con la superficie de apoyo estan en reposo
instantaneo respecto del sistema inercial, constituyen un eje fijo en el sistema inercial. A ese eje lo podemos
llamar "eje de apoyo" o eje instantdneo.

La rodadura sin deslizamiento se puede interpretar, en un intervalo de tiempo infinitesimal, como que la
rueda estd girando (o "volcando") respecto del eje instantaneo. Ademads, para una rueda bien balanceada el eje
instanténeo es paralelo al eje principal que pasa por el centro de masa; en consecuencia podemos usar la regla de
Steiner para describir la rotaciéon alrededor del eje instanténeo: si la rueda tiene radio R y momento de inercia
Ic s respecto de su eje de simetria, cuando la rueda avanza con velocidad V su velocidad angular es w = V/R
y su momento angular respecto del eje de apoyo vale

2
Lapoyo = (ICM + MR ) w
La energia cinética total de la rueda, vista como una rotacién pura en torno al eje instantaneo, se escribe

Ecin - (ICM+MR2) w2

DO =

Desde este punto de vista la dinAmica angular se estudia como una rotacién en torno al eje instantaneo: los
.. . (ext)
torques de las fuerzas externas se calculan respecto del eje instantaneo (anotamos Tapoyo y S plantea

> rlert) = (Iem + MR?) o

ext

La dinamica traslacional, por supuesto se plantea con la ecuaciéon

> Fe) = MA

exrt

Esta ecuacion vectorial tiene una componente que involucra a la fuerza normal y otra que involucra a la fuerza
de roce.

Eje del CM

El mismo movimiento de rodadura sin deslizamiento se puede plantear como una rotacién respecto del eje
principal que pasa por el CM. Recuerden (Clase 23, pagina 10) que la ecuacion de variacion del momento angular
vale incluso cuando el eje esté acelerado respecto del piso.

Desde el punto de vista del eje del CM, el momento angular interno se escribe

Loy = Iopmw
y el momento angular respecto del eje de apoyo se recupera sumando la parte orbital,
Lapoyo = MV R + Ioyw

(escribiendo V' = wR vemos que esta expresion equivale a Lapoyo = (Ic M+ M RQ) w como escribimos antes).
La energia cinética total de la rueda, vista como una traslacion del CM maés una rotacién en torno al eje del
CM, se escribe

1 1
Ecin = §MV2 + §IC]V[W2

(escribiendo V = wR vemos que esta expresion equivale a Eg;, = 3 (Ioar + M R?) w? como escribimos antes).

Desde este punto de vista la dindmica angular se estudia como una rotacién en torno al eje del CM: los

(ext)

torques de las fuerzas externas se calculan respecto del CM (anotamos Tceﬁ y se plantea

(ext)

Toum =dom o
ext

Por supuesto, los resultados que se obtienen interpretando la rodadura sin deslizamiento como una rotacién
pura alrededor del eje instantaneo o como una rototraslaciéon alrededor del CM son los mismos. Es conveniente
que se acostumbren a los dos puntos de vista.
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Ejemplo

Los ejercicios 11 y 13 de la Préctica 10 son ejemplos tipicos de rodadura sin deslizamiento. El ejercicio 9
también tiene una rodadura sin deslizamiento, pero en este caso el yo-yo estd "apoyado" en el hilo en lugar de
una superficie.

Veamos otro ejemplo:

Un cilindro homogéneo de masa M y radio R puede rodar sin deslizar sobre un piso rugoso horizontal. Tiene
enrollado un hilo, del cual se tira con una tensién T’ en forma horizontal. Se pide calcular la aceleraciéon del CM
del cilindro y la fuerza de roce que ejerce el piso para mantener la rodadura sin deslizamiento.

Q
=<

X
ey

\

of-

Antes de elegir el punto de vista, hagamos un diagrama de cuerpo libre detallando las fuerzas externas.
Recuerden que la fuerza de roce es estatica, en realidad no sabemos para dénde apunta; la técnica de resolucion
es la siguiente: suponemos una orientaciéon y la respetamos en el planteo, y esperamos calcular un moédulo
positivo. Propongamos que apunta hacia la izquierda:

Ny

Si el signo del modulo de la fuerza de roce sale negativo (imposible!) significara que la fuerza de roce apunta
al revés que nuestra suposicion (esto suele suceder en distintos ejercicios).

Solucién usando eje instantaneo:

Respecto del punto O de la figura, la fuerza de roce, la normal y el peso no ejercen torque. Usamos la
convencion de signos de la figura: traslacion positiva hacia la derecha y rotaciéon positiva en sentido horario. Las
ecuaciones del movimiento son

T T—-F,=MA
Y N-MG=0
torques : T2R = (;MR*+ MR?) a
vinculo: A=aR
4T

Tenemos cuatro ecuaciones con cuatro incognitas (bastante desacopladas). Podemos resolver A = 37 Y F,. =

1 . -
ng. Este resultado para la fuerza de roce (cuando esperabamos un moédulo positivo) significa que la fuerza
de roce apunta hacia la derecha, al revés que nuestra suposicion. Su modulo es 7'/3. Vemos que no se opone al
movimiento, sino que empuja a favor del movimiento de traslacién del cuerpo; eso no es contradictorio porque
es un roce estatico! T

4
Ademés, N = Mg y o= gm
Les sugiero que rehagan el ejercicio, dibujando desde el comienzo la fuerza de roce hacia la derecha.

Solucién usando eje del CM:
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Respecto del punto CM de la figura, la normal y el peso no ejercen torque. Las ecuaciones del movimiento,
de acuerdo al diagrama original de fuerzas, son
T T—-F.=MA
T N-MG=0
torques: TR+ F.R = %MRQa
vinculo: A=aR

Los resultados se pueden despejar y son exactamente los mismos.

Diagrama de fuerzas correcto:

Para dejar los resultados a la vista, corregimos el diagrama de cuerpo libre sabiendo que la fuerza de roce
apunta hacia la derecha, con médulo T'/3:

7. Conservacion de la energia

En general las fuerzas internas de un sistema de particulas, o de cuerpos y particulas, realizan trabajo e
influyen en el cambio de energia del sistema (recuerden el ejemplo de la Clase 22, pagina 3).

Sin embargo, en algunas situaciones encontramos que el trabajo neto de las fuerzas internas del sistema
de cuerpos y particulas se anula. En ese caso,

Z WF(eﬂEt) = AEczn

ext

Ademés, si algunas de las fuerzas externas son conservativas podemos representar su trabajo mediante el cambio
de la energia potencial. En ese caso
§ : no conservativas
WF(ez't) — AE‘rmec
exrt
Y més aun, si no hay trabajo de fuerzas no conservativas podemos plantear la conservaciéon de la energia
mecanica,

A-Ern(-zc =0

Vale la pena insistir, antes de usar estas ecuacion deben revisar las fuerzas internas y justificar que su trabajo
neto se anula.

Algunos consideraciones tipicas son:
= Si el sistema en estudio es un solo cuerpo rigido, las fuerzas internas no realizan trabajo neto.

= Si partes de un sistema estidn unidas por cuerdas inextensibles de masa despreciable, y los cuerpos en
cada extremo de las cuerdas tienen el mismo vector desplazamiento, entonces el trabajo de la tension se
cancela.

= Si estudiamos un cuerpo cilindrico que rueda sin deslizamiento sobre una superficie en reposo, entonces
la normal y la fuerza de roce (que son externas) no realizan trabajo sobre el cuerpo. Esto se debe a que el
punto de aplicacién no se desplaza, y sin desplazamiento no hay trabajo.
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Ejemplos

En el ejercicio 10 de la Préctica 10, y en los 4 y 7 de "Maés ejercitacién" encuentran cuerpos unidos por
cuerdas ideales. Justifiquen que el trabajo de las tensiones no afecta a la energia cinética del sistema.

En los gjercicios 5 y 6 de "Mas ejercitacion" se pide analizar el mismo problema con un planteo de dindmica
y con consideraciones de energia.

En el ejercicio 7 de "Mas ejercitacion" se combinan el trabajo de cuerdas, energia potencial gravitatoria,
energia potencial eldstica y energia cinética.

Ejemplo: Una esfera de masa M y radio R se lanza por una pista rugosa desde cierta altura, sin velocidad
inicial. Calcular la velocidad de su centro de masas y su velocidad angular cuando desciende una altura Ah. Se
supone que la esfera rueda sin deslizar.

O

Las fuerzas externas sobre la esfera son su peso (conservativa), la normal y la fuerza de roce estética (no
hacen trabajo). Luego la energia mecénica se conserva.
Llamando h 4 a la altura inicial y hga la altura final podemos plantear que

1/2 1
Mgha = <5MR2> w? + 5MV2 + Mghg
donde el médulo de la velocidad del CM es V' = wR y hemos descompuesto la energia cinética final en parte de

traslacion del CM y parte de rotacion respecto del CM. El momento de inercia de la esfera respecto del eje que
2
pasa por su CM ya se escribié como Iy = gMRQ. Luego

_ T 2 2
MgAh = 1OMR w

_ [10gAh v 10gAhR
eV TR V7

Si recuerdan el resultado para una particula que desliza sin roce, v = 1/2gAh, la velocidad de traslacion
de la esfera es menor. Esto se debe a que una fraccién de la energia potencial se ha convertido en energia de
traslacion y otra fraccion en energia cinética de rotacion.

Ejemplo: Una maquina de Atwood estd compuesta por un disco homogéneo de masa M y radio R, por el
cual pasa una soga ideal que sostiene en sus extremos bloques de masas ms > m;i. Se libera desde el reposo
cuando las alturas ce los CM de los bloques son iguales. Se supone que la cuerda no desliza sobre el disco.

;,Cuanto valen las velocidades de los bloques y del disco cuando modesciende una altura Ah?

+
— T
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Consideremos el sistema formado por el disco y los dos bloques.

Las fuerzas de tension son internas: T describe la interaccion entre el bloque 1 y la polea, mientras 15
describe la interaccién entre el bloque 2 y la polea. El vinculo geométrico asociado a que la cuerda no desliza
sobre la polea implica que, el trabajo hecho por el bloque 1 sobre la polea es exactamente opuesto al hecho por
la polea sobre el bloque 1; por ejemplo, cuando rueda en el sentido positivo indicado el bloque hace trabajo
negativo sobre la polea (le quita energia) mientras el trabajo hecho por la polea sobre el bloque es positivo (le
da energia). Lo mismo pasa en la interaccion entre el bloque 2 y la polea, el bloque da energia a la polea y la
polea le quita energia al bloque. Entonces, el efecto de las fuerzas internas de tension es el de transferir energia
entre cuerpos del sistema. No aumentan no disminuyen la energia total.

Por otro lado, las fuerzas externas que hacen trabajo son los pesos de cada bloque, son conservativas.

En conclusién se conserva la energia mecénica.

Ubicando el cero de alturas donde estan inicialmente las masas podemos plantear

1 1 1/1
Mgho = 5mlv% + §mgv2 +5 <2MR2> w? + mi1gAh — maogAh + Mgho

con los vinculos v; = v = wR. Llamando v a las velocidades finales, tenemos

1 1
3 (m1 +mg + 2M> v? = (ma —m1) gAh

o bien

2 (mg — my) gAh
v =
mi 4+ meo + %M

8. Rodadura con deslizamiento

Puede ser que un cilindro apoyado sobre una superficie gire sobre si mismo con el punto de apoyo deslizando
sobre la superficie. Por ejemplo, si una moto intenta arrancar sobre una superficie helada es muy probable que
la rueda trasera gire pero la moto no avance. En esos casos no hay un vinculo geométrico entre la velocidad
angular de la rueda y la velocidad de traslacién de su centro de masa; no vale la relacién V = wR sino que V
y w son variables independientes. El roce entre la rueda y la superficie tiene caracter cinético; el sentido de la
fuerza de roce es tal que se opone al deslizamiento relativo.

Las ecuaciones de movimiento se plantean como suma de fuerzas igual a masa por aceleracion del sistema
y suma de torques respecto del CM igual a momento de inercia por aceleraciéon angular (no existe un eje
instantaneo como alternativa). La aceleracion del CM y la aceleracion angular se calculan por separado.

Ejemplo: en el problema 12 de la Practica 10 se describe una bola (de bowling) de radio R que se lanza "sin
efecto": se le da velocidad de traslacion pero no se le da velocidad de rotacion respecto de su punto medio (CM).
Al tocar el piso siente una fuerza de roce de tipo cinética, de modulo F;. = N, que se opone al deslizamiento.
El torque de la fuerza de roce le provoca una aceleraciéon angular «, con lo cual la bola va ganado velocidad
angular w. A la vez, la fuerza de roce va disminuyendo la velocidad de traslacion V. En algin momento la
velocidad de rotaciéon y de traslacion se relacionan como V' = wR, con lo cual el punto de contacto deja de
deslizar. A partir de alli, la fuerza de roce es estatica y se encarga de mantener la rodadura sin deslizamiento.

Ejemplo: resolvamos en detalle un caso parecido. Un cilindro homogéneo de masa M y radio R se hace
girar sobre su eje de simetria, en posicion horizontal, con velocidad angular wg. Suavemente se apoya el cilindro
sobre el piso de un plano inclinado rugoso, con coeficiente de roce cinético p. y dngulo de inclinacién ¢ respecto
de la horizontal, de manera que el cilindro tiende a trepar por el plano inclinado. Calculen la aceleraciéon del
CM y la aceleracion angular del cilindro mientras sigue deslizando. ;Logra subir?
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La dindmica del cilindro esta gobernada por las fuerzas externas: su peso, la normal y la fuerza de roce.
Inicialmente, dado que el cilindro gira como se indica en la figura, y su CM no se traslada, la fuerza de roce es
de tipo cinético. Apunta segun el eje x positivo elegido en la figura y tiene mddulo

F.=uN

La aceleracion A del CM seré paralela al plano; estd dada por la suma de fuerzas:

x: F,—Mgsing=MA
y: N—Mgcos¢p=0

La aceleracion angular « esta dada por la suma de torques respecto del eje que pasa por el CM. Eligiendo signo

positivo para el sentido antihorario (queda wp negativa) tenemos

{r.: RF.=(iMR*o

Estas 4 ecuaciones permiten despejar 4 incégnitas: F., N, A y a. Noten que A y a no estan vinculadas.
Encontraran que

A= (e cosé—sing) g

El cuerpo logra subir si A > 0, es decir si pu. > tan¢; es decir, si el angulo es suficientemente pequeno o si el
roce es suficientemente alto.

9. Estatica del cuerpo rigido

Cuando un cuerpo rigido permanece en reposo respecto de un sistema inercial se cumplen dos condiciones
cinematicas: por un lado su CM esta en reposo y por otro lado el cuerpo no gira. Entonces, su CM no tiene
aceleracion y el cuerpo no tiene aceleraciéon angular respecto de su CM.Esto nos lleva a las condiciones

S Fleat) — §
7—_»(ewt) 6

cM
que se conocen como condiciones de equilibrio estdtico del cuerpo rigido.
Dado que no hay rotaciéon respecto de ningtn punto O, uno podria plantear la condicién de torque neto
nulo respecto de cualquier punto O. Para comprobar que no hay ambigiiedad (es decir que los resultados no
dependen del punto O elegido) tenemos que probar la siguiente:

Propiedad: cuando la fuerza externa neta sobre un sistema de particulas es nula, la suma de torques externos
es independiente del punto respecto del cual se los calcule.

Consideremos dos puntos O y O’ fijos en el sistema inercial, y una fuerza externa aplicada en cierto punto
del cuerpo.

Los torques de esta misma fuerza, respecto de distintos puntos, es en general distinto,

ﬁo:FXﬁ:<R’+F')xﬁ:ﬁxﬁ+f”xﬁ:ﬁxﬁ+ﬁo/
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Cuando actian varias fuerzas el torque neto respecto de O se puede desarrollar,
SO S fx ety 3 ket
Bx (3 Fen) + 375

—(ext
I

por la hipétesis Zﬁ(e“) = 0. En consecuencia, si la suma de torques es cero respecto de un punto, sera cero
respecto de cualquier punto. Esto justifica que en los problemas de estitica podamos elegir el punto O a nuestra
mejor conveniencia.

Los ejercicios 14 y 15 de la Practica 10 se plantean con estas condiciones de equilibrio estatico. El 16 combina
estas condiciones con otras preguntas.

Ejemplo: el inciso e) del ejercicio 1 de la Practica 10 también se puede plantear como un problema de
estatica. Tenemos que encontrar la longitud L en la figura para que la varilla permanezca en reposo (equilibrio
estatico).

t'-<

Fig. 1

Consideremos a la varilla, con densidad lineal A homogénea, como formada por tres tramos: AB, BC' y CD.
Cada uno tiene su centro de masa en su punto medio. Las fuerzas externas aplicadas son el peso de cada tramo
y la fuerza aplicada por el punto suspension. El peso de cada tramo estd aplicado en su centro de gravedad
(Clase 24, pagina 4), que coincide con su centro de masa. El diagrama de fuerzas, respetando sus puntos de
aplicacion, se puede dibujar

+/_\

M,

Llamemos Lap = /(200 mm)2 + (1500 mm)? y Lpc = 200mm a la longitud de los primeros tramos. Luego
las masas de cada uno son Map = ALap, Mpc = ALpc y Mcp = AL. Notemos que los centros de gravedad
de los tramos AB y BC estan en la misma vertical, luego sus pesos tienen el mismo brazo de acciéon Lpc/2
respecto del punto C.

La sumatoria de fuerzas, con signo mas hacia arriba, indica que

F—Mapg— Mpcg — Mcpg =0
La suma de torques, si elegimos considerarlos respecto del punto C' de suspensién y con la convencién de torques
positivos en sentido antihorario, indica que
Lpo L

L
MABQ% + MBCQT - Mcd95 =0
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Reemplazando las masas de cada tramo podemos despejar L (que no depende de la densidad lineal A) y F' (que
es proporcional a A).

10. Rotaciéon respecto de un eje que no esti fijo. Ejemplos de momen-
to angular que cambia de direccion.

Dado que en general Ec m depende del tiempo, y que

dECM —(ext)

dt - TCM ?

cuando hay torques externos que apuntan en alguna direccién distinta que ECM y el eje no estd fijo, resulta
que Lo (t) cambia de direccion.

Comentaremos dos situaciones de cuerpos rigidos girando sobre un eje principal con |fc M| grande, cuando
un torque aplicado por fuerzas externas que no es paralelo a I_:C M la inclinacion del eje de una rueda mientas
esta girando y el movimiento de un trompo que gira con su eje inclinado respecto de la vertical.

Ejemplo: Una rueda de bicicleta se monta sobre un eje de unos 30 cm, de forma tal que se puede sostener
con una mano en cada extremo del eje. Se sostiene el eje de forma horizontal y se le da la mayor velocidad
angular posible (y segura para la persona que la sostiene). ;Qué sucede cuando la persona intenta girar el eje
de la rueda, bajando la mano derecha y subiendo la mano izquierda?

&L

Dibujemos la rueda, y supongamos que la velocidad angular apunta hacia la derecha. Dado que la rueda
estd bien balanceada, su momento angular E(;M = Iop@ también apunta hacia la derecha.

Cuando uno intenta mover la direccién del eje, con las fuerzas indicadas en la figura, ejerce un torque neto
respecto del CM que apunta hacia adentro de la pantalla; a diferencia de la . mayoria de los ejercicios de esta
practica, este torque no es paralelo a Lc M- Al contrario, es perpendicular a LC M-

Parar calcular el efecto de este torque dejemos transcurrir un intervalo de tiempo infinitesimal dt. El cambio
en el vector I_:C a se puede calcular, en aproximacién diferencial, como

AL ey = (Z *@“)) dt

Entonces, el cambio de ECM apunta en la direccion del torque neto, es decir hacia adentro de la pantalla. El eje
de rotacién va a seguir la nueva direccion de Leas. Intentamos bajar la mano derecha, pero no podemos evitar
que se nos aleje del cuerpo; intentamos subir la mano izquierda, pero logramos que se nos acerque. Y el eje
sigue en el plano horizontal!

Este efecto es mas notable cuanto mayor sea el momento angular de la rueda. En el LEF (Laboratorio de
Ensenanza de la Fisica) tenemos una llanta de bicicleta rellena con plomo, para darle un buen momento de
inercia, y una polea para enrollarle una cuerda, tirar de ella y darle una buena velocidad angular. Espero que
algun dia puedan probar y convencerse.

Este efecto también explica como algunos los movimientos que uno hace al andar en bicicleta ayudan a
mantener el equilibrio. Intenten interpretarlo.

Ejemplo: movimiento de precesiéon de un trompo apoyado en un extremo de su eje principal

Otro ejemplo clésico para mostrar el cambio de direcciéon del momento angular es el movimiento de precesion
de un trompo: cuando se lo deja girar con velocidad angular w alrededor de su eje, apoyado en un extremo y con
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su eje principal inclinado un angulo ¢ respecto de la vertical, vemos que el peso no logra tumbarlo. En cambio,
el eje principal rota alrededor de la vertical describiendo un cono. La velocidad angular €2 con que el trompo
completa ese cono se llama velocidad de precesion.

Describamos la precesion en el siguiente esquemas

z dL

X

El torque del peso del trompo, aplicado en su CM, respecto del punto de apoyo O es T = R x M. La fuerza
del piso sobre el trompo, aplicada en el apoyo O, no ejerce torque respecto de O. En un intervalo infinitesimal
dt el momento angular L = I sufre un cambio

dL = R x Mgdt

indicado en la figura. El vector momento angular gira alrededor de la vertical un angulo (en radianes)

_ _la]
|L| sin ¢
Dado que .
|dL| = RMgsin ¢ dt
y que |L| = Iw,

d0 — RMgsingdt — RMgdt
 Jwsing  Iw

Encontramos la velocidad de precesion como

dd MgR
Q: _— = —
dt Tw

En esta deduccién dejamos implicito que el trompo no vuelca, al tratar al &ngulo ¢ como constante. Esto
es aceptable si la velocidad angular del trompo sobre su eje es mucho mayor que su velocidad de precesién
(w > Q). Si la velocidad w no es tan grande (cosa que sucede por roce, cuando el trompo se va deteniendo, el
angulo ¢ crece y se recupera, periédicamente. Este "cabeceo" del trompo se conoce como nutacion.



