Clase 25: Rotacion de cuerpos rigidos en torno a ejes fijos en el
espacio

26 de junio de 2020

En esta clase discutimos el movimiento de rotacion de cuerpos rigidos més reales, que ocupan un volumen
en el espacio de tres dimensiones. Consideramos que el cuerpo en estudio estd montado sobre un eje fijo a un
sistema inercial; de esta manera el inico movimiento posible es la rotacién sobre dicho eje.

Puede ocurrir, en general, que el momento angular del cuerpo no sea paralelo al eje de rotacién; en esos casos
se dice que el cuerpo estd desbalanceado y se observa que el vector momento angular gira junto con el cuerpo.
Para una descripcion completa de esta situacion es necesario generalizar la nociéon de momento de inercia. Solo
veremos un ejemplo sencillo ahora, el tema completo corresponde a un curso avanzado de Mecénica.

Sin embargo, se pueden construir cuerpos con cierta simetria, y se los puede montar sobre un eje en cierta
posicién!, de manera tal que al girar el momento angular si resulta paralelo al eje. En esos casos se dice que
el cuerpo estd montado sobre un eje principal, podemos definir un momento de inercia y escribir L=1 ; la
descripcion del movimiento de rotacion es similar a la de cuerpos planos.

Ejes fijos y fuerzas de vinculo

Un eje es un cuerpo con forma cilindrica, en general delgado (es decir con un largo mucho mayor que su
didmetro) y rigido. Decimos que est4 fijo cuando existe un montaje (soporte) que impide que sus extremos se
trasladen. Y decimos que el eje estd fijo a un sistema inercial cuando el montaje esta en reposo en un sistema
inercial.

A su vez, hay otro mecanismo que permite montar firmemente un cuerpo rigido sobre el eje. Esto implica
que los puntos de una linea recta imaginaria dibujada sobre el cuerpo? se mantienen siempre sobre el eje, y en
consecuencia estan en reposo en el sistema inercial.

Por tltimo, el montaje (bujes, rodamientos) permite que el cuerpo gire alrededor del eje®. Esto quiere
decir que cada particula del cuerpo describe un movimiento circular, en una circunferencia contenida en plano
perpendicular al eje, con centro sobre el eje y con un radio dado por la distancia de la particula al eje. Es
importante notar que distintas particulas giran alrededor de distintos puntos; por ejemplo, si el eje esta en
posicion vertical las particulas recorren circunferencias a distintas alturas, con distintos centros a distintas
alturas.

Notemos que el eje es el cuerpo que fuerza al cuerpo rotante a moverse de la manera descripta. Geomé-
tricamente, se dice que el eje impone vinculos al movimiento del cuerpo rotante. Fisicamente, esos vinculos se
mantienen ejerciendo fuerzas: el eje hace sobre el cuerpo las fuerzas necesarias para mantener a las particulas en
sus trayectorias circulares. Ademaés, puede ejercer fuerzas de roce. Cuando estudiamos el movimiento del cuerpo
rotante, las fuerzas que hace el eje sobre él acttian como fuerzas externas.

Las fuerzas que imponen condiciones geométricas sobre el movimiento de un cuerpo se clasifican como fuerzas
de vinculo. Hemos trabajado antes con fuerzas de vinculo: por ejemplo la fuerza normal que mantiene a un cuerpo
sobre una pista (le impide "hundirse") o la tension de una cuerda que mantiene la bolita de un péndulo en su
trayectoria circular, o la fuerza de roce estatica que mantiene un bloque en reposo sobre un plano inclinado.
Una caracteristica comiin de todos estos ejemplos es que la fuerza de vinculo toma el valor (mddulo, direccion y
sentido) necesarios para mantener el movimiento observado. Otra caracteristica comun es que tienen un valor

1Para ser correcto, siempre se puede montar un cuerpo rigido, de cualquier forma y tamafio, de manera tal que L resulte paralelo
al eje de rotaci6n. Las direcciones de montaje que permiten esto se llaman ejes principales del cuerpo. En este curso trabajamos
cuerpos con ciertas simetrias que permitan identificar intuitivamente al menos un eje principal.

2Se suele decir solidaria al cuerpo.

3En algunos casos el eje mismo no gira, habiendo rodamientos en el montaje del cuerpo al eje. En otros casos el eje gira junto
con el cuerpo, habiendo rodamientos en el montaje del eje a su soporte.
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limite: un cuerpo en un rizo puede hundir la pista si tiene mucha velocidad, una cuerda puede cortarse si se
le exige demasiada tension, un bloque puede deslizar si el plano inclinado se inclina demasiado. De la misma
manera, un eje puede romperse si se le exige demasiada fuerza.

Ejemplo: consideren un disco plano de masa M y radio R, apoyado en una superficie horizontal sin roce y
rotando con velocidad angular w alrededor de un eje fijo vertical que pasa por un punto de su borde. Calculen
todas las fuerzas externas que actian sobre el disco, indicando qué agente las ejerce.

Repitan el andlisis cuando el eje pasa por el CM.

Ejemplo: rotaciéon de una mancuerna desbalanceada

En esta seccion discutimos un ejemplo sencillo donde podemos apreciar como construir el momento angular
de un cuerpo rigido, rotando alrededor de un eje fijo. Veremos que el momento angular l_; de cada particula en
general no es paralelo al eje de rotacion.

Consideremos como cuerpo rigido una "mancuerna ideal", formada por dos particulas de masas iguales
my1 = me = m unidas por una varilla rigida de masa despreciable de longitud 2R. El centro de masa de este
cuerpo se encuentra exactamente en su punto medio, a distancia R de cada particula.

Se cuenta con un eje vertical delgado, sujeto con rodamientos al piso y al techo, que puede girar sobre si mismo.
Usamos un sistema de coordenadas con el origen O sobre el eje, a cierta altura sobre el piso, y con el eje z
positivo hacia arriba; los ejes x e y son horizontales y no rotan. Se sujeta firmemente el cuerpo rigido el eje, de
manera tal que el CM coincide con el punto O y la varilla forma un angulo ¢ < /2 con el eje.

El eje se pone a girar, con velocidad angular constante & en la direccion positiva del eje z. La mancuerna gira
junto con el eje y mantiene siempre el 4ngulo ¢ con el mismo.

Preguntas: ;Qué tipo de movimiento realiza cada particula?

;,Cudl es el momento angular de cada particula respecto del origen de coordenadas? ;Es constante? ;Para
donde apunta?

(,Cudl es el momento angular del cuerpo rigido respecto del origen de coordenadas? ;jEs constante? ;Para
donde apunta?

Llamemos particula 1 a la que queda en el semi-espacio superior (z > 0), y particula 2 a la que queda en
el semiespacio inferior. Contemos el tiempo con un cronémetro que marca t = 0 cuando la particula 1 pasa
el primer cuadrante del plano zz; la particula 2 se encuentra entonces en el tercer cuadrante (ver figura mas
arriba).
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Cada particula realiza un movimiento circular alrededor del eje z. La trayectoria de la particula 1 es una
circunferencia de radio Ry = Rsin ¢ con centro O; = (0,0, Rsin ¢), paralela al plano zy. Las coordenadas z1 e
y1 de esta particula estan dadas por un MCU, mientras la coordenada z; es constante:

x1(t) = Ry cos(wt)
y1(t) = Ry sin(wt)
z1(t) = Rcos ¢

Dado que el CM de la mancuerna se encuentra en el origen de coordenadas, y las masas son iguales, el vector
posicién de la particula 2 es opuesto al de la particula 1,:

29(t) = —Rg cos(wt)

y2(t) = —Rg sin(wt)
zo(t) = —Rcos ¢

esto es una circunferencia con radio Ry = Rsin ¢ con centro Os = (0,0, —R sin ¢), también paralela al plano xy.

Calculemos el momento angular de cada particula, visualizando médulos, &ngulos y regla de la mano derecha,
cuando t = O:

La particula 1 esta en el primer cuadrante del plano zz y su velocidad ¢ (tangencial a la trayectoria) apunta
en la direccion y positiva, con moédulo v; = wR; = wRsin ¢. La particula 2 tiene entonces una velocidad v
apuntando en la direccién y negativa, con moédulo v, = wRy = wRsin ¢ igual a vy.

Dado que el vector posicion 7 es perpendicular a la velocidad o7 el momento angular L =mr X respecto
del origen tiene médulo mRv; = mR2wsin ¢. Usando la regla de la mano derecha se encuentra que L apunta
hacia el segundo cuadrante formando un angulo 7/2 — ¢ con el eje z.

Por otro lado, como 7 = —7 y ¥ = —&, encontramos que ly = m(t) x To(t) = m7L(t) x T1(t) = I1(t).

—

Pueden comprobar con la regla de la mano derecha que fg apunta hacia el segundo cuadrante, igual que /;.

Por lo tanto el momento angular de la mancuerna L= l_i + fg = 21_1 tiene moédulo 2mR3?wsin ¢ y forma un
angulo /2 — ¢ con el eje z. Encontramos que L no es paralelo a ¢, la mancuerna esta desbalanceada.
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Para expresar estos resultados en lenguaje de componentes cartesianas describimos el movimiento de cada
particula en funcién del tiempo. Las posiciones de las particulas en el espacio de tres dimensiones son

Rsin ¢ cos(wt) i 4+ Rsin ¢sin(wt) j + Rcos gk
7(t) = —Rsingcos(wt)i — Rsin¢sin(wt)j — Rcos¢k

L
—
puy
S—

|

Las velocidades se obtienen derivando respecto del tiempo,

71(t) = —wRsingsin(wt)i + wRsin ¢ cos(wt) j
Up(t) = wRsingsin(wt)i — wRsin ¢ cos(wt) j

El momento angular de la particula 1 respecto del origen O se calcula usando componentes como

ll(t) = mf’l(t) X 171(15)
= mwR? (sin ¢ cos(wt) i + sin ¢sin(wt) j + cos g k) x (—sin ¢ sin(wt) i + sin ¢ cos(wt) j)
= mwR?sin¢ [~ cos ¢ (cos(wt) i + sin(wt) j) + sin ¢ k| (1)

Este resultado es un vector de médulo |13 (t)| = mwR? sin ¢ constante, con una componente constante wR? sin? ¢
en el eje z y una componente rotante de médulo wR? sin ¢ cos ¢ en el plano zy. Es recomendable que comparen
estos resultados con los que encontramos usando la regla de la mano derecha. Por otro lado, como vimos,
l;(t) = fl(t) Por lo tanto el momento angular de la mancuerna, formada por las dos particulas, es

L(t) (1) + 12(t)
= 2mwR?sin¢ [— cos ¢ (cos(wt) i + sin(wt) j) + sin ¢ k] (2)

Volvemos a comprobar que E(t) no apunta en la direccion de la velocidad angular . Para t = 0 recuperamos
el resultado que discutimos con la regla de la mano derecha:

L(t=0) = 2mR*wsing (—cos¢i+singk)

Pueden comprobar que en todo instante L(t) forma un angulo /2 — ¢ con el eje z y se mantiene en el plano
determinado por el eje y la mancuerna; es decir, el momento angular es un vector que gira con velocidad
angular w alrededor del mismo eje que el cuerpo desbalanceado.

Este ejemplo nos muestra que no es posible escribir una relacién del tipo L=1I& para este cuerpo
rigido (tan sencillo, formado por dos particulas) El eje elegido no es un eje prlnc1pa1 una componente de &
se relaciona con las tres componentes de L *. Por otro lado, queda en evidencia que L varia en el tiempo; su
componente a lo largo del eje es constante pero las componentes perpendiculares al eje rotan con velocidad
angular w. Dado que

L -
2T A0

deducimos que hay fuerzas externas y hay torques actuando sobre el cuerpo rigido. El agente que hace esas
fuerzas es el propio eje, mediante fuerzas de vinculo.

4Se dice que esa relaciéon es tensorial. En cursos méas avanzados se introduce el tensor de inercia.
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Simetrias y cuerpos balanceados. Momento de inercia respecto de un
eje principal.

Si en el ejemplo anterior la masa ms estuviera en el semiplano superior, el sistema de dos particulas estaria
balanceado y el eje de montaje seria un eje principal.

]
[}
i
T
|

Concretamente, para t = 0 en el sistema de dos particulas dibujado las posiciones de las particulas son

7 = Rsingi++Rcosok
7 = —Rsingcos(wt)i+ Rcospk
Sus velocidades son,
i = wRsingcos(wt)]
Uy = —wRsingcos(wt)

El momento angular de la particula 1 respecto del origen O (que ahora no coincide con el CM) resulta

—

ll = mFl X ’171 (3)
= mwR? (sin 1+ cosd k) X (sin ¢ cos(wt) j)
= mwR?sin¢ [f cos 1 + sin ¢ 12:]

en tanto que el de la particula 2 resulta

—

lg = m’l?g X 172 (4)
= mwR? (— sinqﬁ%—l—cosqbk) X (— sin¢j’)
= mwR?sin¢ [cos i+ sing I%]

Al sumar L = I; + l5 vemos que las componentes x se cancelan y el momento angular del sistema apunta en la

direccién del eje de rotacion, }
2m (Rsin¢)” wk (5)

z
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La leccién de este ejemplo es la siguiente: si cada elemento de masa de un cuerpo rigido, que gira en torno
a un €je fijo, estd acompafnado de otro elemento igual ubicado del otro lado del eje de rotacion, el cuerpo esta
balanceado respecto de ese eje. Entonces, cuando el cuerpo gira con velocidad angular & se puede escribir que
L = I con un coeficiente de proporcionalidad I que llamaremos momento de inercia respecto del eje principal
elegido; en las ecuaciones (3, 4 y 5) vemos que la contribucién de cada masa al momento de inercia es

m(deje)Q

donde d¢j. = R sing es la distancia de la masa al eje, es decir el radio de la circunferencia que describe la
particula. Noten que estamos calculando L respecto de un punto O sobre el eje distinto del CM, y que el
resultado seria el mismo respecto de cualquier punto del eje. Por eso, para cuerpos balanceados, hablamos de
momento angular respecto del eje.

Si un cuerpo rigido esta formado por pares de elementos de masa iguales, a ambos lados de un eje, se dice
que el cuerpo tiene simetria de inversion respecto de dicho eje. Naturalmente dicho eje pasa por el centro de
masas del cuerpo. Cuando el cuerpo gire alrededor de ese eje estard balanceado: su momento angular total sera
paralelo al eje de rotaciéon. Podemos enunciar:

Si un cuerpo rigido tiene simetria de inversion respecto de un eje que pasa por su CM, cuando se pone a
rotar alrededor de ese eje estara balanceado. Dada una velocidad angular de rotacién & su momento angular
respecto de cualquier punto del eje se escribe

L= Icn& (6)

donde Iy, se llama momento de inercia del cuerpo respecto del eje elegido, que pasa por el CM.
El momento de inercia se calcula

Icm = / dgje dm (7)
cuerpo

siendo deje la distancia de cada elemento de masa dm al eje de rotacion.

Es importante destacar que d.jo no es el médulo del vector posicién del elemento de masa. Es la distancia
calculada entre un punto y una recta, que se mide perpendicular a la recta.

2
()

dcjc

7
cm

También es importante notar que el momento de inercia definido depende del eje elegido; dependiendo de la
forma, en un mismo cuerpo rigido se pueden encontrar distintos ejes que pasen por el CM y presenten simetria
de inversion.

Energia cinética de rotacién del cuerpo rigido, respecto de un eje principal

Cuando un cuerpo rigido esta rotando alrededor de un eje fijo todas sus particulas describen un movimiento
circular con la misma velocidad angular w y distintos radios dados por d.;.. Podemos escribir la energia cinética
de rotacion sumando la de cada elemento de masa, que tiene velocidad (en médulo) v = w deje:

y 1
Eg%amon _ / 3 dm (w deje)2
cuerpo

1
— (/ d?. dm) w?
9 eje

cuerpo

Si el eje es un eje principal, la integral entre paréntesis es nuevamente el momento de inercia del cuerpo respecto
de ese eje. Podemos escribir la relacién sencilla

. 1
EE(Z_)Ttlamén _ §ICMW2 (8)
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Calculo de momentos de inercia respecto de un eje principal

El momento de inercia de un cuerpo continuo con un eje de simetria de inversién se calcula como la integral

Ioy = dgje o(r) dV
volumen
donde §(7) es la densidad del material. Si alineamos el eje de simetria del cuerpo con el eje z, conviene organizar

la integral separando "tajadas" del cuerpo paralelas al plano zy

ICM:/ {/ §(z,y,2) ((2* +v°) da| dz
altura area transversal

En esta expresion cada diferencial de volumen se ha escrito como dV = da dz donde da es un diferencial de area
en un corte paralelo al plano xy y dz es un diferencial de altura. La distancia de cada elemento de masa dm
al eje de simetria se ha escrito d?;, = #* + . La integral asi planteada se resuelve en forma iterada: primero
la integral de area y luego la integral sobre la altura. Cada integral de area tiene la forma de un momento
de inercia calculado en el plano (Clase 24). Vamos a aprovechar esos resultados para integrarlos sobre z y asi
completar la integral sobre el volumen del cuerpo. En otros casos conviene resolver la integral de volumen en

coordenadas esféricas.

Veamos céomo calcular el momento de inercia de las formas geométricas mas frecuentes en cursos de Fisica
General. Esencialmente es un trabajo de céalculo integral que veran en Analisis Matematico II. Para resolver
la practica pueden omitir los calculos y solo recordar estos resultados.

Ejemplo: Momento de inercia de un tubo cilindrico hueco homogéneo, de masa M, altura h y radio R
respecto de su eje de simetria.

Ubiquemos el CM del tubo cilindrico en el origen de un sistema cartesiano, con su eje de simetria alineado
con el eje z. Las tajadas de altura infinitesimal dz tienen forma de anillos homogéneos de radio R y area

2m

daanitio = Rdfdz =2nRdz
0

da = Rdfdz

El tubo es un cuerpo delgado de dos dimensiones, es decir una superficie con area A = 27 Rh. Para relacionar
la masa con la densidad superficial o (constante) del tubo calculamos la suma de las masas de anillos de altura
infinitesimal dz:

h/2
M = / o2rRdz
—h/2

h/2
= 027rR/ dz
—hJ2

= o02nRh
= oA

Luego 0 = M/A.
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El momento de inercia lo calculamos en forma iterada:

h/2
e = / [/ 0R2dl} dz
—h/2 LJanillo

h/2
= URQ/ 2nRdz
—h/2

= (2woRh) R?
= MR

Para pasar al segundo renglén usamos el perimetro del anillo, fanmo

dl = 27w R; para pasar al tercer renglon
usamos la altura del cilindro, f}/jQ dz = h. Por ultimo, usamos la masa del tubo M = o27Rh. El tubo hueco
se puede ver como un apilamiento de anillos iguales, y su momento de inercia respecto de un eje perpendicular
a los anillos, que pasa por el CM, tiene la misma forma que el momento de inercia del anillo respecto del eje

perpendicular que pasa por el CM.

Ejemplo: Momento de inercia de un cilindro macizo homogéneo, de masa M, altura h y radio R respecto
de su eje de simetria.

Ubiquemos el CM del cilindro en el origen de un sistema cartesiano, con su eje de simetria alineado con el
eje z. Las tajadas de altura infinitesimal dz tienen forma de discos homogéneos de radio R. Un diferencial de
volumen en coordenadas cilindricas se escribe como un cubito de lados dr, rdf y dz, dV = rdf dr dz. Un disco
de atura dz tiene un volumen

R 27 R
AViisco = / (/ d9> rdrdz =2n (/ r dr) dz = 7R% dz
0 0 0

dV =rdfdrdz

El cilindro es un cuerpo tridimensional, con volumen V = wR2h. Para relacionar la masa con la densidad
volumétrica § (constante) del cilindro calculamos la suma de las masas de discos de altura infinitesimal dz:

h/2
/ STR%>dz
—h/2

h/2
= (57TR2/ dz
—h)2
= J7R’h
oV

M

Luego 6 = M/V.
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El momento de inercia lo calculamos en forma iterada, usando el del disco:

- h/2
Ig?v}ldm = / [/ 5r? da] dz
—h/2 disco
2 gq
/ ( 57TR2dz> R?
—nj2 \2

= % StR>h R?

1
= _MR?
2R

Para pasar al segundo rengléon usamos el resultado momento de inercia de un disco plano de espesor infinitesimal
dz, es decir %dm R? con dm = dmR%dz. Para pasar al tercer rengléon usamos la altura del cilindro, f_h,/52 dz = h.
Por tltimo, usamos la masa del cilindro M = d7R?h. El cilindro macizo se puede ver como un apilamiento de

discos iguales, y su momento de inercia respecto de un eje perpendicular a los discos, que pasa por el CM, tiene
la misma forma que el momento de inercia del disco respecto del eje perpendicular que pasa por el CM.

Ejemplo: Momento de inercia de un rectidngulo homogéneo, de masa M, base b y altura h respecto del eje
de simetria perpendicular a la base.

Ubiquemos el rectangulo en un plano xz, con su CM en el origen y su eje de simetria alineado con el eje
z. Las tajadas de altura infinitesimal dz tienen forma de varillas homogéneas de largo b. El drea de una varilla
infinitesimal es

b/2
dayarilla = / drdz =bdz
—b/2

da = dzdy

El rectangulo es un cuerpo bidimensional, con area A = bh. Para relacionar la masa con la densidad superficial
o (constante) calculamos la suma de las masas de varillas de altura infinitesimal dz:

h/2
M = / obdz
—h/2

h/2
= O’b/ dz
—h/2

= obh
JA

Luego 0 = M/A.
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El momento de inercia lo calculamos en forma iterada, usando el de la varilla:

) h/2 b/2
—hj2 | J=bj2

h/2 /4
/ ( abdz) b2
_hya \12

1 2
= 15 90hb
1
= —MV?
12 b

Para pasar al segundo renglén usamos el resultado momento de inercia de una varilla de largo b y espesor
infinitesimal dz, es decir %dm b? con dm = obdz. Para pasar al tercer renglén usamos la altura del rectangulo,

ff{jZ dz = h. Por udltimo, usamos la masa del rectangulo M = obh. El rectingulo se puede ver como un
apilamiento de varillas iguales, y su momento de inercia respecto de un eje perpendicular a las varillas, que
pasa por el CM, tiene la misma forma que el momento de inercia de una varilla respecto del eje perpendicular

que pasa por el CM.

Ejemplo: Momento de inercia de una céscara esférica homogénea, de masa M, y radio R, respecto de un
eje que pasa por su CM.

Una esfera tiene simetria de rotacion respecto de cualquier eje que pase por su centro, que ademas es el CM
de la esfera.

Ubiquemos la cascara esférica con el centro en el origen de un sistema de coordenadas y consideremos un eje
de rotacién paralelo al eje z. Las tajadas de altura infinitesimal dz son anillos de radio variable, desde cero en
los polos hasta R en el ecuador. La suma de momentos de inercia de los anillos infinitesimales se puede resolver
convenientemente en coordenadas esféricas; los anillos se recorren variando el dngulo cenital entre 0 y 7. Sin
dar detalles, les cuento que

- 2
Igé]\s;ara esférica _ g]\4’]%2

Ejemplo: Momento de inercia de una esfera maciza homogénea, de masa M, y radio R, respecto de un eje
que pasa por su CM.

Una esfera tiene simetria de rotacion respecto de cualquier eje que pase por su centro, que ademés es el CM
de la esfera.

Ubiquemos la esfera con el centro en el origen de un sistema de coordenadas y consideremos un eje de
rotacion paralelo al eje z. Para aprovechar el resultado anterior conviene imaginar la esfera maciza como un
apilamiento de cascaras esféricas (como las hojas de una cebolla). La suma de momentos de inercia de cascaras de
espesor infinitesimal infinitesimales se puede resolver convenientemente con una coordenada radial; las céscaras
se recorren variando el radio entre 0 y R. Sin dar detalles, les cuento que

2
Ig™ = S MR

Soélidos de revolucién

Podemos identificar un tipo de cuerpos en tres dimensiones que evidentemente tienen simetria de inversion
respecto de un cierto eje. Mas adn, tienen una simetria mayor que se llama simetria de rotacion en torno a un
eje. Se los conoce como sdlidos de revolucidn. La esfera y el cilindro que ya estudiamos son ejemplos de este
tipo.

Un so6lido de revolucién es el cuerpo continuo que se obtiene girando una figura plana alrededor de un eje,
una vuelta completa.
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Si ubicamos el eje en la direccion z de un sistema cartesiano, los puntos de la figura plana se repiten a lo largo
de la circunferencia generada al dar una vuelta al eje. De esta manera cada elemento de masa dm tiene otro
igual del otro lado del eje, y el sélido tiene asegurada la simetria de inversion. Ademas cada cada elemento de
masa dm se repite continuamente a lo largo de la circunferencia: si le sacamos una foto al cuerpo, lo giramos
un angulo cualquiera alrededor del eje de simetria y sacamos otra foto, seran exactamente iguales. Se dice que
el cuerpo es invariante ante rotaciones alrededor de ese eje.

Fisicamente, un eje de simetria de rotacién es un eje principal: si el cuerpo gira sobre ese eje estard balanceado.
El momento de inercia de un sélido de revolucién respecto de su eje de simetria se puede calcular como la suma
de los momentos de inercia de "tajadas" perpendiculares al eje, cada una tiene forma de disco.

Cuerpos planos y ejes perpendiculares. Teorema de los ejes perpendiculares

Para concluir la presentacién del calculo de momentos de inercia comentamos un caso interesante: un cuerpo
plano con dos ejes de simetria en el plano, perpendiculares entre si.

da = dzdy

>
X

Por ejemplo, consideremos el rectangulo de base b y altura h. Ya calculamos el momento de inercia respecto
del eje de simetria perpendicular a la base (eje z en la figura). Llamémoslo

1
I, = — MV
12

También podriamos calcular el momento de inercia respecto del eje de simetria perpendicular a la altura (eje z
en la figura). Si lo llamamos I, repetimos el calculo y tenemos que

1
I, = —MR?
12

Pero también podriamos montar el rectangulo sobre un eje perpendicular al plano (eje y, hacia adentro en la
figura), que pase por el CM y calcular el correspondiente momento de inercia I,,. Veamos cémo estan relacionados
estos momentos de inercia.

Consideremos un elemento infinitesimal de masa dm = o dx dy como el indicado en la figura:

= Para calcular I, tenemos que sumar contribuciones x?dm, porque la distancia del dm al eje z es |z|.

= Para calcular I, tenemos que sumar contribuciones z?dm, porque la distancia del dm al eje x es |z|.
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= Para calcular I, tenemos que sumar contribuciones (:cQ + yz) dm, porque la distancia del dm al eje vy,
perpendicular al plano, es \/W .

Luego,

I, = / (:c2 + y2) dm
rectangulo

= / z?dm + / y*dm
rectangulo rectangulo

- I+,

Este resultado se conoce como teorema de los ejes perpendiculares y es tutil para ahorrar célculos (es decir,
aprovechar algunos resultados para generar resultados nuevos).

Aprovechemos este ejemplo para observar que un cuerpo se puede poner a rotar sobre distintos ejes; el
momento de inercia que deben usar depende del eje de montaje.

Rotacién en torno a un eje fijo paralelo a un eje principal

Consideremos un cuerpo rigido que tiene un eje de simetria que pasa por su CM, montado sobre un eje (fijo
a un sistema inercial) paralelo al eje de simetria pero que no pasa por el CM. Ubiquemos el punto O del eje fijo
tal que un plano perpendicular al eje contiene al CM del cuerpo (por ejemplo, si el eje es vertical, el punto O
es el que tiene la misma altura que el CM).

Vamos a demostrar que, cuando el cuerpo gira con velocidad angular &, el momento angular L del cuerpo
respecto al punto O indicado resulta paralelo al eje de rotacion, es decir se puede definir un momento de
inercia I y escribir

L=1o&

eje fijo

eje principal

A

L

&1

Para probar esta afirmacion usamos la descomposicion del momento angular en su parte orbital y su parte
interna (Clase 23, pagina 9):
L=MRcm X Vou + Lem

Dado que el cuerpo gira alrededor del eje con velocidad angular & podemos escribir ‘7@ M= X ECM resolver
la parte orbital como

MECMXVCM = MECMX (ﬁXRCM>
= M (ECM . ECM) b-M (ECM : 03) Rewr
MRZ,,&
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Para calcular la parte interna tenemos que reconocer que el cuerpo rota respecto de su eje de simetria con la
misma velocidad angular & con que rota respecto del eje fijo. Luego el momento angular interno se escribe

Loy = Iou@
y el momento angular total respecto de O resulta
L= MRy +1Icm)d

El momento de inercia del cuerpo respecto del eje paralelo (al eje de simetria que pasa por el CM) resulta ser
Ip = MchM +Icom.

Este resultado se conoce como regla de Steiner para el momento de inercia respecto de ejes paralelos. Dado
que el vector ECM se construy6 perpendicular al eje, su médulo Reojy es la distancia d entre los ejes paralelos.
Conviene recordar la expresiéon como

Regla de Steiner:

Io = Md®*+ Icm

donde d es la distancia entre el eje fijo y el eje principal que pasa por el CM.

Energia cinética de rotacién del cuerpo rigido, respecto de un fijo paralelo a un eje
principal

Con el momento de inercia I podemos escribir en forma compacta la energia cinética de rotacion del cuerpo
en torno al eje fijo. Comenzamos por la descomposicién de la energia cinética en una parte de traslacion del
CM y otra parte interna (Clase 21, ecuaciéon 17):

1
Eein = §MVC2’]\/[ + Eézn
En el primer término podemos reemplazar Vopy = w Reoy porque el CM realiza un movimiento circular con
radio Rcas. El segundo término es la energia de las particulas moviéndose alrededor del CM; en este caso rotan
con velocidad angular w alrededor del eje principal y podemos escribirla como E/. = %Ic mw?. Entonces,

cin

1 1
Eem = ZM RZ,, w? + §ICMw2

1
5 (MR%M =+ ICM) w2

= —Iow?
9 0%

Observen que tienen dos maneras de escribir la energia cinética de la rotacién respecto de un eje fijo: la
primera describe al movimiento como una traslaciéon del CM junto con una rotacién alrededor del CM, y la
segunda describe al movimiento como una "rotacién pura" respecto del eje fijo.

Resumen: dindmica de la rotacién del cuerpo rigido

A lo largo de esta clase y la anterior caracterizamos la rotacion de cuerpos alrededor de ejes, sea fijos o sea
libres que pasen por el CM. Con los resultados obtenidos podemos describir en forma compacta la dindmica
de la rotaciéon del cuerpo rigido: relacionar las fuerzas aplicadas con la aceleraciéon del cuerpo y con su energia
cinética.

Hagamos un resumen practico. Este resumen debe entenderse en el contexto de todas las consideraciones
que hemos discutido y que repetimos aqui.
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Dinamica de la rotacién del cuerpo rigido alrededor de un eje fijo

El momento angular del cuerpo respecto del eje se escribe usando el momento de inercia Ip respecto del eje

como
L =1Io&

Si el eje fijo pasa por el CM, deben usar el momento de inercia Ioys. Si no pasa por el CM deben usar el
momento de inercia correspondiente; pueden encontrarlo con la regla de Steiner.
Dado que el eje esta fijo, estos vectores tienen una sola componente tutil para el cdlculo. Llamemos z al eje

de rotacién y recordemos que
Lz = Io w (9)

Podemos usar la convencién de signos horaria para interpretar la direcciéon de los vectores (o lo que es lo mismo,
el sentido de la rotacion).
La relacion entre fuerzas aplicadas y momento angular (Clase 23, pagina 7) es

(eer) _ AL
ZT“ V= dt

«

El eje fijo se encarga de mantener la direccion de L:si algin torque intenta cambiar direccién de Lel eje hara
fuerzas de vinculo que compensen ese torque. Como resultado, mientras no se pregunte por los torques que hace
el eje, solo la componente z de esta ecuaciéon es ttil para el cilculo. Reemplazando L, = Ip w obtenemos

Yol =Ioa (10)

donde o = dw/dt es la aceleracion angular del cuerpo.

Trabajo y energia en la rotacién del cuerpo rigido alrededor de un eje fijo

Desde el punto de vista de trabajo y energia conviene recordar:

= El trabajo realizado por una fuerza externa sobre un cuerpo en rotacion es dW = 7 - db (Clase 24, pagina
11). Nuevamente, el eje fijo obliga a que el angulo infinitesimal dftenga solo componente z. Luego solo la
componente z del torque puede hacer trabajo:

(11)

{dW = 71.df en una rotaciéon infinitesimal

W = f T7,df = 7,Af en una rotacion finita con torque constante

= La energia cinética del cuerpo rotando alrededor del eje fijo se escribe

1
Ein = 510& (12)

= La energia potencial gravitatoria se puede escribir como la de una particula de masa M ubicada en el CM;

es decir que se puede escribir
Ug = Mghcm

Si el eje es vertical, la altura del centro de masa no cambia. Pero si el eje es horizontal, el CM se mueve
sobre una circunferencia vertical (es analogo al problema de una particula sujeta por un hilo, aqui "la
estructura del cuerpo sujeta al CM").

= Las fuerzas internas no hacen trabajo neto debido a la rigidez del cuerpo.

Con estos contenidos pueden resolver los ejercicios de la Préactica 10. Para acompafar su desarrollo haremos
una ultima clase (Clase 26) con ejemplos y aplicaciones.



