Clase 22: Momento lineal en sistemas de particulas: ejemplos y
aplicaciones

12 de junio de 2020

En esta clase vamos a usar los conceptos y relaciones de la clase 21. En distintos ejemplos y aplicaciones les
cuento caracteristicas y estrategias para clasificar y analizar las situaciones planteadas en la practica.
Dado un sistema de particulas,

- lo vamos a describir globalmente como sistema a través de la posicién y movimiento de su centro de masa
(CM), de su cantidad de movimiento o momento lineal total P y de su energia cinética total. Desde este punto
de vista, recordemos que la dindmica del sistema se describe a partir de
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fuerzas externas

Veremos que las fuerzas externas son suficientes para describir el movimiento del CM, pero que las variaciones
de energia cinética dependen ademés de las fuerzas internas.

- si es necesario, vamos a entrar en detalle acerca de cada particula del sistema. En ese caso, recordemos que
cada particula i responde a la Segunda Ley,

o(ex = d N .
Z Fi(»@it) + Z Fj= L (1)
@i JFi

Respecto del sistema de referencia donde situamos el observador, en general tenemos dos opciones: fijo al
piso o montado sobre el CM del sistema de particulas.

Ejemplos

1. Ejemplo de sistema aislado, con el CM en reposo

Situacién: Un hombre de masa mj;, = 80 kg y su hijo, un nino de masa m,, = 40 kg, salen a patinar sobre una
superficie horizontal helada. En cierto momento ¢y estan juntos, y en reposo. Hacen alli una marca para medir

. . . P . . . . (después) __
posiciones y luego se empujan entre si, de modo que el nino adquiere una velocidad de médulo vy, =2m/s

respecto de la marca en el hielo.

antes

después
y y
. R N—
hd e _
Xom =0 Xem =0 *
Tp =13, =0 MpTp = —Mp Ty
Uy =0 =0 MpVp = —MipUp

Para analizar esta situacién vamos situarnos como un observador inercial quieto en la superficie del hielo.
Vamos a utilizar un eje = con el origen en la marca del hielo, con direccién y sentido positivo en la direccién
y sentido en que se mueve el nino después del impulso. Vamos a considerar como particulas puntuales tanto al
hombre como a su hijo, y como sistema de particulas al conjunto de ambos (N = 2 particulas).
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Pregunta: ;cuél es la posiciéon del centro de masas antes empujarse?

Con respecto al eje = elegido,

2
(antes antes 1
X gz eI (mp -0+ my, - 0)

El CM se encuentra en el origen del sistema de coordenadas. Comentemos que en general, si todas las particulas
del sistema estan en el mismo lugar, alli se encuentra el CM.

Pregunta: ;cuél es la velocidad del centro de masas antes empujarse?
Con respecto al hielo como sistema de referencia, y en el eje = elegido,

1 2

1
V(antes) _ ; (antes) _ . - -0
OM.x i ;:1 miv; s, P (mp-04+m,-0)=0

El CM se encuentra en reposo respecto del hielo.
Pregunta: ;cudl es la posicién y velocidad del centro de masas después de empujarse?

Analicemos las fuerzas externas que actian sobre el sistema padre-hijo. Sobre el padre actia su peso Ph
(80kg - 9.8m/s?> = 784 N) hecho por la Tierra hacia abajo y la fuerza normal Ny, ejercida por el hielo hacia
arriba; consideramos que no hay fuerza de roce sobre él (es un patinador habilidoso). Sobre el nifio actia su
peso P, (40 kg - 9.8m/s?* = 392 N) hecho por la Tierra hacia abajo y la fuerza normal N, ejercida por el hielo
hacia arriba; consideramos que tampoco hay fuerza de roce sobre él (también es un patinador habilidoso). En
el problema también esta la fuerza mutua que el padre hace sobre el hijo, y la que el hijo hace sobre el padre;
estas fuerzas son internas al sistema padre-hijo y acttian s6lo durante el tiempo del empujon (cuando se separan
ya no interacttan).

Entendemos que ninguno se acelera en la direccion vertical (no se agachan, no saltan). Entonces, vistos como
particulas distintas, la componente vertical de la Segunda Ley nos dice que para cada uno se cumple que la
fuerza normal es de igual médulo que el peso. Si tienen aceleraciéon horizontal, durante el empujén, pero eso se
relaciona con las fuerzas internas. Por lo tanto, encontramos

Z F‘:iewt):ﬁh-i-ﬁn-i-ﬁh ]\7 :6
fuerzas externas
El sistema se puede considerar aislado, y el centro de masa no tiene aceleraciéon. Dado que tenia posicién
inicial X¢ar = 0 y velocidad inicial Vo, = 0, su posicién en funcién del tiempo es
Xear(t) = XEn™ +VEs” (t —to) =0
El CM permanece en la marca del hielo antes, durante y después del empujon, y asi sigue hasta que actie
alguna fuerza externa sobre alguna de las dos personas.

Pregunta: ;cudl es el impulso que el padre ejerce sobre su hijo durante el empujon?

El impulso solicitado no lo podemos calcular como integral en el tiempo de la fuerza ﬁmh que el padre hace
sobre el hijo, porque no conocemos cémo esa fuerza depende del tiempo. Si conocemos su efecto neto, que es el
cambio de velocidad del nifio. Dado que F}, ;, es la fuerza neta que actiia sobre el nifio, podemos usar la relacién

Jn,h = Aﬁn
Tiene solo componente en el eje z,

FIm _soN s

(), = (057029 — 20 ) = 50
’ ’ S

Pregunta: ;cudl es la velocidad del padre después de empujarse?

En todo momento se cumple que la velocidad del CM es nula. Luego la correspondiente expresion debe

igualarse a cero
V(despues _ después)
CM,x M mgv i,
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1 después 6
0=—— (mh . v,(l oop ) my, - vﬁ{l;SP“e”)
mp + my ’ ’
Se despeja
despué m é
’Ug’;spu s) _ _ nvg};SPUES) _ —1m/s
mp

Esto es lo que usualmente se llama "velocidad de retroceso" del hombre, por haber empujado al nino. Noten
que la velocidad del hombre tiene sentido opuesto a la velocidad del nino.

Pregunta: cuando el nino estd a 10m de la marca en el hielo, ;dénde esta el padre?

La posicion del CM permanece constante en Xopr = 0 (porque el sistema es aislado y el CM no tenia
velocidad inicial). Vamos a llamar z,(¢) a la posicion del nino y z,(t) a la posicion del padre. En todo momento
se cumple

1
i Z m;zi(t) = Xom

que en este caso dice
1

w5y e (8) £ maza(t)) =0

En el instante ¢, en que z,(t;) = 10m despejamos

my,
zp(t) = —m—hxn(tl) =-5m

El padre se ha alejado 5m de la marca del hielo, en sentido contrario al hijo. La distancia entre ambos, en es
instante, es de 15m.

Pregunta: jcuanto vale la energia cinética del sistema hombre-nino ante y después del empujon? Si hubo
alguna variacion, ja qué se debe?

La energia cinética es una cantidad aditiva, se calcula sumando

Eé?stes) _ Z %mi (vgantes))Q —0

E(Qespués) _ Z lm (U(deSpués)>2
cin : 2 ? 7
1 21 2
_ §mh (Ugc:l;sp es)) + imn <U$I<ilge:spués))

40J +80J =120J

Evidentemente, la energia cinética aumenta durante el empujoén, se pasa del reposo de ambas particulas al
movimiento de ambas particulas. Esta variacion se debe al trabajo de las fuerzas internas: el hombre entrega a
su hijo una energia de 80 .J, en tanto que el nino entrega al padre una energia de 40 J,

Observen que la variacion de energia cinética del sistema depende de las fuerzas internas (y de las externas,
en general). También observen que las fuerzas que se ejercen el padre y el hijo entre si son de igual modulo
(Tercera Ley) pero el trabajo realizado por cada una es distinto. Deben acostumbrarse a que el andlisis de
trabajo y energia no se puede realizar a nivel sistema, se debe realizar atendiendo al detalle de cada particula
del sistema.

Pregunta: ;como se descompone la energia cinética antes y después del empujon, en términos de energia
de traslaciéon del sistema y de energia de movimiento respecto del CM?

En general
1 1

En este caso Vo = 0, luego no hay energia de traslacién del conjunto ni antes ni después del empujon. Por ser
un sistema aislado, la energia de traslacion %M V2, no puede cambiar.

En cambio, la energia cinética del movimiento respecto del CM pasa de 0J a 120 J a causa del trabajo de
las fuerzas internas.
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2. Ejemplo de sistema aislado, con el CM en movimiento

Situacidén: El hombre y el nino de la situaciéon anterior se mueven juntos, con una velocidad en el eje x de
5m/s respecto de la marca en el hielo. Entonces se empujan entre si, de modo que el nifio aumenta su velocidad
en una velocidad 2m/s, manteniendo su direccion y sentido.

antes después

—— >
CM, - —_—
o Uh CM Un

of x ol i

Up = = Vou Veu

Seguimos considerando como particulas puntuales tanto al hombre como a su hijo, y como sistema de
particulas al conjunto de ambos (N = 2 particulas).

Vamos a analizar esta nueva situacion desde dos puntos de vista, mejor dicho desde dos sistemas de referencia
distintos.

= Por un lado vamos situarnos como un observador inercial quieto en la superficie del hielo, utilizando el
mismo eje x con el origen en la marca del hielo; su direccién y sentido positivo coinciden con la direccién
y sentido en que se mueven inicialmente el nifio y el hombre cuando van juntos. Es comin llamar "sistema
de laboratorio" al observador fijo en el piso.

= Por otro lado vamos a analizar la situaciéon como la ve un observador fijo en el CM. Veremos que esto
facilita los célculos.

2.a : "sistema de referencia de laboratorio"

Pregunta: ;cual es la velocidad del centro de masas antes empujarse?

Llamemos v = 5 m/s. Dado que van juntos, esta es la velocidad tanto del padre como del hijo antes

de empujarse. La velocidad del CM, respecto del observador quieto en el hielo, es

antes . (antes o 1 (antes) (antes) (antes) _ ¢ 1
CMm MZ iV & —7mh+mn(mhv + muv, = v, 753'

Antes del empujoén el CM se encuentra siempre en el mismo lugar que el padre y el hijo juntos, se mueve junto
a ellos. Este resultado es general para cualquier sistema que tenga sus particulas juntas.
Pregunta: jcudl es la cantidad de movimiento lineal del sistema hombre-nino antes empujarse?

La cantidad de movimiento lineal, o momento lineal, es una cantidad aditiva, Plantes) — mhﬁéames) +

antes .
mnﬁ?(l ). En este caso tiene solo componente ,

Pl(:antes) mhv(antes) +m, U(antes) _ (mh + mn) vgantes) 600 kgsm

Pregunta: ;cudl es la velocidad del centro de masas después de empujarse?
Las fuerzas externas son las mismas que en el anélisis anterior, y suman 0. Luego el CM no tiene aceleracion,

antes, durante y después del empujén; se mueve con velocidad constante

VCJW,.r(t) _ ,U'Scantes) =5 %

Pregunta: ;cual es el momento lineal del sistema hombre-nino después de empujarse?

El momento lineal P se conserva, porque las fuerzas externas suman 0. Por lo tanto

ngdespués) _ Pz(antes) 600 @
S
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Pregunta: ;cuél es la cantidad de movimiento lineal del sistema hombre-nifio antes empujarse?

La cantidad de movimiento lineal después del empujon puede igualarse con su valor (conservado)

(después)
E miv; , =P,
i

mp - vg’i;spués) +m,, - ,UT(L(,iispués) — (mh + mn) Uﬂ(gantes)
donde vﬁlgsl’ués) =5m/s+2m/s="Tm/s. Se despeja

U(después) _ mp + mnv(antes) LD U(después) —

4m/s.
h,x mp x mp n,x /

Pregunta: ;cudl es el impulso que el padre ejerce sobre su hijo durante el empujéon?
Dado que ﬁmh es la fuerza neta que acttua sobre el nifio, podemos usar la relacién
Jn,h = Aﬁn

Solo la componente en el eje x es distinta de cero, vale

(Jnn), = mn (vfld?fp“és) — vﬁfﬁtes)) =80 kgm =80Ns

Pregunta: ;jcuanto vale la energia cinética del sistema hombre-nino ante y después del empujon? Si hubo
alguna variacion, ja qué se debe?

La energia cinética antes del empujon se calcula sumando

Egzr:tes) _ Z %mz <1jg(cantes))2

1 2
_ 5 (mh +mn) (vg(tantes))

_ %M (v;antes))2
= 1500J

Noten que es la misma energia que la de una particula de masa M = my + m, = 120 kg moviéndose con
velocidad vg(gantes).

La energia cinética después del empujon se calcula sumando

Eiid:spués) _ Z %mi (Ugdespués)>2

_ lmh (Ug(};spués))z 4 %mn (U(después))2

) n,x

= 640J +980J = 1620 J

La variacion es

AE.;, = E(después) . E(después) —120J

cin cin

La energia cinética del sistema aumenta 120 J durante el empujon, a causa del trabajo de las fuerzas internas.
Antes y después del empujon la energia cinética de traslacion es %M V2, = 1500 J. Esta cantidad no cambia,
porque el sistema es aislado y P se conserva. El resto de la energia cinética es la asociada al movimiento interno,
respecto del CM. Antes del empujon es nula (las particulas no se mueven respecto del CM) y después del
empujon es de 120 J (el nino y el hombre si se mueven respecto del CM.
Podemos enunciar en general: en un sistema aislado, ya que la energia cinética de traslacion es 1 MVE,, =

1500 J no cambia, el trabajo de las fuerzas internas cambia solo la energia cinética es la asociada al movimiento
interno.
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2.b: Sistema del CM

Hemos visto que el sistema hombre-nino es aislado, luego la velocidad de su CM es constante respecto del
"sistema de laboratorio". Luego un observador montado al CM del sistema es un observador inercial.
Podemos trabajar alli usando las Leyes de Newton. Insistimos en que no pueden hacer esto en cualquier caso,
solo cuando el sistema de particulas tiene un CM que se mueve con velocidad constante respecto de un sistema
inercial (cosa que sucede para los sistemas de particula aislados).

antes
después
Yy y

Vem

—_

ol _ ?
ol T T e e ¢

o _ = Y — () I
Uy, =0, =Voy =0 0

Estrategia: primero calculamos la velocidad del CM, y traducimos todos los datos de "laboratorio" al
sistema del CM. En particular, tenemos que calcular velocidades relativas.

En el sistema del CM contamos con relaciones de validez general que nos facilitan los calculos; algunas son
las propiedades numeradas como (14, 15, 16, 17) en la Clase 21:

_ p(interna) 1 2
éin - Ecin ) - Z iml(vg)
i
Con la teoria general, y estas relaciones como guia, resolvemos el problema (contestamos todas las preguntas,
como las contestaria el observador en el CM).
Finalmente traducimos los resultados al sistema de "laboratorio" para contestar las preguntas originales.

Con un poco de experiencia veran que los planteos y calculos en el sistema del CM son mucho mas sencillos que
los correspondientes planteos y célculos en el "sistema de laboratorio". Esto justifica que nos tomemos el trabajo
de traducir los datos de laboratorio a ese sistema, y luego traducir los resultados de vuelta al "laboratorio".
Todos los célculos de colisiones en aceleradores, por ejemplo, se hacen siguiendo esta estrategia.

Analisis de la situacién: el primer paso es traducir todos los datos de "laboratorio" al sistema del CM.
En el caso de las velocidades, usando la ecuaciéon (12) de la Clase 21 y escribiendo solo las componentes z,
U;L,az (t) = Uhg (t) - VC]W,:L’

v;,m(t) = ’Un,m(t)f‘/CM,z

donde las velocidades "prima" son las que se observan desde el CM.
Antes del empujoén, usando la Ve, calculada en la parte 2.a,

(’Ul “)(antes) _ (Uh w)(antes) Versa =5 m 5 m —0
h,x , , . -
(U;L,w)(anteS) = (Un,x)(antes) - VCM,:c =5 % -5 % =0

Después del empujon el nifio adquiere una velocidad de 7m/s en el sistema de laboratorio. Desde el CM,

despueé 6 m m m
('U;hw)( espués) _ (,Un,x)(despues) o VCM,x gt gt _ o
s S s
Vista desde el sistema del CM, la situacion es idéntica a la que planteamos cuando el padre y el hijo estaban
inicialmente en reposo. Intuitivamente debe ser claro: mientras permanecen juntos su posiciéon coincide con la
del CM y no hay movimiento relativo al CM.
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En este caso elegi un planteo que nos llevo al problema anterior, solo para ahorrar tiempo (normalmente
tiene que resolver lo que les queda en el CM). Podemos copiar los resultados de la seccion 1.Ejemplo de
sistema aislado, con el CM en reposo e interpretarlos como lo que ve el observador desde el CM.

Por ultimo, tenemos que traducir los resultados al sistema de "laboratorio". Veamos algunos:

La velocidad del hombre respecto del CM después del empujon es de —1m/s. Volviendo al sistema de
laboratorio,

(Un,z)(despuéS) _ ('U;L z)(después) n VCM@ -1 m 15 m —4 m
’ S S S

En el sistema del CM, por construccion, VCM =0. Luego, no hay energia cinética de traslacién. La energia
cinética observada es puramente energia interna.
"(despué 1
B ™) =37 Smi(v))? =120
i

Volviendo al sistema de "laboratorio",

cin cin

e 1 , e
pldesputs) SMVy +E (después) _ 1500 . + 120 J = 1620 .J

1620 J — 1500 J =120 J.

Les recomiendo chequear todas las preguntas de la parte 2.a y ver que, volviendo al "laboratorio", obtenemos
los mismos resultados.

En resumen, hemos resuelto la situaciéon 2.Ejemplo de sistema aislado, con el CM en movimiento
de dos maneras: resolviendo en el sistema de "laboratorio" y pasando los datos al sistema CM, resolviendo alli
y trayendo los resultados de vuelta al "laboratorio"

Los resultados son consistentes, por supuesto; aunque pueden elegir la manera que les resulte mas a gusto,
tendrian que acostumbrarse a los dos puntos de vista. Varios problemas de la préctica les piden resolver de las
dos maneras y comparar.

3. Ejemplo de sistema de particulas con fuerzas externas

Situacion: dos masas iguales, m; = ma = 200 ¢ (que llamaré m) se encuentran unidas por un hilo eléstico,
apoyadas en reposo sobre una membrana horizontal elastica y separadas una distancia d = 10 cm. En un cierto
instante se le aplica a la primera un golpe desde abajo (una fuerza impulsiva) que en el lapso de un milisegundo
le da una velocidad hacia arriba de médulo vg = 8 m/s. El hilo estaba flojo, de tal manera que en el milisegundo
en que la masa mjes acelerada, la masa mo todavia permanece en reposo.

antes del golpe

después del golpe

Utilizaremos un eje x horizontal, en el cual las posiciones iniciales son 1 =0y zo = d, y un eje vertical y
orientado hacia arriba, en el cual las alturas iniciales son y; = y» = 0. El golpe es tan repentino que en el primer
milisegundo la masa m, adquiere velocidad pero préacticamente no recorre ninguna distancia. Estas hipotesis
de trabajo (aproximaciones) son las usuales en golpes, impactos, choques, explosiones, etc. Consideramos como
sistema de particulas al conjunto de ambas masas.

Pregunta: ;Cual es la fuerza media aplicada a la masa my durante el golpe?
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. N t I~ d é ~ . . .
La velocidad de la masa m; pasa de vgan ©) = 0a 17§ espuds) _ vpJ. Es decir, sufre un cambio en la cantidad
de movimiento

. —{después) —(antes) ~
Apy = myty — my = myvgJ

en At = 1073s. La fuerza media aplicada es

> ApT mavg-
Fy=22 = = 1600 N
(F) R

Pregunta: ;jcuél es la posicion y velocidad del CM del sistema inmediatamente después del golpe?

1 1 d
XCMZME:W%%Z%(m-o—kmd):5

1 1
YCMZMZ:miyizﬁ(m-0+m-0):O

1 1

1 1 )
Vemy = Mzmiui’y = %(mvo—i—mﬂ) = 50

Pregunta: ;cuil es el movimiento del CM mientras las masas estan en el aire, unidas por el hilo eléastico?

El movimiento del CM esta gobernado por las fuerzas externas. Mientras las masas estan en el aire, las
fuerzas externas son el peso de cada una, ejercido hacia abajo por la Tierra. Por lo tanto,
z: 0=2mAcmz
y: —mg—mg=2mAcmy
Despejamos que Acny,e = 0y Acmy = —g. Es decir, el CM se mueve con la aceleracion de la gravedad. Lo
podemos describir como una particula librada a su propio peso (tiro vertical, caida libre, tiro oblicuo,...).

La posicion y velocidad del CM inmediatamente después del golpe dan la posicion y velocidad iniciales del
CM. Si arrancamos en ese momento un crondémetro,

Xem(t) =0
Yom(t) = %t— 592

VCM,m(t) =0
Vomy(t) =% —gt

Pregunta: Si en un dado momento ¢;, mientras las masas estan en el aire, unidas por el hilo elastico, la
masa m1 tiene una posicion 7’ y una velocidad @1’ respecto del CM, jcudl es la posicion y velocidad de la
masa ms respecto del "laboratorio"?
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)
Q@
e Vou = (% —gt)j
=)
7 N
€ ma
Rou

Podemos calcular facilmente la posicion y velocidad de la masa mso respecto del CM:

— - mi
=/ =/ =/ =/ =/ =/
g miT; =0=mrm +mery =0=71' =——7r = -7
- ma
3
R = . = N m N
g miT;’ =0 =m0 +moly =0= 70" = ——0,' = -0’
- ma

2

Volviendo al sistema del "laboratorio",

o 3 oo v 1 -
Ta(t1) = Romma(ty) + 7 'Fa(ty) = (20151 - zgt%) J—7'

RN = o N Vo M N
Toa(t1) = Vemra(tr) + 2 'Ta(ty) = (5 - 9t1) J—u'

nos dan la posicién y velocidad de la masa mso respecto del "laboratorio".
Noten que el sistema del CM es un sistema acelerado (no inercial). Podemos usar las relaciones cinemdticas

que relacionan posicion y velocidad entre "laboratorio” y CM, pero no podemos usar la Sequnda Ley de Newton
en el sistema CM.

Aplicaciones

Con los mismos conceptos y estrategias que usamos en los ejemplos anteriores podemos resolver algunos
casos tipicos que reciben nombres particulares.

Explosiones y reacciones

Se llama asi al proceso en que un cuerpo se fracciona en dos o mas partes debido a fuerzas internas que
actian en un intervalo muy breve de tiempo. Luego del evento, las particulas son independientes, es decir no
interactian entre si.

Modelamos cada fracciéon del cuerpo como una particula, y al cuerpo como el sistema formado por esas
particulas. Antes de la explosion (o reaccion) todas las particulas estan juntas, en el mismo punto que define el
CM del sistema. Después de la explosion (o reaccién) las particulas tienen movimiento relativo al CM.
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Hipétesis de trabajo: consideramos que las fuerzas internas, durante la explosion, son mucho més grandes
que cualquier fuerza externa que actiie sobre las particulas (podrian ser el peso o fuerzas de roce, por ejemplo)?.
En consecuencia, despreciamos las fuerzas externas y consideramos que el sistema de particulas, durante la

explosion, es aislado.
Entonces la cantidad de movimiento lineal del sistema se conserva durante la explosion. Vamos a llamar

"antes" al instante en que comienzan a actuar las fuerzas internas y "después" al preciso instante en que dejan
de actuar las fuerzas internas

Bajo esta hipoétesis, y con esta convencion de "antes" y "después", corresponde plantear la conservacion de
la cantidad de movimiento lineal del sistema. Visto desde el "laboratorio",

P’(después) _ p’(antes)

Si el cuerpo tiene masa M y se fracciona en N partes de masas m;, tenemos que
N
E mg; = MV (antes)
i=1

Observen que esta ecuacién es vectorial, al plantearla en componentes tendran una ecuacién por cada eje donde

haya movimiento.
Por otro lado, visto desde el sistema del CM estas ecuaciones se ven mas sencillas:

(13 /) (después) 5

o bien

N
E mﬂ?;l =0
i=1

Si interesa seguir la evolucion del CM y de las partes del sistema después de la explosion ("maéas después"),
recuerden que el CM evoluciona segin todas las fuerzas externas, como en el ejemplo 3.Ejemplo de sistema
de particulas con fuerzas externas. Ademaés, las partes del sistema no interactian entre si; cada particula
evoluciona segun la fuerza externa que actie sobre ella.

1En la practica deben verificar que las fuerzas externas no se incrementen durante la explosién; por ejemplo, si el cuerpo esta
apoyado en una superficie resistente, la normal se incrementa para impedir el movimiento de partes que tiendan a atravesar la

superficie.
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Consideraciones de energia en explosiones y reacciones

En esta situacion la energia cinética interna antes de la explosion es nula: no hay movimiento relativo de las
partes respecto del CM. Después de la reaccién, si hay movimiento de las partes respecto del CM, el sistema
gana energia interna debido al trabajo de las fuerzas internas (que consumen energia de alguna otra fuente)?.

Como la VCM se conserva durante la explosién, la energia cinética de traslacion %M ch Do varfa. Visto
desde el laboratorio, la variacién de energia cinética total es igual a la variacion de energia cinética interna.

Ejemplos:

= El ejercicio del padre y el hijo sobre la superficie de hielo tiene todos los elementos de una explosion: las
dos partes estan unidas al principio, luego una fuerza interna las separa entre si haciendo que adquieran
velocidad relativa al CM. En la parte 1 la analizamos con el CM en reposo; en la parte 2.a la resolvimos
con el CM en movimiento; en la parte 2.b la resolvimos desde el sistema del CM y vimos que eso es
equivalente a tener el CM en reposo.

= Les recomiendo discutir el ejercicios 9 de la practica 9. En esa situacién encuentran velocidades en distintas
direcciones, recuerden que la conservacion del momento lineal es una ecuaciéon vectorial:

o Px(antes) _ ngdespués)

p(ant p(d é antes después

P(an es) _ P( espués) — {y: P?;E ) _ Py( pués)

. Pz(antes) _ Pz(después)

Choque de dos particulas

Se llama asi al proceso en que dos particulas independientes, cada una con cierta velocidad inicial, interactian
entre si por contacto durante un intervalo muy breve de tiempo. Luego del evento, las particulas vuelven a ser
independientes, es decir no interactiian entre si (excepto en el caso en que queden "pegadas").

Veran que el andlisis es muy similar al que hicimos para explosiones.

Hipotesis de trabajo: consideramos que las fuerzas internas, durante el choque, son mucho méas grandes
que cualquier fuerza externa que actte sobre las particulas (podrian ser el peso o fuerzas de roce, por ejemplo).
En consecuencia, despreciamos las fuerzas externas y consideramos que el sistema de particulas, durante el
choque, es aislado.

Entonces la cantidad de movimiento lineal del sistema se conserva durante el chogue. Vamos a llamar "antes"
al instante en que comienzan a actuar las fuerzas internas y "después" al preciso instante en que dejan de actuar
las fuerzas internas

Bajo esta hipoétesis, y con esta convencion de "antes" y "después", corresponde plantear la conservacién de
la cantidad de movimiento lineal del sistema. Visto desde el "laboratorio",

ﬁ(antes) _ ﬁ(después)

En términos de las masas my y ms que chocan, y sus velocidades,

— (después)

= myv; - (después)

- (antes) - (antes) - Mot

m1v1 + mav3

Observen que esta ecuacién es vectorial, al plantearla en componentes tendran una ecuacién por cada eje donde
haya movimiento.

2Un modelo mecanico interesante para describir una explosién consiste en dos particulas que comprimen un resorte ideal,
mantenidas juntas por una traba. Si se suelta la traba, el resorte se descomprime y empuja a las particulas; la energia potencial del
resorte se convierte en energia cinética de las particulas.
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Por otro lado, visto desde el sistema del CM estas ecuaciones se ven mas sencillas:

=, (antes) N =, (después) N
() e ()

o bien

- /)(después) ) (_, /)(después) _ 6

—+ mo (Vg

Si interesa seguir la evoluciéon del CM y de las partes del sistema después del choque ("méas después"),
recuerden que el CM evoluciona segin todas las fuerzas externas, como en el ejemplo 3.Ejemplo de sistema
de particulas con fuerzas externas. Ademas, las partes del sistema no interactian entre si; cada particula
evoluciona segin la fuerza externa que actte sobre ella.

Ejemplos:

= Les recomiendo discutir el ejercicio 11 de la practica 9. En esa situacion las velocidades después del choque
tienen direcciones distintas de las velocidad antes del choque. Recuerden que la conservaciéon del momento
lineal es una ecuacién vectorial,

o Pa(:antes) _ ngdespués)

I:)'(antes) — p’(después) =y PZSantes) _ qudespués)

5 Pz(antes) _ Pz(después)

Consideraciones de energia en choques

Antes de un choque la energia cinética interna del sistema formado por las dos particulas que chocan no
es nula: hay movimiento relativo de las partes respecto del CM. Durante el choque es usual que las fuerzas
internas sean disipativas: su trabajo provoca una disminucién de la energia cinética interna. Por otro lado, dado
que la VC M se conserva durante el choque, la energia cinética de traslacién %M VC2 a Do varia. Visto desde el
laboratorio, la disminucién de energia cinética total es igual a la disminucién de la energia cinética interna.

Mencionemos dos casos extremos:

= si las fuerzas internas son estrictamente conservativas, durante el choque la energia cinética interna se
convierte en potencial (las particulas de frenan entre si) y luego se convierte nuevamente en energia
cinética (las particulas se aceleran entre si) de forma tal que la energia cinética final es igual a la energia
cinética inicial. En este caso se dice que el choque es perfectamente eldstico. Visto desde el "laboratorio",
a la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento se agrega la relaciéon

lml <v§an‘ces)>2 n 1m2 (véantes))Q _ lml (vgdespués)>2 n 1m2 (Uédespués))Q
Observen que en este caso contamos con una ecuacion extra, y podremos resolver el problema con un dato
menos.

= si la energia cinética interna se pierde por completo, las particulas no tienen movimiento relativo al CM
después del choque; se mantienen unidas en el punto del CM y se las puede considerar como una sola
particula de masa m; + ms con una tnica velocidad v (15PUS) — o (desPués) _ 5después) p este caso se
dice que el choque es pldstico o perfectamente ineldstico. Visto desde el "laboratorio", a la ecuacién de
conservacion de la cantidad de movimiento se escribe

mlv—i(antes) + m2v—é(antes) _ (ml + m2) 1—)»(despues)

Observen que en este caso contamos con una incognita (vectorial) menos, y el problema resulta maés
sencillo.
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Ademés de estos casos extremos, en general sucede que una fraccion de la energia cinética interna se mantiene
después del choque y el resto se disipa. Se puede caracterizar la fraccion de energia cinética perdida mediante
el coeficiente de restitucion

’ 2 2 ’ 2 2
/ . 1 (después) 1 (después)
) EcgiespueS) 5mM1 (vl ) + 53me (v2

/(antes) , . 2 , . 2
N 1 después 1 después
Eczn §m1 (1}1( )) + §m2 (UQ( ))

donde "prima" significa que las cantidades se calculan en el sistema de referencia del CM. Como su nombre lo
indica, el coeficiente de restitucion expresa la fraccion de energia cinética que, luego de frenarlas es devuelta al
sistema por las fuerzas internas. El caso h = 1 es el que llamamos perfectamente elastico, en tanto que el caso
h = 0 es el que llamamos perfectamente inelastico. Entremedio, se dice que el choque es parcialmente eldstico.

Ejemplos:

= en el gjercicio 11 de la practica 9 les recomiendo comparar la energia cinética interna antes y después del
choque, y calcular el coeficiente de restitucion.

= el ejercicio 14 de la préactica 9 es un ejemplo de choque inelastico (el enunciado dice que los bloques quedan
pegados después del choque).

Ejemplo: choque elastico de particulas de igual masa

Esta situacion estd propuesta en el ejercicio 13 de la préctica 9. Es un ejemplo clasico, interesante por sus
resultados y completo por su desarrollo; vamos a resolverlo en detalle tanto desde el "laboratorio" como desde
el CM.

a. "Laboratorio".

antes del después del
choque choque
y A y A
"/' Y ﬁl
., \ my
a0 & No
¢ < = +) .
“my my ol #4" :
.

Consideramos el sistema formado por las dos particulas, y llamemos m a la masa de cada particula. Anotemos
vg al moédulo de la velocidad de la particula incidente, y v1y v2 alos médulos de las particulas después del choque;
cada una forma un angulo distinto con la direcciéon de la particula incidente. Usando los ejes cartesianos de la
figura y las variables dibujadas, la conservacion de la cantidad de movimiento establece que

T Mmug = muicos ¢+ mug cos b

P’(antes) _ P’(después) —
y: 0=muv;singp — muvgsinf

y la caracteristica de choque elastico establece que

Lo 1 5 1 5
cin — §mv0 = §mv1 + §mv2
Vemos que el valor de m se simplifica y no es necesario conocerlo. Contamos entonces con tres ecuaciones y tres
incognitas: ve, 8 y ¢, y los datos vy y vl del enunciado. El sistema se puede resolver (es algo intrincado, usando

identidades trigonométricas, acabo de revisar que sale). Deben obtener v; = vy cos ¢ y va = v sin ¢.

E(antes)

cin

o E(después)



12 de junio Clase 22-14

Conviene usar una maniobra para ayudar el despeje, que se escribe mejor en lenguaje vectorial: la conserva-
cion de la cantidad de movimiento establece que

mﬁo = mf)’l + m’l_)'g
Simplificando m tenemos que vy = ¥} + Vs, luego
2 = R v — — — = — 2—» — — - 2 2 2—; —
vy = TVo - Vo = (U1 + ) - (U1 + Vo) = ¥y - U1 + 201 - Vo + Vg - U = 07 + 05 + 20 - Vo
Por otro lado, simplificando m y 1/2 en la expresion de la conservacion de la energia cinética vemos que

2 _ 2 2
Vg = V1 + V5
Comparando estas dos igualdades vemos que

Uy Uy =0
Acabamos de demostrar una propiedad interesante3: cuando una particula choca en forma eldstica con otra de
igual masa en reposo, las velocidades de salida son perpendiculares, o la primera queda en reposo (este caso se
conoce como choque de sustitucion, porque la segunda sale con la misma velocidad con que llega la primera).

Aplicada a este ejercicio, vemos que 6 + ¢ = 7/2 (son angulos complementarios). Luego cosf = sin¢ y
sin ¢ = cos# nos permite eliminar la incégnita 6. El planteo es el mismo, pero despejar resulta bastante més
sencillo. Como dijimos, deben obtener v; = vy cos ¢ y va = vy sin ¢.

b. Sistema del CM

Resolvamos el mismo problema desde el sistema del CM. En primer lugar necesitamos la velocidad del CM,

vista desde el "laboratorio"; resulta

‘_/' 1 < Vo
= —mugt = —1
CM = 5 1Yo 5

La velocidad de la particula incidente, vista desde el CM, es

(U(antes))/ o q_},(antes) Vo « Vo -
- "1

_VC’M:’U()'Z_EZZ—EZ

La velocidad de la particula inicialmente en reposo, vista desde el CM, es

(1—}»§antes))/ _ l—éantes) . “/'CM _ 7%%

1

/ li
antes antes ~
Como corresponde, observen que m (17§ )) +m z‘;’é ) = 0.

Conviene dibujar el choque tal como se ve en el sistema CM:

antes del después de
choque la explosién
y/ “ y/ “
\\\\ s mi / |
//m AN A 1
/ ! mo e ‘ I
I = ! N , /
v U ’ @
@2 : @ ; A
\ / /
N R CM 5 T

3Propiedad ttil para jugar al billar o al pool.
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Llamemos 9] y ¥} a las velocidades de las particulas después del choque (no anotamos "(después)"), vistas
desde el CM. Dado que
muy + mtvhy =0

despejamos que ¥, = —u]. Estas velocidades tienen el mismo moédulo vj y direccion y sentidos opuestos;
dibujamos ¥ con un angulo 8 a determinar.
Como el choque es eléstico, la energias cinéticas vistas desde el CM antes y después del choque son iguales:

1 vp\2 1 vo\2 1 2 1 2
7 (3) +3m(3) =g+ gme)
de donde despejamos que v] = vg/2.

Desde el punto de vista del CM el choque esta resuelto: las dos particulas salen con velocidades opuestas,
del mismo médulo que cuando llegan. El angulo 8 no se puede determinar en este planteo?, cualquier valor de
B entre 0 y 7 es posible.

Para llevar estos resultados de vuelta al sistema de "laboratorio" hacemos la transformaciéon de velocidades

0 =70 +Vou = (@cosﬁ+v—o)i+v—osinﬂj
2 2 2
_'22’!7"2+‘70M= (—%cos,@—k%o)i—%osinﬁj

El 4dngulo 3 se puede determinar con los datos del enunciado, ya que sabemos el angulo ¢ que forma #; con
el eje z. Calculemos el médulo de v7:

2 2
v1 = \/(1}20 cos B + %) + (% sinﬁ)
= U—O\/cos2ﬂ+2cosﬁ+1+sin26

=v9g —=+/14cosf

%,_.1\3
Do

Luego

cosgp = Yz _ 2 (cos B )

vo
V1 %\/l—l-cosﬁ

1
= —+/1+cospf

V2

que permite terminar de calcular v; como
V1 = Vg COS P

y permite despejar S como
cos B =2cos® ¢ — 1

El mo6dulo de 75 se calcula a partir de sus componentes,

2 2
o= (e g) < (G)

= % cos2 B —2cos B+ 1+sin’ B

1
=19 —=+/1—cosf

V2

4Depende de que el choque sea frontal, o "de refilon". Para discutirlo, por ejemplo en un choque de bolas de pool, necesitamos
modelar a las bolas como esferas con cierto radio. El modelo de particulas puntuales que usamos acé no permite esa discusion.
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La direccion de 9 la averiguamos calculando el angulo 7 de la figura:

sy~ 2o B(cosBi)
- v -
—"2\/1—0055

v 1—cosf
vV1—2cos2¢p+1
= /1—cos?¢

= sing

SR
[\ [\ B

Este resultado indica que 1 y ¢ son complementarios; es decir, n = 7/2 — ¢. Efectivamente, ¢ y U2 son
perpendiculares en el sistema de "laboratorio".



