Clase 20: Movimiento oscilatorio (segunda parte)

4 de junio de 2020

En esta clase trabajamos otros ejemplos de movimiento oscilatorio. Algunos son oscilaciones armoénicas
simples, y otros son solo aproximadamente arménicos.

Pequenas oscilaciones de un péndulo ideal

Un péndulo ideal es un sistema compuesto por una masa puntual m suspendida de un hilo ideal (inextensible
y de masa despreciable) de longitud L, con un extremo fijo. En su movimiento se desprecia el roce con el aire.

Como vimos en el ejemplo 5 de la clase 18, su energia mecénica (cinética mas potencial gravitatoria) se
conserva constante. La energia potencial gravitatoria tiene un minimo cuando el hilo esta vertical; si la energia
cinética en ese punto es suficientemente pequena, el péndulo oscila en un pozo de potencial.

u(e)

amplitud

Analicemos la dinamica del péndulo ideal. Las fuerzas que actiian sobre la particula son su propio peso y la
tension del hilo. La Segunda Ley de Newton, en ejes normal y tangencial, relaciona

dt
d0

T —mgcosf =1L (ﬁ)2
—mgsin = mL %z

2 .. ) 2 . .
donde ac = (%) L es la aceleracion centripeta y ar = aL = LZTQ es la aceleracion tangencial. En la segunda
ecuacion vamos a utilizar la aproximacion

sinf ~ 0
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valida si el 4ngulo se mide en radianes y es suficientemente pequenio'. Entonces, para amplitudes pequefios,

2
mL% ~ —mgl
d?0 g
aw ~ L

el angulo de desviacion respecto de la vertical oscila con MAS, con frecuencia angular

w=1/g/L
El periodo del movimiento es

T= o 2w/ L/g

W

La experiencia nos confirma que en verdad un péndulo con gran longitud tiene un periodo grande, lo que
corresponde a una frecuencia pequena.

Oscilaciones de una masa suspendida de un resorte vertical

Consideremos una particula de masa m suspendida del extremo de un resorte de constante k£ y longitud
natural [y, con el otro extremo fijo al techo. Usemos un eje y vertical, con el origen a una distancia [y del techo
y el sentido positivo hacia arriba.

a
- f
L5 £ ® 1 -
Cuando la masa esta en una posicién y, actiian sobre ella la fuerza del peso P = —mgj y la fuerza elastica
F.(y) = —kyy (despreciamos el roce con el aire). Como ambas fuerzas son conservativas, se conserva la energia

mecanica de la particula; fijemos el cero de la energia potencial eléstica en y = 0, con lo cual U,(y) = %ky2, y
el cero de la energia potencial gravitatoria también en y = 0, con lo cual U,(y) = mgy. La energia potencial
completa,

1
Usotat(y) = 5ky” + mgy
es una parabola con las ramas hacia arriba y tiene un minimo cuando U/, (y) = ky + mg = 0, esto es en

g
Ymin = Lk

Por la forma de la energia potencial podemos afirmar que la particula tendra un movimiento oscilatorio alrededor
de la posiciéon de equilibrio estable ¥ = ymin-

Otra forma de ver que ymin = —mg/k es la posicién de equilibrio es analizar el problema de estatica,
P+ fi(y) = 0. Esta condicién de equilibrio se cumple cuando

—mg — kYequilibrio = 0,

esto es cuando
__my
Yequilibrio = —7
Comparando ambos razonamientos vemos que las oscilaciones se dan alrededor de la posicién en que el
resorte podria permanecer en reposo.

IProbablemente recuerden que limg_,q (sin6/0) = 1.
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La dindmica del movimiento estd dada por la Segunda Ley de Newton; en el eje y tenemos que

d%y i
m—s = —ky —m

a2 Y g
Esta ecuacion diferencial no tiene la forma del MAS, béasicamente porque la posicién que elegimos como y = 0
no es la posiciéon de equilibrio.

Para encontrar la ecuaciéon del MAS es necesario usar un nuevo sistema de coordenadas, con el nuevo origen
en la posicion de equilibrio. Esto se logra definiendo
mg

S

(que se anula cuando Y — Yequilibrio) -

En la nueva coordenada la aceleracion es

——y—g=—-—— ]

¢y _dy_ _k E (-9
a2 dt2  m m

que si tiene la forma del MAS con w? = % Las soluciones, que describen movimiento de la particula, estan

dadas por
g(t) = Acos (wt + @)

Volviendo al sistema de coordenadas del principio,

m
y(t) = == + Acos (wt +¢)
en verdad describe oscilaciones armonicas simples alrededor de y = —mg/k. La amplitud y la fase inicial se
determinan, como ya saben, a partir de las condiciones iniciales.
Observen que la aceleracion vista desde los dos sistemas de coordenadas es la misma, porque ambos son

inerciales. Vean también que puede ser necesario maniobrar un poco para descubrir que un sistema se mueve
con MAS.

Sistemas elasticos compuestos

En algunas situaciones una particula puede estar sometida a dos o mas fuerzas elasticas. El juego de estas
fuerzas determina la posicion de equilibrio (donde la fuerza neta es cero), y también el valor de la fuerza neta
cuando la particula se aparta de esa posicion.

Como ejemplo consideren los dos resortes de la figura, uno con longitud natural /; y constante eléstica k1,
y el otro con longitud natural I y constante elastica k2, sujetos a dos paredes separadas una distancia d mayor
que l; + l3. Ambos se tensionan hasta unirse a una masa m que queda entre ellos, que demés estd apoyada en
una superficie horizontal sin roce.
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Igual que en el problema anterior, la posicién de equilibrio de este sistema se puede determinar de dos
maneras: como un problema de estatica, pidiendo que las fuerzas sumen cero, o como un problema de energia

potencial, buscando el minimo de la energia potencial completa.
Veamos el problema de estética: en la posicién de equilibrio el resorte de la izquierda estara elongado una
distancia Al; y el resorte de la derecha estard elongado una distancia Als, de manera tal que

L+AL+l+Al,=d
—k1Aly + koAl =0

La primer ecuacion expresa que los resortes elongados cubren la separacion d de las paredes y la segunda expresa
que la resultante de las fuerza elasticas es cero. Estas dos ecuaciones con dos incégnitas permiten calcular Aly
y Als, y con eso la posiciéon de equilibrio.

Veamos ahora el problema de dindmica: usamos un eje x con origen en la posicién de equilibrio y positivo
hacia la derecha. Cuando la particula se desplaza hasta un punto de coordenada x # 0 sentird una fuerza
—k1(Al; + z) debida al resorte de la izquierda, y otra fuerza +ko(Aly — x) debida al resorte de la derecha?. La
Segunda Ley de Newton indica que, en el eje horizontal,

d*x
dtQ = —kl(All + .’E) + kQ(AlQ — {E)
d’x

mﬁ = - (kl + kQ) xTr — klAll + kQA
d*x
pTe = — (k‘1 + k‘g) x

La tltima igualdad tiene la forma de la ecuacién diferencial del MAS, con w? = (k; + k2) /m. Por lo tanto la

particula va a oscilar con posicién
x(t) = Acos (wt + ¢)

La amplitud y la fase inicial se determinan, como ya saben, a partir de las condiciones iniciales.

Desde el punto de vista energético, las fuerzas que hacen trabajo son las eldsticas, que son conservativas.
Luego la energia mecanica se conserva. Podemos escribir la energia potencial completa, por ejemplo usando un
eje x con origen en la pared izquierda.

|
|
e Ryl B . |.|.'.:_..-_ y

2Noten que esto es cierto tanto para x positivo, que estira mas al resorte de la izquierda y relaja el de la derecha, como para
negativo, que estira mas al resorte de la derecha y relaja el de la izquierda.
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Tenemos que

1 1
Utotal(x) = ikl(x - l1)2 + §k2($ — (d — lg))2

donde cada paréntesis al cuadrado expresa la elongacién de cada resorte. El minimo de esta funcién nos da la

d
posicion de equilibrio. La fuerza elastica se puede recuperar como Fioa)(2) = —d—Umml(x). La Segunda Ley
T
de Newton )
d°x d
mW = —dfototal(CE)

y un cambio de coordenadas al sistema que tiene su origen en la posicién de equilibrio los lleva a la ecuacién
diferencial del MAS.

Pequenas oscilaciones en un pozo de potencial

Cuando una particula de masa m se mueve en una dimensién bajo la accion de una fuerza F(x) con energia
potencial asociada U(z), alrededor de un punto Zmi, donde es minima la energia potencial y entre dos puntos
de retorno, sabemos que el movimiento es periddico. Pero en general no es un MAS.

Solo cuando el potencial es parabdlico, digamos

2
Ucuadratico (I) =« ((ﬂ - fmin) + ﬂ
resulta que la fuerza es restauradora y lineal respecto del desplazamiento,

d
F(I) = _%Ucuadrético(x) = 2o (x - mmin)
y el movimiento es arménico simple con w? = 2a/m.
Ahora bien, si las oscilaciones tienen pequefia amplitud, cualquier funcién potencial con un minimo suave
se puede aproximar por una parabola, que copie el valor del minimo y la concavidad (derivada segunda). Y la
aproximacion es tan buena como se quiera si se cuida que la amplitud de oscilacién sea tan pequena como sea

necesario®.

Si llamamos Uy = U (2 ) al valor de la energia potencial en el punto i, (donde la derivada U’ (zmin) = 0)
y U = U" (xmin) al valor de su derivada segunda, la funciéon cuadratica que mejor aproxima* al potencial real
(para pequeiias oscilaciones) es

1
U(z) ~ Uy + §U6’ (x — acmin)2
Asociada a esta aproximacion la fuerza restauradora es lineal y se escribe

d
F(Z‘) = —%U(JJ) ~ = (l)/ (x - xmin)

3La idea es similar a la aproximacion lineal, o diferencial. En este caso hablamos de una aproximacién cuadrética. Pueden
consultar el texto de Andlisis Matemdtico para Ciencias Ezactas y Naturales, capitulo 10, o cualquier texto que trate los Polinomios
de Taylor.

4Con el criterio de reproducir el valor, derivada primera y derivada segunda de U(z) en el punto Tmin-
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Luego las oscilaciones de pequena amplitud son aproximadamente armoénicas, con frecuencia angular

"
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