Electromagnetismo - 2013

PRACTICA 0

1. Utilizando la ley de Gauss, calcule el potencial electrostatico de las siguientes
distribuciones de carga:
a) Una carga puntual.
b) Un alambre infinito con densidad lineal de carga homogénea.
¢) Un plano con densidad superficial de carga homogénea.

2. La propiedad del campo electrostatico E de ser conservativo y la ley de Gauss
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para cualquier curva cerrada C' y cualquier superficie cerrada S (siendo @ la
carga encerrada por S). Utilice los teoremas de Stokes y de Gauss para deducir
las ecuaciones diferenciales para el campo electrostatico.

3. Una carga puntual es colocada en cada uno de los vértices de un cuadrado.

a) Muestre que una carga de prueba del mismo signo colocada en el centro del
cuadrado estd en equilibrio estable frente a pequenos desplazamientos en el
plano del cuadrado pero es inestable para desplazamientos normales al plano.

b) ;Qué sucede si colocamos otras dos cargas en el eje normal al cuadrado, a
ambos lados del mismo? ;Pueden generarse puntos de equilibrio estable con
una distribucién estatica de cargas?

4. Utilizando la convencién de suma para indices repetidos, demuestre las siguientes
propiedades:
a) VAVe =0
b) V-VAA=0
) VAVAA=V(V-A)-V24
5. Escriba el operador Laplaciano en coordenadas esféricas y en coordenadas cilindri-
cas.

LA FUNCION § DE DIRAC

La delta de Dirac ¢ es una funcional que asigna a cada funcién ¢(x) sobre el
eje real —x € R— (si cumple determinadas propiedades) su valor en el origen:
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Aunque escribimos §(x), la delta de Dirac no es una funcién de x; asimismo,
la expresién anterior no representa una integral en el sentido usual, sélamente
indica que ¢ asigna a la funcién ¢ su valor en el origen. Sin embargo, utilizaremos
esta notacién porque permite recordar ciertas propiedades de la funcional d(x) y
“demostrar” ciertas otras que usaremos en este curso.

6. A partir de la expresion (1) justifique las siguientes propiedades:
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En este curso tomaremos las propiedades (2) como definicién de 6(x), esto es:
una “funciéon” que se anula en todos los puntos del eje real, excepto en el origen,
y cuya “integral” vale 1. Aunque, por supuesto, no existe ninguna funcién con
esas caracteristicas, la definicién (2) serd suficiente para nuestras operaciones con
la delta de Dirac. Operaremos con §(z) “como si fuese una funcién” y con la
expresion (1) “como si representase una integral” y de esta manera deduciremos
expresiones matematicamente validas cuyas demostraciones formales pertenecen
a la Teoria de Distribuciones.

. A partir de la definicién (2), verifique que las siguientes sucesiones de funciones:
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b)  fa(z) = /Fe
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satisfacen lim,,_,~ fn(z) = d(z). Grafiquelas.
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. Demuestre las siguientes propiedades:

a) 7, dz¢(z)d(z —a) = ¢(a)
b) 2 dr(x)d'(z —a) = —¢'(a)

c) Silos ceros x; de ¢(x) son simples — 6(¢p(z)) = D, m Oz — x;)

. En el espacio tridimensional la delta de Dirac estd dada por

O (7) := 6O (z,y, 2) := 6(x) - () - 6(2)

Muestre que @) (7 — 7/) = 0 excepto para 7 = 7' y que
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Utilice la expresion (3) para determinar cémo cambia la delta de Dirac ante un

cambio de coordenadas. Escriba §(3) (x,y,z) en coordenadas esféricas y en coor-
denadas cilindricas.

A partir del campo eléctrico de una carga puntual
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calcule V- E y [ g2 E-dS, donde S? es una esfera centrada en el origen. jSe verifica

el teorema de Gauss? jPor qué? Muestre que V-E = Q/eo - (5(3)(7_”). Interprete
este resultado.

Utilizando la § de Dirac, exprese la densidad de carga p(7) de las siguientes dis-
tribuciones:
a) Cuatro cargas puntuales localizadas en los vértices de un cuadrado.
b) Un anillo de carga @ (distribuida homogéneamente) y seccién transversal
despreciable.
¢) Un alambre infinito con densidad lineal de carga homogénea.



12. Dada una funcién ¢(z) integrable, se define su transformada de Fourier ¢(k)
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Si ¢(x) es diferenciable se demuestra la relacién inversa
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Utilice estas expresiones para hallar una representacién integral de §(x — a).

DESARROLLO DE FUNCIONES EN UNA BASE COMPLETA

En todo espacio vectorial V' de dimension n puede elegirse una base de vectores
{€1,...,€x}; la condicién suficiente para que este conjunto sea una base es que sus
vectores sean linealmente independientes. En ese caso, todo vector ' de V' puede
desarrollarse en términos de los elementos de la base:

n
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Si los elementos de la base son ortogonales, jcémo se calculan los coeficientes ¢;?
El espacio de funciones ¢(x) definidas sobre un intervalo [a,b] C R es un es-
pacio vectorial de dimensién infinita (;por qué?). Bajo ciertas condiciones bas-
tante generales, estas funciones también pueden desarrollarse en términos de una
base ortogonal, esto es, un conjunto discreto de infinitas funciones ortogonales'

{e1(x), ea(x), .. .}:
d(x) = cieix) (4)
i=1

. Cémo calcularia los coeficientes ¢;?

Naturalmente, no es suficiente que las funciones de este conjunto sean lineal-
mente independientes para garantizar que formen una base. En este curso utiliza-
remos ciertos conjuntos de funciones que son base del espacio de funciones, pero
no demostraremos por qué lo son.

13. El conjunto {e,(z) := > "% n € Z} es una base del espacio de funciones sobre el
intervalo [0, 1]. Esto implica que toda funcién ¢(z) (si satisface ciertas condiciones
bastante generales) puede escribirse
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Muestre que las funciones e,(z) de la base son ortogonales. Considere la funcién
¢(xz) = z y calcule los coeficientes ¢,. Utilizando estos coeficientes, calcule las
sumas finitas

N
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Compare la funcién ¢(x) = x con las funciones ¢y (x), para N = 0, 1,2, 10, 100.
Grafiquelas.

1Recuérdese que la ortogonalidad de estas funciones se define en términos de la integral:
fab dzej(z) ej(z) = dij.



“Procurad también que, leyendo vuestra historia, el melancélico se mueva a
risa, el risueno la acreciente, el simple no se enfade, el discreto se admire de la
invencion, el grave no la desprecie, ni el prudente deje de alabarla.”



