!'_ Analisis de Senales-Curso 2011

Procesos Aleatorios
Correlacion y Densidad Espectral
Ruido




i Energia de la senal(1)

= Debido a los distintos tipos de senales fisicas que
actuan en los sistemas, se definio el término energia
de la senal, para TC:

E=|[ x()dt

= Si x(t) es una tension, las unidades son V2.S, falta
dividir por R para ser la energia. Es decir la energia
de la senal es proporcional a la energia fisica.



i Energia de la senal(2)

= De acuerdo a lo anterior la energia de
la senal es proporcional a la energia
real y la constante de proporcionalidad
es R. Para un tipo diferente de senal, la
cte. de proporcionalidad sera diferente.

= Para el caso discreto

E= ix[n]

2



i Potencia de la senal(1)

= En muchas senales ni la integral ni la
sumatoria anterior convergen, la
energia de la sehal es infinita pues no
esta limitada en tiempo.

= En estas senales es conveniente tratar
con la potencia promedio de la senal en
vez de con la energia



‘L Potencia de la senal(2)

T/2
Tiempo continuo
P=lim . T j mx(t) “dt p
P=Iim — ) x[n Tiempo discreto
le;’o 2N~ Z P
p_ 1 e¢7/2 d N o
7 j _, xX(@) dt Sefiales periddicas



Sefales de Energia " Energia finita
Senales de Potencia Potencia promedio finita

(no nula)

Senales de Energia "- Potencia promedio nula

Senales de Potencia Energia total infinita

No periodicas ||- Sefales de Energia

Aleatorias y periodicas Senales de Potencia




i Correlacion

> Sefales de Energia
»En TC

R (D)= x(t)y (t+7)dt

»En TD




i Correlacion

> Senales de Potencia
>En TC

R (1) = hm; i X(£) y (¢ +7)dt

T —oo

»En TD

1
oM =1m — x| n n—+m
R, [m] lelg}oNn%>[]y[ ]



i Autocorrelacion

> Sefal de Energia

Ru(@) =] x(t)x (t+7)dt

ZX n—l—m

o0

ReO)= [P0d R.01= Y20

—Q0



i Autocorrelacion

> Senal de Potencia

R, (7)=1lim __ j x(t)x(t +7)dt

T—)oo

X — O X| N n—|‘m
R [m ]{TILIJONZ

Ro(0)=lim j O Ra01=im Y]

T_)OO T — n:<N>



‘L Funcion Distribucion

F.(x) = P{X < xf
Algunas propiedades

F x (X)s
) R : .
| Continua Fx (OO) =1
| 0<F,<I
12 X Fx(x) < Fx(x2) conx < x,

Fx (x)1 t

P{X1<X<Xz}=Fx(Xz)—FX(X1)

Discreta

-1 -04 -0,1 1 X



‘L Funcion densidad

f . (x)=dF.(x)/dx

Jx ()4

1/12

Continua

0,2

Sr() ]

0,3

N

‘ Discreta

-1 04 -0,1

1 x'

Algunas propiedades

fy(x)=0
TfX(x)dx:I

Plxi<x<xy)= j £ (x)dx



aleatoria

i Operaciones de una variable

= Valor esperado

E[x]=X = j T x f (x)dx variable aleatoria continua

N
E[x]= Z xiP(x;) variable aleatoria discreta
i=l1

= Momentos
»Momentos alrededor del origen

my=ELX"1= [ X" f (x)dx

m,=1 Area bajo la curva

m=X



» Momentos centrales

i u,=E[(X-X)1=] (x=X) f (x)dx

uw,=1 Area bajo la curva ;=0

» Varianza

ox=E(X-X)1=[ (X-X) [, (x)dx =
= E[(X*-2X X + X?)]

N2

=E[ X - X" =m,—mi



Funcion distribucion y densidad

i conjunta

= Las probabilidades de 2 eventos (c/u)
A={X<y} y B={r<y}

Fx(x)=PX<x} y Fy(y)=P{Y <y
= Definimos el evento conjunto

{XSx,YSy}

Fxy (x, y) = P{X <X, Y < y} Funcion distribucion conjunta

2
X
fX,Y (x, J/) = g FX’Y( 2 Funcién densidad conjunta

Ox Oy




i Independencia estadistica

= Dos eventos x e y son estadisticamente
independientes si:

PiX <x;Y < y}=P{X <x|P{Y < y}
Fxy(X,y)=Fx(X)Fy(y)
oy y)=1,(x)f, ()



i Motivacion
> Encontramos senales aleatorias
> Deseadas (comunicacion bits)
» No deseadas (ruido)

» Deseamos trabajar en el tiempo

> ¢ Como describimos estas senales en el
tiempo ?




i Procesos aleatorios.Concepto

> Una variable aleatoria X funcion de las
salidas s de un experimento.

> Ahora funciondesyt x(t,s)

»La familia de funciones X(t,s) es
llamado un proceso aleatorio.

> Si t es fijo (t,) y s variable, tenemos
una variable aleatoria.



i Proceso aleatorio

t t
|
X,(t) ) Variable aleatoria
AN
|/ i t
t,

X1 ()

Jﬂ\\jﬂ”ﬂk}?vﬁ X



i Clasificacion de PA (1)

> X y t continuos "= PA continuo
2 X(1)

N

Ej. Ruido térmico

t

> X discreta y t continuo==» PA discreto
v X(®

Ej. Bits




i Clasificacion de PA (2)

» X continuo y t discreto ™ secuencia
aleatoria continua

A X(t)

THh

Ej. Ruido térmico muestreado




i Clasificacion de PA (3)

» X discreto y t discreto "===» secuencia
aleatoria discreta

v X

111

Ej. Bits muestreados




Procesos deterministicos y no
deterministicos

v" Si los valores futuros de cualquier muestra
del PA no se pueden “predecir” de sus valores
pasados, entonces el PA es llamado no-
deterministico

v En cambio cuando los valores futuros se
pueden predecir de sus valores pasados
entonces el PA es llamado deterministico.

X(t)=Acos(w,t+6)
A, @y, 0 0 puedenserVA



i Funciones densidad y distribucion

F.(xi5t) :P{X(tl) < X1}
Fx(X19X2;t19t2) :P{X(h) le,X(tz)sz}

fx(XI;tl) =d F.(xi;t1)/d x
fx(X1>X2;t1atz) :an(Xl9x2;t19t2)/(aXIaX2)



PA independiente
i PA estacionario

<+ En un PA si fijamos el tiempo, tenemos una
VA. Esta tiene propiedades estadisticas: valor
medio, varianza,etc.

% Si hacemos esto para N t distintos obtenemos
N VA con sus propiedades estadisticas.

% Decimos qgue el PA es estacionario si sus
propiedades estadisticas no cambian con el
tiempo.




i PA independiente

= Dos PA X(t) e Y(t) son estadisticamente
independientes si:

fX,Y(XIDtl;ylat'l) :fX(XIDtl)fY(ylat'l)



Proceso Estacionario de
i primer orden

FxGst) = xasti+A)

Para cualquier t; y A.

En consecuencia f,(xi;t1) es
independiente de t,

)  E[X(¢)]= X = constante



i PE de segundo orden

fX(XI9x2;t19t2):fX(xl,_Xz;t1+A,t2+A)

Para todo t,, t, y A. Consecuencia de lo anterior

Ry (t1,t2) = E[ X (1) X (2,)] T=H"1

Rxx (11,1 +7) = E[ X (1) X (11 + 7)) = Rax (7)



i PE en sentido amplio

E[X(#)]= X = constante

E[X (@ )X(t +7)]= Rxx (7)

Un PE de orden 2 es estacionario en sentido amplio.



i Autocorrelacion

> Si el proceso aleatorio es estacionario
en sentido amplio

Rxx (7) = E[X (¢ )X (¢ +7)]

> Y tiene las siguientes propiedades



i Propiedades

(I)RXX (7) < Rxx (0)
(2)Rxx (—7) = Ryx (7)
(3) Rax (0) = E[ X *(0)]



i Otras propiedades

(4)E[x (H]=X =0
— tiene un términocte = X

(5) X (¢) Sitiene una componente periddica

= Ry (7T) también tiene una componente
periodica con el mismo periodo

(6)X (1) Si es ergddico, valor medio 0 vy sin
componente periddica

I— limRXX(T)ZO

7>



i Ejemplo

4
RXX(T)_25+1+672
E[X()]=X =25 =

= E[X* (D] (E[X()]) =29-25=4



Promedios en el tiempo y
Ergodicidad

» Definimos

T

A= im L4

-T

» Consideremos los siguientes promedios

T

AXO1=lim [ x(0)d

T—o0 e

X

T

Ru(0) = A3 +01=lim [ ¥(Ox(; + )

-T



Promedios en el tiempo y
Ergodicidad

» Para una muestra del proceso, las dos
integrales dan 2 nimeros como
resultado. Si todas las funciones del
proceso son consideradas, entonces

> Ru(?) son vay
E[x]=X
E:RXX (T)] — RXX (T)




Promedios temporales iguales a promedios
estadisticos



Medida de funciones de

i correlacion




i Motivacion
> Vimos Correlacion

> Antes trabajamos en t y f para senales
deterministicas y sis. lineales

> Ahora con senales aleatorias
»>¢ Dominiode f ?

» Propiedades espectrales = TF para
sefales deterministicas




Densidad Espectral de

i Potencia

»Para un pa X(t), siendo

( X(t) -T<t<T

en otra parte

Satisface [ x(ndr<eo con T finito, tiene
TF y aplicando el T. de Parseval

_ (" 2 _ | 2
E() = xidi=_ | dw

Xr(w)



i DEP(2)

» Dividiendo por 2T

2

dw

T . XT (W)
AT = ZITJT X (0t = 2172 J. o7

»>Haciendo T — o y tomando valor
esperado

2

1 T E ) 1 0 XT(W)
Poc=lim o [ FLCOME= ) [ lim

dw




i DEP(3)

> Finalmente definimos la DEP

2

El Xr(w) |
S xx (W) = lim -

| S
Pxxy = 5 j_oo S xx(W)dw



i Propiedades

(
(2) Sxx (W) =S xx (W) X(t) real
(3) S (W) esreal

(

4) 217z j“; S ee(wydw = AE[ X (1))}



y Densidad Espectral de Potencia

| Relacion entre Funcion de Autocorrelacion

S =[" Ruc(r)e ™ dr

1 po .
R xx (T) = _[ SXX(W) e’ dw
27T ¥

0 Rxx(7) <> Sxx (W)



Sistemas lineales con entradas

i aleatorias

X(t) estacionario en sentido amplio
A

- LTI —
Xt Y(O=X*h(t

() H(w)
Ryy () = Rux (7) % h(=1) * h(1)

Ryx (7) = Rxx (7) * h(—t)
Rxy (7) = Rxx (7)* h(2)



Rt t+70)=E[Y®)Y(t+17)]

= E[[ h)X(t—u)du [ h(»)X(t+7-v)dv]
— j“; f‘; E[X(t—u)X (¢t + 7 —V)h(u)h(v)dudv

Ry = [ " Rz +u=v)h()h(v)dudy
Riy(D) =R (D) () *h(—7)
Sw(f)=H() S (f) <



i DEP de la respuesta

Sry(W) =S (W) H(w)



i Ruido Blanco

e Tiene todas las f, como la luz blanca, es
estacionario en sentido amplio :

SNN<f>=§0=K=cre

R (7) = ]\2]0 o(7)

e NO es realizable

[ sw(f)df =oo



i Ruido térmico

= Debido a la agitacion térmica
= —\V\V/\~ Resistencia “ruidosa”
= Su circuito equivalente

A

R sin ruido

Tension de

ruido |
\_ 5 _2KTAf







+

2K [T1 R1 + T2 Rz] Af — 2K[Tequi (Rl + R2)Af

_I_
Tequiv — Tl Rl T2 R2 -
Ri+ R




Temperatura equivalente de

* ruido
Pent I:)sal=|:>ent'G"|'|:>N

>
P.,=P.Total.G

KT Af
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