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Serie de Fourier en TD
Transformada de Fourier en TD
Transformada discreta de Fourier
Transformada rapida de Fourier (FFT)




Senales periodicas en TD:Series de
i Fourier

= Si x(t) es periodica y cumple las condiciones de
Dirichlet.., su desarrollo en SFTC es :

x(1) = Z Cre™
k=—o0

= Al igual que en TC una sehal x[n] discreta y periodica
puede representarse como una superposicion de

exponenciales complejas discretas con frecuencias
multiplos de la fundamental.



= Si la senal en TD es periodica x[n]=x[n+N],
su representacion mediante la SF es:

xn]= ) Cpe™™

k=—o0

27[ : W\ _J: 144
= Donde =, es la frecuencia “digital

fundamental de la senal periodica, y la
frecuencia de la componente k-ésima es kQo



= Ahora podemos preguntarnos: écuantos
términos deben considerarse en la suma para
el caso de una secuencia discreta periodica
de periodo N?

= Recordando la propiedad de las
exponenciales complejas discretas

27T
(N+k)Qon . JNQ kQon . GN-——n _jkQon . _jkQ
o/ N0 — INQun ] on_eﬂ’(%ne] o = IO
= Como habiamos visto antes exponenciales
complejas con f # no son todas diferentes
como ocurria en TC. Solo hay N

exponenciales complejas distintas.



+

= En consecuencia se puede escribir la SF
de una senal periodica discreta :

x|n]= Z Cr eijn

k=<N>



i SFTC SFTD

x(t) = ZC 2k f ot C, = ;jx(t) oISt
T

= Para discretizar x(t) tomamos N muestras
durante un periodo a intervalos T== N.T,=T

s LOs coeficientes seran :

N-1

. 1 & .
C.= x ]27zkf0nTs.TS _ Zx[n] e—]ZizkfonTS
NTS =0 N
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= La representacion en SFTD sera :

— Z Cr eij"

k=<N>

LS mee

n=<N>



i TFTD

= Derivacion : igual que en TC

= X[n] — aperioddica de duracion finita
= X[n] — periodica de periodo N
= X[n] = x[n] en N




‘L Derivacion (continuacion)

x[n]

-
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i Derivacion (continuacion)

x[n]= Z Cre™ ™ Qo=
k=<N> N

— . 1 — 7kOQgn
= Y x[n]e F" = x[nlp "
Cr Nn;:\b[ le N Z [ ]8

n=—a0



i Si definimos X(e*?)

. 1 . . 1 1 . _
X|N|= E — X JkQoYy jkQon — T E — X JkQoY _jkQon
7] =N (e™)e 2w SN (7)™



para N — o
X[n] — X[n]
Q, — 0
>Q, — |dQ



i Par TF en TD

x[n]—> X ()

X(e™) = Z x[n]e TFTD - Ecuacién de
n=—00 analisis
| . .
xn]=_ | X(e™)e™"d
27T w27

TFITD — Ecuacion de
sintesis



Convergencia

Ecuacion de sintesis: ninguna, ya que se integra sobre un intervalo finito

Ecuacion de andlisis: son necesarias condiciones analogas a la TF en
tiempo continuo, por ejemplo:

oo

Z ‘IE[?’EHQ < OO — Energia finita

n=-—o0
or
00
Z z[n]| < oo — Completamente
N— — 00 sumable



x[n]=q"ul[n] a <1
X(e™) =D dulnle’™ =) (aeg’™)' = 1
N=—00 n=0
P U S TTTE??Q@




(el a=0
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sen(w ' 2)
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i Propiedades de la TFTD

= Periodicidad: la TFTD siempre es
periodica en w con periodo 2.

X(ej(w+27z)) — X(ejw)
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= Linealidad
xi1 7]«

x2[n]<

F

> X1 ()
> X o (ejw)

F

ax[n]+bx,[n]< g >a X, (e™)+b X,(e™)



= Desplazamientoentyf
x[n]<——— X (&™)
x[n—nl—— e X (™)

& x[n] <> X (/)
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i Frecuencia continua y discreta

s Para tc x (t)=Acos(wt) -oo<t<w
s W=2nf= 21/T

= Paratd x(n)=Acos(Q2n) -co<n<oo
s Q= 27nF= 2n/N



i Muestreo de senales analogicas

s Si muestreamos al cos cada T,

s mmp X(N)=X,(NT,)=Acos(2rfnT,)
= Comparando x(n)=Acos(2rFn)

n ey F=fT =f/f

= Se denomina frecuencia normalizada 0
relativa.



i Recordando

= Las sinusoides en td cuyas f estan separadas
por un multiplo entero de 2= son idénticas.
Ej.

= COS[(W+ 2r )n]=cos(wn+ 27n)=

11— cos(wn)

= Por tanto existen senales discretas iguales
con f distintas. Es decir cualquier secuencia
con |Q|>= tiene una secuencia idéntica en
Q< -




i Resumiendo

= Los rangos analogicos son
s ~o<f<ow -0 <W<00

= Los rangos digitales son
s -1/2<F<1/2 -T<Q< 7



i Los 4 métodos de Fourier

Frec. discreta Frec. continua

TC SFTC TFTC

1D SFTD TFTD




Dominio de
tiempo

Periddica

No periadica

Continua

FS : Serie de Fourier

(0= $xer

K=—%

}C[k]-l# J x(the ™" dr

FT: Transformada de Fourier

x(1) = F}{l[m e dew

:'!..-'T

X(w)= | x(t)e ™ di

No periadica

Disereta

DTF5: Serie de Fourier en iempo discreto

X[n]= X
k==

| .
X[k]=— Er~1|n|u k!

Y

K e
C

k

DTFT: Transformada de Fourier en tiempao

discrito

Periodica

Discreta

Continua

Dominio de la
frecuencia
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i Dualidad : SFTC y TFTD

= Tenemos una sefal periodica continua x(t).
Mediante las SF (obtengo los coeﬂuentes)
transformamos esta senal periodica continua
en una funcion aperiodica y discreta (los
coeficientes espectrales separados 1/T).

= De forma dual, podemos intercambiar tiempo
y frecuencia, y tenemos una senal aperiddica
discreta en el tiempo (muestreada a 1/f.) v la
transformamos en una sefal periodica,
(periodo f) continua en f mediante TFTD.




Transformada de Fourier
i Discreta (TFD)

= Sin embargo a la hora de realizar operaciones
tenemos los mismos problemas que en las SF
ya que seguimos tratando con senales
continuas 6 con serie de datos de longitud
infinita. La “electronica” nos obliga a trabajar
con un numero finito de datos discretos que
ademas tienen una precision finita.

= Se trata de consequir discretizar las variables
continuas y de limitar el numero de muestras
en los dos dominios : temporal y frecuencial.




i De la TFTD == TFD

= Tenemos una senal x[n] limitada a N
muestras con un periodo de muestreo t,

s Se define la TFTD :

X,(f)= ix[n: g i

X (f) es perlodlca con periodo t..
IVF estreamos la senal N veces sobre un

periodo por tanto X;[k] (sustituir f por k/Nt,)

Nl _j2mk, N - j2mk

XT[k]ZZX[n]e Nt =Zx[n]e N k=0,1..N-1




» Podemos interpretar los resultados de la

puntos de vista :

i TFD de una secuencia x[n] desde dos

»Como coeficientes espectrales (SF) de una
sefal periodica discreta cuyos muestreos
coinciden con la secuencia x[n].

»>Como el espectro de una senal aperiodica
discreta cuyos muestreos corresponden a
la secuencia x[n].
>La TFD es una aproximacion al espectro
de la senal analogica original.



i ¢Como hacer TFD?

= Elegir el intervalo de muestreo t,, de tal
manera que se cumpla el T. de
Muestreo.

= Crear una expansion periodica x,(t) de
X(t) con periodo D (tiempo total de
muestreo).

= Tomar N muestras de x,(t) y calcular
TFD.



Resumen de Series y Transtformadas de Fourier

Series de Fourier

+ Senal Continua Periddica (periodo T), Espectro Discreto Aperiodico
(intervalo de discretizacion 1/T)

Transformada de Fourier

+ Senal Continua Aperiddica, Espectro Continuo Aperiodico.

Transformada de Fourier Discreta en el Tiempo

+ Senal Discreta Aperiddica (intervalo de discretizacion ¢,), Espectro
Continuo Periodico (periodo 1/¢)

Transformada Discreta de Fourier

+ Sefial Discreta Periodica (intervalo de discretizacion ¢, periodo 7),
Espectro Discreto (intervalo de discretizacion 1/7)




Ej.
X(t)=sen(2xf,t); f,=1lkHz D=1mSeg N=8
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= x[n]={0, 0.707, 1, 0.707, 0, -0.707, -1,

i -0.707}

N-I1

X[k] _ Zx[n] e—jZﬂ(nk/N)




Magmtud DFT
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i Ahora f=1kHz D=0.5mSeg N=8




D=1.5mSeg N=24

Sirpsoide 1KHE, D=1ms, N=8
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En general, el DFT es una aproximacion a las series o a la
transformada de Fourier. Es muy importante elegir
correctamente los parametros del DFT (frecuencia de
muestreo f.=1/t., resolucion de frecuencia f,=1/D).

La frecuencia de muestreo se determina a partir del teorema
de muestreo. Si1 queremos detectar el espectro de una sefal
hasta una maxima frecuencia B ., la frecuencia de muestreo
debera ser 2B.

La duracion del muestreo se elige para una determinada
resolucion de frecuencia.

Una regla de disefio muy util es: S1 queremos los M primeros
armonicos de una senal con un error maximo del 5%, el
numero de muestreos N=8M.
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