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Cálculo de Bohr. El caso clásico

Las colisiones inelásticas ocurren con una cierta probabilidad y 
son de naturaleza estadística. Pero como su número, en un 
recorrido macroscópico, es generalmente muy grande, las 
fluctuaciones en la pérdida total de energía son pequeñas y se 
puede describir el proceso con la pérdida media de energía por 
unidad de longitud. Esta cantidad, es llamada “poder de 
frenado” (stopping power) o simplemente dE/dx. 

Una partícula pesada, de masa M y carga ze, incide con velocidad v.

Hay un electrón, libre y en reposo, a una 
distancia b de la trayectoria de la partícula. 
Supondremos que el electrón se mueve muy 
poco durante la interacción.



El campo eléctrico actuando sobre el electrón puede ser tomado en su 
posición inicial. La partícula no se desvía, ya que M» me. 

Calculemos la energía que gana el electrón:
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Por simetría consideramos solo la componente de E a lo largo de la 
perpendicular a la trayectoria de la partícula. 

Calculamos E┴ usando el teorema de Gauss:
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Tal que: 

La energía ganada por el electrón es:
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Si n es la densidad de electrones, entonces la pérdida de energía, por 
los electrones situados a una distancia entre b y b + db en un espesor 
dx es: 
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,    dV=2b db dx



Uno podría estar tentado de integrar respecto a b, entre 0 e ∞, pero 
no sería válido. Para b→∞, no es cierto que el campo actúe un tiempo 
muy corto. Y para b→0, la transferencia de energía diverge.  

Sean bmín y bmáx los valores para los que vale nuestro cálculo de 
ΔE(b), entonces:   

Podemos estimar cuando valen bmín y bmáx.
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Clásicamente, la máxima energía transferible es en un choque frontal 
donde el electrón obtiene una energía                 .

Si tenemos en cuenta relatividad, 2mv2 → 2g2mv2

(g2=1/(1-β2 )1/2y β= v/c).
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Así que:   

Para bmáx , recordemos que los electrones están ligados a los átomos, 
orbitando con frecuencia f. Para que el electrón absorba energía, la 
perturbación no debe ser adiabática, la partícula debe pasar cerca del 
electrón un tiempo corto comparado con 1/f.
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Para nuestra colisión un tiempo típico es  t = b/v, relativísticamente
esto es, t= b/vg. 
Así que:
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f : Frecuencia media 
promediada sobre todos los 
estados ligados.
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Fórmula clásica de Bohr.
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✓ Razonable para partículas muy pesadas:

partículas a o núcleos pesados

✓ Para partículas livianas (protones) falla por efectos 
cuánticos



La fórmula de Bethe-Bloch

El primer cálculo mecano-cuántico correcto fue realizado por Bethe, 
Bloch y otros. 
En el cálculo, se parametriza la energía transferida en términos del 
momento transferido en lugar del parámetro de impacto. 
Esto es más realista ya que el momento transferido es una cantidad 
medible, el parámetro de impacto no. 

















 2

2

22

2

2

1535,0

22 2
2

ln2

2


g




I

Wvmz

A

Z
cmrN

dx

dE máxe

g
MeVcm

eeA 



I: potencial de excitación medio (promediada        ).
Wmáx: máxima energía transferida en una colisión knock-on.

fh

Se le agregan dos 
correcciones. 

Corrección de efecto densidad δ (importante a 
alta energía). 

Corrección de efecto capa C  (importante a baja 
energía). 
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✓ efecto densidad  aparece porque el campo eléctrico de la 
partícula tiende a polarizar los átomos a su paso 

apantalla el campo eléctrico percibido por los electrones más 
alejados disminuyen las colisiones con electrones lejanos. 

Este efecto es más importante cuando la velocidad se incrementa 
(bmáx~v) ya que se incrementa la contribución de electrones 
lejanos. La dependencia con la densidad aparece en que la 
polarización será mayor en materiales condensados que en gases.
(Sternheimer).

✓ efecto capa da cuenta de efectos que aparecen cuando la 
velocidad de la partícula incidente es comparable o menor que la 
velocidad de los electrones ligados. Fundamentalmente, electrones 
K. A estas energías, la suposición que el electrón es estacionario 
respecto de la partícula incidente pierde validez y el modelo debe 
ser corregido. La constante C depende de E y Z:

Para protones en Al, a energías < 4 MeV

La fórmula de Bethe-Bloch



Comparación de la fórmula de Bethe – Bloch
con y sin correcciones de capa y densidad.
Cálculo hecho para el Cu.

La fórmula de Bethe-Bloch



Dependencia de dE/dx como una función de la energía cinética para 
diferentes partículas.  A energías no relativistas, dE/dx está dominada  
por el factor  1/β2 y decrece con la velocidad hasta cerca de v=0.96 c, 
donde hay un mínimo.  Hay una ionización mínima en este punto.  

La fórmula de Bethe-Bloch

El valor mínimo es casi el 
mismo para partículas de 
la misma carga. Después 
de este punto, el término 
1/β2 es casi constante y 
dE/dx crece nuevamente 
debido a la dependencia 
logarítmica de la fórmula 
de Bethe Bloch. 
Este crecimiento es 
cancelado, sin embargo, 
por la corrección de 
densidad.



✓ La típica curva de Bragg mostrando la variación de dE/dx como una 
función de la profundidad de penetración de la partícula en la materia. 
La partícula esta más ionizada a medida que llega al final del camino. 

La fórmula de Bethe-Bloch

✓ La tasa de pérdida de energía, 
d(dE/dx)/dt de la partícula cambia 
al cambiar la energía de la partícula.

✓ La pérdida de energía por unidad 
de longitud es mayor al final del 
recorrido que al comienzo. 

✓ Al final, la partícula comienza a 
capturar electrones y dE/dx cae. 

✓ Este comportamiento es usado en aplicaciones médicas donde  
interesa depositar una gran dosis de  radiación a una determinada 
profundidad con mínima destrucción en tejidos circundantes. 

Curva de Bragg



Leyes de scaling para dE/dx
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En el mismo medio material, la fórmula de Bethe-Bloch puede 
escribirse de la forma 

donde f(β) es una función solamente de la velocidad de la partícula. 
Por lo tanto, la energía perdida, dado cualquier material, depende 
solo de la carga y de la velocidad de la partícula. Ya que la energía 
cinética es T= (1-γ)Mc2, la velocidad es una función de T/M, tal que  
β= g(T/M). Entonces: 
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Entonces la energía perdida por una partícula de masa M2, carga z2 y 
energía T2 en el mismo material, 
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Poder de frenado másico

Cuando dE/dx es expresado en unidades de  espesor másico, se 
encuentra que varía muy poco sobre un amplio rango de materiales.
Si hacemos más evidente la dependencia del tipo de material en la 
fórmula de Bethe – Bloch:

donde d=ρdx . 

✓ Para Z no demasiado diferentes ,  la relación Z/A varía  poco.
Esto es también cierto para I(Z) ya que aparece en un logaritmo. 

✓ dE/d es casi independiente del tipo de material. 

Por ejemplo,  protones de 10 MeV, perderán la misma cantidad de 
energía  en 1 gr/ cm2 de Cu que en el mismo espesor másico de Al ó 
Fe, etc.

✓ Estas unidades resultan útiles para mezclas y compuestos.
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dE/dx para mezclas y compuestos

La fórmula que hemos visto se aplica a elementos puros.  
Para mezclas y compuestos, si se desean valores  precisos, se debe 
procurar la medición directa. 

Sin embargo, una buena aproximación es promediar los potenciales de 
frenado de los elementos en el compuesto. El promedio debe pesarse 
con la densidad electrónica de cada elemento (Regla de Bragg):

donde w1, w2, etc. son las fracciones por peso de los elementos 1,2… en 
el compuesto. Más explícitamente, si ai es el número de átomos del 
elemento “i” en la molécula M, entonces,

donde Ai es el peso atómico del i-ésimo elemento, 
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Desarrollando  una de las expresiones anteriores y reagrupando 
términos, podemos definir valores efectivos para Z,A,I, etc. , que 
pueden ser usados directamente en la fórmula de Bloch – Bethe.

Nótese la  conveniencia de trabajar con el potencial de frenado 
másico más que con el poder de frenado lineal (dE/dx).













eff

iii
eff

iieff

iieff

Z

IZa
I

AaA

ZaZ

ln
ln 







iieff

eff

iii
eff

CaC

Z

Za 

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Limitaciones de la fórmula de Bethe-Bloch y otros 
efectos

✓ Expresión usualmente empleada en la mayoría de cálculos de dE/dx
✓ Para partículas elementales y núcleos hasta la partícula a, da 
resultados correctos, para velocidades desde la región relativista hasta 
β  0.1

✓ Para β  0.05 , muchas de las suposiciones  inherentes a la fórmula 
de Bethe y Bloch no son más válidas, aún con las correcciones
✓ Para 0< β < 0.05 no hay aún una teoría satisfactoria para protones
✓ Para núcleos pesados esto es todavía peor, debido a efectos de 
captura de electrones. Para este rango de velocidades existen  en la 
literatura algunas fórmulas empíricas. 
✓ Debajo de β  0.01, una éxitosa explicación para la pérdida de 
energía es dada por la teoría de Lindhard.
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Algunos ejemplos



✓dE/dx en un dado material 
es una función solo de .

✓ Excepto en hidrógeno  
partículas de la misma 
velocidad tienen  similares  
pérdidas de energía en 
distintos materiales. 

✓ Hay un ligero 
decrecimiento en la 
velocidad de  pérdida de 
energía con Z.  

✓ La diferencia cualitativa 
entre  un gas (He) y los otros 
materiales, es debida al 
efecto “densidad”, no 
corregido aquí.



✓ Las funciones de poder 
de frenado están 
caracterizadas por un 
ancho mínimo en la zona 
de g=3.5 a 3.0, cuando 
Z varia de 7 a 100.

✓ Valores de la mínima 
ionización  como función 
de Z

✓ En casos prácticos, la mayoría de las partículas relativistas (rayos 
cósmicos)  tienen una razón de pérdida de energía  próxima al 
mínimo, y son llamadas “mip´s” (minimun ionizing particles) 

✓ La recta es un ajuste 
a una función lineal en 
Z, para Z>6. Falla ya 
que dE/dx depende de 
otras variables



La determinación de la energía de excitación media es una tarea no 
trivial en la evaluación del poder de frenado en la formula de Bethe.

S.M. Seltzer and 
M.J. Berger, Int. 
J. of Applied 
Rad. 33, 1189 
(1982).



Rango

✓ Teóricamente, integrando 
la ecuación de Bethe-Bloch
para encontrar el rango R 
para una partícula que 
pierde energía (T0) a través 
de ionización y excitación 
atómica. 
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Straggling, Rango medio, Rango extrapolado.

✓ ¿Cuanto penetra una partícula en un medio antes de perder toda su 
energía? Esta distancia se denomina rango, depende del tipo de 
material, tipo de partícula y su energía. 

✓ Experimentalmente, el cociente entre partículas transmitidas a 
partículas incidentes.

Distribución estadística



Está ecuación ignora el efecto de múltiples dispersiones coulombianas, 
las que hacen que la partícula siga una trayectoria zigzagueante a 
través del absorbente

El efecto de múltiple dispersión es pequeño 
para partículas pesadas cargadas,  así que el  
paso total es una buena aproximación al 
rango rectilíneo.
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En la práctica se usa una fórmula semiempírica: 
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Donde Tmin es la mínima energía a la cual la fórmula dE/dx es válida, y 
R0(Tmin) es una constante que da cuenta del recorrido durante la 
pérdida de energía remanente. 
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Rango en distintos materiales

Curvas de rango calculadas para 
diferentes partículas  pesadas  en 
aluminio.

De la relación  lineal en el gráfico 
log –log, se debe esperar una 
relación del tipo :
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12   TdxdE 

Esto se  puede deducir del 
potencial de frenado: 

2TR
Integrando : 

75,1TR

Un ajuste más afinado, en este 
rango de energía, da: 
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✓ Relaciones rango – energía de este tipo son extremadamente útiles  
y proveen  de un medio acertado para medir  la energía de las 
partículas.

✓ Este fue uno de los primeros usos de las mediciones de rango.  

✓ También son necesarias, estás relaciones semiempíricas,  para 
decidir acerca del tamaño de un detector a ser utilizado en algún 
experimento o en determinar el espesor de un blindaje para la 
radiación, entre otras cosas.  

✓ Debido al  scaling de dE/dx, se  puede obtener un scaling para los 
rangos, 

de  diferentes partículas en el mismo medio.

Características del Rango en distintos materiales
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Para la misma partícula en diferentes materiales , existe una regla 
aproximada, conocida como de Bragg – Kleeman.

donde   y A son las densidades y números atómicos de los materiales.  
Para compuestos, una aproximación  para el rango puede encontrarse 
en la fórmula:

donde Acomp es el peso molecular del compuesto, Ai y Ri son el peso 
atómico y rango del i-ésimo elemento   constituyente , y ai es  el 
número de átomos del elemento “i” en la molécula del compuesto.

Características del Rango en distintos materiales



Rango o alcance en aire







Esquema experimental para determinar la curva de absorción de 
b) partículas pesadas, 
c) electrones monoenergeticos, 
d) rayos 



Comparación del alcance de distintas partículas
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Rango o alcance de partículas cargadas


