MECANICA ESTADISTICA Curso 2019

Trabajo practico N° 9
Gas de Bose - 27/06/19

Estudiaremos en esta guia sistemas de particulas indistinguibles, no interactuantes, de spin entero.
Los mismos son descriptos por la distribuciéon de Bose que estudiamos en una practica anterior. Viene
dada por:

1
exp[B(es — p)] = 1
Acé, ns es el nimero de ocupacién de un estado con nimeros cuanticos s; p y S fijan el valor medio

del nimero de particulas < N >= > < ng > y el valor medio de la energia < E > respectivamente.
Cuando la distancia entre nimeros s se hace muy pequena (como sucede con los impulsos para un gas

< ng >=

encerrado en un volumen V' macroscépico) podemos escribir las sumatorias anteriores como integrales:

1
< N >x / oplBle — )] = 1g(s)ds

Dado que la distribucién de Bose incluye ahora un denominador que puede anularse, habra que tener
mucho cuidado al tomar el limite continuo, como ha sido ya discutido en la teoria. (Importante: el paso al
continuo no debe ser confundido de ninguna manera con el limite clasico —que también incluye integrales—
en el que los nimeros cudnticos son reemplazados por posiciones e impulsos, y el operador densidad D
por la densidad de probabilidad Dy (r", p)).

Bibliografia sugerida: R. K. Pathria, K. Huang, R. Balian. Si no recordara bien la teoria para modos
normales puede recurrirse a un libro de mecdnica cldsica, o al Cohen-Tanoudji.

Gas de particulas de Bose. Comenzamos estudiando gases de bosones convencionales, donde las
particulas materiales que los componen son bosones.

Problema 1. [Gas de Bose en 2D] Es posible obtener un gas de bose constrenido a moverse en dos
dimensiones adsorbiendo (como en el dltimo ejercicio de la practica de ensamble Gran Candnico) atomos
de *He en la superficie de otro material (por ejemplo, grafito).

a) Muestre que en este caso bidimensional, la densidad media de particulas puede escribirse como:

< N> mkpT /°° ze %
= dx
0

V. 2mh?

b) La integral anterior puede hacerse con facilidad haciendo una sustitucién sencilla. Resuelva esta

integral (obteniendo que <V£ = —";f’r’g;[ log (1 — 2)) y muestre a partir de ella que un gas ideal bidimen-
sional de bosones no presenta condensacién de Bose—Einstein.

1—ze %

Problema 2. Considere un gas ideal de Bose—Einstein en tres dimensiones, compuesto de moléculas
independientes de masa m que tienen un grado interno de libertad. Los bosones en el estado fundamental
tienen energia ¢g = p?/2m y en el estado excitado €; = p?/2m+A. Calcule la temperatura de condensacién
para A > kT y para A < kT?, donde T? es la temperatura de condensacién del gas sin considerar
el grado de libertad interno. La existencia de un grado interno de libertad, jaumenta o disminuye la
temperatura de condensacién? Ayuda: en un apéndice del Pathria puede encontrar formas asintoticas
para gs (z) que seran de utilidad.



Problema 3. La condensacion de Bose como una transicion de fase La condensacion de Bose suele ser
entendida como una transicién de fase —muy especial, dado que no hay interacciones entre particulas—
de primer orden. Vista desde las ecuaciones de estado, esta no es muy distinta de la sucede durante la
condensacion de un gas (g, en este caso el gas de Bose) en un liquido (I, el condensado conformado por
particulas de impulso nulo).

a) Aun siendo cierto lo anterior, explique por qué suele decirse que la condensacién sucede en el
espacio de impulsos, y no necesariamente en el de posiciones.

b) Muestre que, para temperaturas 7' < T, (o volimenes especificos v = V/N < v.) la presién depende
solamente de la temperatura.

c) Dibuje la curva critica P vs. v., y una isoterma P vs. v en el intervalo (0,v.). Compare a esta
dltima con las isotermas que se obtienen para una transicion liquido-gas en la regién de coexistencia.

ch) Pese a que el volumen por particula v puede variar continuamente a lo largo de una isoterma en
una transicién de fase primer orden, lo que sucede en realidad es que v = zv; + (1 — z)vg, siendo las
x; = N; /N las fracciones, y los v; los voliimenes especificos (distintos) de cada fase. ;Cudnto valdrian en
el caso de la transicién de Bose vy (el volumen especifico del gas de Bose usual) y v; (el correspondiente
a las particulas en el condensado)? Vincular esto tdltimo con lo encontrado en el punto b) Evaluar el
cambio discontinuo que sufre el volumen especifico, Av = v; — v,.

d) Mostrar que por debajo de T, la concentracién de la fase condensada varia con la temperatura (a
densidad fija) como z = (§2) =1 — (%)3/2; graficar.

e) Utilizando la ecuacién de Clausius-Clapeyron sobre la curva de coexistencia P.(T") de un gas ideal
de Bose—Einstein y conociendo Awv del punto anterior, encuentre la discontinuidad en la entropia AS al
cruzar la linea de transicién P.(T"). (Este cambio en la entropia coincide con el que calculamos en la teoria
a partir de la entropia, con lo que la interpretacion de la condensacién de Bose como una transicién de
fase de primer orden es consistente).

Modos de vibracion en un sélido. En este ejemplo, no son las particulas que conforman el sistema
(los dtomos del cristal) las que obedecen la estadistica de Bose, sino las ezcitaciones de ese sistema. Serdn
entidades (llamadas a veces cuasiparticulas) cuyo nimero no se conserva, sin masa y sin existencia fuera
de la red que les da origen; son una consecuencia del comportamiento colectivo del cristal. Es una idea
que se utiliza recurrentemente en sistemas de muchas particulas interactuantes: las particulas reales (que
interactiian entre si) son reemplazadas por otras no interactuantes, mas complicadas que las anteriores,
pero que permiten describir al sistema de una forma més sencilla.

Problema 4. Un cristal formado por N atomos tiene d x N modos normales, donde d es la dimensién
del espacio. En la aproximacién arménica, la energfa vibracional es E = ), nxhwy + Ey, donde Ej es la
energia del estado fundamental y wy son las frecuencias de los modos normales. Estos modos se corres-
ponden a ondas planas propagandose en el cristal (es decir, no localizadas en el espacio), caracterizadas
por k = 2Z(mg, my, m.) (el ntimero de ondas de las vibraciones), con m; = 0,1,... (en d = 3); nk es
el nimero cudntico asociado a esas oscilaciones arménicas (cuenta el ntimero de fonones con energia
hwy e “impulso cristalino” hk); L es la longitud del sistema y se han impuesto condiciones periddicas de
contorno.

a) Calcule la funcién de particién canénica Zy. Muestre que Zy es la funcién de particién de un gas
ideal de bosones de energia hwy (llamaremos fonones a estas particulas), con p = 0. Quizéd val-
ga la pena repetir que N es el nimero de atomos que conforman al cristal (y no el nimero de
bosones). Ayuda: Comience preguntindose cémo es en este sistema una configuracion (que fija o
especifica completamente el microestado del sistema), y luego encuentre Zyn sumando sobre todas
estas configuraciones.



b)

Generalmente, la energia debida a las vibraciones de la red es la maxima contribucién a la capacidad
calorifica de un sélido. En cristales aislantes no magnéticos, es la tnica contribucién. Conceptual-
mente, podemos pensar al calculo de la energia debida a fonones como dividido en dos partes. En
primer lugar, hay que calcular la contribucién de cada modo de oscilacién, definido por k y wy. En
este sentido, muestre que la energia y el calor especifico estan dados por

hw
U = E0+2657k
k

hwk _ 1
1 h2w2€,8hwk
Oy = k
KT? 2(1 — P2

En base a la expresién de U, especifique el nimero medio de ocupacién de un dado modo, (ny)

Para volimenes grandes es posible escribir las sumatorias anteriores como integrales en el espacio de
impulsos, recurriendo a la densidad de estados en este espacio. Si conocemos la relacién de disper-
sién, estas, a su vez, pueden escribirse como integrales sobre las energias o frecuencias, recurriendo
a la densidad de estados g(w). En este caso, las ecuaciones anteriores se escriben,

wm hw
U = Eo+/0 dwg(w)m
1 Wm h2w26’8hw
O = ), W Ty

donde wy, es la frecuencia méxima dada por [ g(w)dw = dN.

Solido de Einstein La segunda etapa del cdlculo consiste en realizar la suma sobre la distribucién en
frecuencia de los modos. Esto implica conocer a la relacién de dispersién para poder calcular g(w).
El sélido de Einstein, que hemos visto ya en practicas anteriores, consiste en simplificar al extremo
esta segunda parte. Einstein supuso que los d x N modos del sélido oscilaban a la misma frecuencia
wg. Encontrar, en esta aproximacién, la energia media del sistema < H > y el calor especifico Cy,
y graficar éste ultimo en funcién de T, destacando los limites de alta y baja temperatura. Notar
que, a temperaturas lo suficientemente bajas (T << Tp = hwg/kp) el sistema se parecerd a un
sistema de dos niveles (con un gap A = hwg), por lo que Cy decrecerd exponencialmente con la
temperatura. Esto contrasta con las medidas experimentales en las que se ve que Cyy o< T? a baja
temperatura.

[Sélido de Debye] De una manera més realista, Debye aproximé las vibraciones normales de los
atomos del sélido con vibraciones eldsticas de un cuerpo continuo isétropo (Pregunta: ;por qué esto
es solamente una aproximacién?) Siguiendo esa idea, suponga ahora que la relacién entre wy y k
(relacion de dispersion) es wyx = c|k| hasta una frecuencia méxima wp, y que a partir de ella no
hay méas modos. (;Con quién se relacionard ¢? Comience determinando sus unidades).

Calcule g(w) para d = 1,2 y 3. En el caso especial d = 3 utilice estos resultados en las férmulas

anteriores y encuentre
3VE! T/6p — thet
Cy = 713 / dt ——5,
2m2c3h3 0 (et —1)2



donde ©p = wp/kh y wp = (6m%p)/3¢ (llamadas temperatura y frecuencia de Debye). Muestre
que Cy — cte cuando T>> Tp y Cy ~ T3 cuando T — 0.

Nota 1: Si sus cuentas difieren en un factor del valor de Cy y 0p, no desespere: recuerde que
para cada modo de vibracién (a diferencia de las ondas Hertzianas, que son transversales) hay dos
modos transversales y uno longitudinal; la densidad de estados es entonces 3 veces mas densa de lo que
quiza supuso.

Nota 2: Elementos como el telurio y el selenio forman estructuras en las que los &tomos se ordenan en
cadenas atomicas. Lo mismo sucede con algunos tipos de moléculas. Similarmente, el grafito se comporta
como un sistema bidimensional.



