Mecanica Analitica. Trabajo Préactico 6

Formulacién Hamiltoniana de la mecénica.

Ano 2017.

Problema 1: ‘
Un sistema con un grado de libertad tiene el siguiente Hamiltoniano:

H(q,p) = % + A(q)p + B(q)

donde A(q) y B(gq) son ciertas funciones de la coordenada ¢, y p es el momento
conjugado de gq.

a) Encuentre la velocidad generalizada q.

b) Encuentre el Lagrangiano L(q, q).

‘ Problema 2: ‘
Una particula de masa m se mueve en un campo de fuerzas centrales con potencial
V(r). El lagrangiano en coordenadas esféricas es:

. 1 ) )
L(r,0,¢,7,0,¢) = gm <7'“2 + 726% 4 12 sin? 9¢2> —V(r).

a) Encuentre el momento p = (pr,pg,pg) conjugado a q = (7,6, ¢).
b) Encuentre el Hamiltoniano H(p, q).

c) Escriba explicitamente las ecuaciones de movimiento de Hamilton.

‘Problema 3: ‘
Considere el siguiente Lagrangiano L(z,vy, z, %, 7, %)

L = ai?® + by? + cy?iz — k22 + 42

donde a, b, ¢, k son constantes.

a) Obtenga los momentos conjugados

b) Calcule el Hamiltoniano del sistema en funcién de dichos momentos y de las
variables

c) Obtenga las ecuaciones de Hamilton

d) Indique, si las hay, qué cantidades se conservan.

‘ Problema 4:




Si L =T -V, donde V es s6lo funcién del vector de coordenadas generalizadas
¢, en notacién matricial es posible escribir

1

T T .

donde ¢ y a son vectores columna y M es una matriz cuadrada. Pruebe que el
Hamiltoniano del sistema viene dado por

1 Tar—1

5 (P—a) M~ (p—a)— Lo

donde p es un vector columna cuyos elementos p; son los momentos conjugados de
las coordenadas g¢;.

‘ Problema 5: ‘
Utilizando la definicién del corchete de Poisson, deduzca las siguientes propiedades:

a) [u+v,w = [u,w +vw|,
b) [cu,v] = clu,v] ,
c) [u,v] =—[v,u],

d) [, ve) = [u,v]w + ofu, w] |
donde u, v y w son funciones de ¢, p y t, y ¢ es una constante.

‘ Problema 6: ‘
Demuestre la identidad de Jacobi:

[u’ [v’ w“ + [U, [w’ UH + [w’ [u’ UH =0

‘Problema 7: ‘
La ecuaciéon de movimiento de una particula de masa m y carga e que se mueve
en un campo magnético uniforme B = (0,0, B), puede obtenerse del siguiente La-

grangiano:

Lo 1 ) . ) eB, . .
L(z,y,z,2,9,2) = om (962 +9+ 22) + 2—0(96?/ — yi)

a) Encuentre el momento p = (p;,py,p-) conjugado a r = (z,y, 2).
b) Encuentre el Hamiltoniano H(z,y, 2, pz, Py, D=)-

c) Evalie los corchetes de Poisson [m, myl, [my, mz], [mz, mz] y [mi, H|.

‘Problema 8:
Considere el movimiento de una particula de masa m que se mueve en el plano
xy en un potencial isotrépico V(r) = %er. El Hamiltoniano correspondiente es

1 1
H:So:%(pi%—p;)%—ik(ﬁ%—yz) .



Definiendo

1
Si=o—(n—py) +3k(@" =) . 5

5 Papy) +kry . S3=w(zpy — yps)

= R(
con w = \/]C/—’I’I’L, muestre que:

a) [So,S]=0,i=1,2,3

b) [Si, )] = 2w, €ixSk s 1,5 =1,2,3

c) S;=5f+55+53

‘Problema 9: ‘
Demuestre el teorema de Poisson: si f y g son integrales de movimiento, el
corchete de Poisson [f, g] también es integral de movimiento.




