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Formulación Hamiltoniana de la mecánica.

Año 2017.

Problema 1:
Un sistema con un grado de libertad tiene el siguiente Hamiltoniano:

H(q, p) =
p2

2m
+A(q)p +B(q)

donde A(q) y B(q) son ciertas funciones de la coordenada q, y p es el momento
conjugado de q.

a) Encuentre la velocidad generalizada q̇.

b) Encuentre el Lagrangiano L(q, q̇).

Problema 2:
Una part́ıcula de masam se mueve en un campo de fuerzas centrales con potencial

V (r). El lagrangiano en coordenadas esféricas es:

L(r, θ, φ, ṙ, θ̇, φ̇) =
1

2
m

(

ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2

)

− V (r).

a) Encuentre el momento p = (pr, pθ, pφ) conjugado a q = (r, θ, φ).

b) Encuentre el Hamiltoniano H(p,q).

c) Escriba expĺıcitamente las ecuaciones de movimiento de Hamilton.

Problema 3:
Considere el siguiente Lagrangiano L(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)

L = aẋ2 + bẏ2 + cy2ẋż − k
√

x2 + y2

donde a, b, c, k son constantes.

a) Obtenga los momentos conjugados

b) Calcule el Hamiltoniano del sistema en función de dichos momentos y de las
variables

c) Obtenga las ecuaciones de Hamilton

d) Indique, si las hay, qué cantidades se conservan.

Problema 4:
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Si L = T − V , donde V es sólo función del vector de coordenadas generalizadas
q, en notación matricial es posible escribir

L = L0(q, t) + q̇Ta(q, t) +
1

2
q̇TM(q, t)q̇ ,

donde q̇ y a son vectores columna y M es una matriz cuadrada. Pruebe que el
Hamiltoniano del sistema viene dado por

H =
1

2
(p− a)TM−1(p− a)− L0

donde p es un vector columna cuyos elementos pi son los momentos conjugados de
las coordenadas qi.

Problema 5:
Utilizando la definición del corchete de Poisson, deduzca las siguientes propiedades:

a) [u+ v,w] = [u,w] + [v,w] ,

b) [cu, v] = c[u, v] ,

c) [u, v] = −[v, u] ,

d) [u, vw] = [u, v]w + v[u,w] ,
donde u, v y w son funciones de q, p y t, y c es una constante.

Problema 6:
Demuestre la identidad de Jacobi:

[u, [v,w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0

Problema 7:
La ecuación de movimiento de una part́ıcula de masa m y carga e que se mueve

en un campo magnético uniforme B = (0, 0, B), puede obtenerse del siguiente La-
grangiano:

L(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) =
1

2
m

(

ẋ2 + ẏ2 + ż2
)

+
eB

2c
(xẏ − yẋ)

a) Encuentre el momento p = (px, py, pz) conjugado a r = (x, y, z).

b) Encuentre el Hamiltoniano H(x, y, z, px, py, pz).

c) Evalúe los corchetes de Poisson [mẋ,mẏ], [mẏ,mż], [mż,mẋ] y [mẋ,H].

Problema 8:
Considere el movimiento de una part́ıcula de masa m que se mueve en el plano

xy en un potencial isotrópico V (r) = 1

2
kr2. El Hamiltoniano correspondiente es

H = S0 =
1

2m

(

p2x + p2y
)

+
1

2
k
(

x2 + y2
)

.
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Definiendo

S1 =
1

2m

(

p2x − p2y
)

+
1

2
k
(

x2 − y2
)

, S2 =
1

m
(pxpy) + kxy , S3 = ω (xpy − ypx) ,

con ω =
√

k/m, muestre que:

a) [S0, Si] = 0 , i = 1, 2, 3

b) [Si, Sj ] = 2ω
∑

3

k=1
ǫijkSk , i, j = 1, 2, 3

c) S2

0
= S2

1
+ S2

2
+ S2
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Problema 9:
Demuestre el teorema de Poisson: si f y g son integrales de movimiento, el

corchete de Poisson [f, g] también es integral de movimiento.
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