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Departamento de Fı́sica - Universidad Nacional

de La Plata

Eve Mariel Santangelo

3 de septiembre de 2019



2



Índice general

I Introducción 5
I.1. Breve repaso de la teorı́a de la relatividad especial . . . . . . . . . . . . . 9
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La Introducción está basada, principalmente, en el contenido de las referencias [1, 2,
3, 4].

Es un hecho, y es muy notable, que toda la materia aparece mayormente concentrada
en muy pequeños (comparados con la escala humana) fragmentos constituyentes. Todavı́a
más notable es que podamos identificar unos pocos tipos diferentes de esos fragmentos,
que se replican cantidades astronómicas de veces para conformarnos a nosotros y a toda
la materia que nos rodea. Aún más: esas réplicas son réplicas exactas, no sólo similares,
como ocurre con objetos macroscópicos. Por ejemplo, todos los electrones son indistin-
guibles entre sı́. Y lo mismo ocurre con el resto de la partı́culas elementales.

Las dos preguntas fundamentales (muy ı́ntimamente relacionadas) que la fı́sica subatómi-
ca intenta responder son:

¿De qué está hecha la materia al nivel más fundamental? ¿Cuáles son las partı́culas
elementales? Dicho de otro modo: ¿cuáles son las partı́culas que, bajo la suposición
de no tener estructura interna, permiten dar una descripción simple, y tan unificada
como sea posible, de la naturaleza?

Simultáneamente con esa primera pregunta, deberemos dar respuesta a la siguiente:

¿Cómo interactúan esas partı́culas y cómo, a partir de esas interacciones fundamen-
tales, resultan las interacciones entre las partı́culas compuestas?

El objetivo de este curso es responder ambas preguntas, según nuestro conocimiento
actual, es decir, estudiar el modelo actualmente conocido como modelo estándar de la
fı́sica de partı́culas elementales.

Es bien sabido que, a principio del siglo pasado, se desarrollaron dos ideas revolucio-
narias en la descripcı́ón teórica de los fenómenos fı́sicos: la Mecánica Cuántica (C) y la
Teorı́a de la Relatividad (R). La primera se aplica a sistemas de tamaño atómico (∼ 10−10

m) o menor. La segunda, a sistemas que se mueven a velocidades comparables con la ve-
locidad de la luz (∼ 3× 108 m/s). Ası́, podemos dividir la Fı́sica actual en cuatro grandes
secciones: NCNR, NCR, CNR y CR. De estas cuatro grandes secciones de la Fı́sica, la
primera (NCNR) es la que describe los procesos que percibimos diariamente (sistemas
de tamaño mucho mayor que el atómico, que se mueven a velocidades muy inferiores a
la de la luz. A esta suele llamársela Fı́sica Clásica porque, al estar ligada directamente
con la escala accesible a la percepción sensorial, fue la primera que se desarrolló. Pero,
actualmente, todas las secciones han sido suficientemente testeadas como para tenerlas
por bien establecidas y deberı́an ser consideradas igualmente “clásicas”.

Los sistemas fı́sicos que estudiaremos en estas clases, por ser de tamaño atómico
o subatómico, requerirán un tratamiento cuántico. Como veremos, la estructura nuclear
puede explicarse de modo aproximado con teorı́as efectivas (no fundamentales) no relati-
vistas (CNR), mientras que una teorı́a fundamental de las partı́culas realmente elementales
requiere el uso de teorı́as cuánticas relativistas (CR).
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Figura 1: Dominios de la Fı́sica

Hay ciertas cuestiones generales que valen independientemente de la forma particu-
lar de la interacción, porque surgen directamente del tipo de dominio de la fı́sica que se
está considerando. Por ejemplo, de la relatividad, de la mecánica cuántica, o de la com-
binación de ambas. En el marco de la relatividad, igual que en la mecánica no relativista,
la energı́a y la cantidad de movimiento son siempre conservadas en procesos de desinte-
gración o dispersión. Pero, a diferencia de lo que ocurre en la mecánica no relativista, la
masa en reposo no tiene por qué conservarse. Una desintegración del tipo

x→ y + z

puede perfectamente ocurrir, aun cuando la masa en reposo de la partı́cula x sea mayor
que la suma de las masas en reposo de las partı́culas y y z. Además, la relatividad admite
la existencia de partı́culas sin masa, como el fotón, algo que no tendrı́a sentido en la teorı́a
de Newton.

También la mecánica cuántica exige ampliar ciertos conceptos que provienen de la
teorı́a clásica: un dado sistema cuántico se describe por su estado. Si estudiamos un pro-
ceso, tal como una transición de un estado a otro, todo lo que podemos calcular es la
probabilidad de su ocurrencia. Por ejemplo: lo más común es que un pión cargado se
desintegre en un muón más un neutrino, pero no todos lo hacen. Algunos prefieren de-
sintegrarse en un electrón más un neutrino. La probabilidad de que ocurra esta segunda
transición es menor que la probabilidad de que ocurra la primera, pero no es nula.

Finalmente, la unión de relatividad y mecánica cuántica da lugar a cosas únicas, como
la existencia de antipartı́culas y la demostración del principio de exclusión de Pauli para
partı́culas de espı́n 1

2
, entre otras cosas.

Las respuestas, fuertemente interdependientes, a las dos preguntas planteadas al co-
mienzo de esta sección han ido variando con el tiempo, de forma particularmente verti-
ginosa durante el siglo pasado. El modo usual de reponder a ellas consiste en estudiar
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la naturaleza mediante experimentos, generalmente basados en la colisión entre partı́cu-
las. Los rápidos avances tecnológicos realizados durante el último siglo han permitido
efectuar estos experimentos a energı́as siempre crecientes. Como veremos más adelante,
es posible comprender que energı́as cada vez mayores permiten explorar distancias cada
vez más pequeñas y, por lo tanto, conducen a una resolución cada vez más detallada de
la estructura de la materia . Ası́, las partı́culas que parecı́an elementales en experimen-
tos realizados a una dada energı́a resultan, cuando se los mira a energı́as mayores, estar
compuestas de partı́culas más elementales. La aceleración de partı́culas hasta alcanzar
mayores energı́as permite, también obtener, como productos de dispersiones, partı́culas
de masas mayores.

En los últimos tiempos, se ha llegado a desarrollar una teorı́a que describe todas las
interacciones entre partı́culas elementales, salvo la interacción gravitatoria. Esta teorı́a -
reunión de la teorı́a de Glashow, Salam y Weinberg (GSW) para las interacciones elec-
tromagnéticas y débiles (unificadas bajo el nombre de interacciones electrodébiles) y de
la Cromodinámica Cuántica (QCD) para la interacción fuerte, recibe el nombre de Mo-
delo Estándar. Desde 1973, cuando se midieron las corrientes débiles neutras predichas
por GSW y 1978, cuando se detectaron las partı́culas mediadoras igualmente predichas, el
Modelo Estándar ha resistido todos los tests experimentales (incluso, la detección de even-
tos compatibles con la existencia de la partı́cula de Higgs ha sido anunciada por ambos
experimentos diseñados a tal efecto en el CERN). Hay, ciertamente, algunos elementos
demasiado “ad hoc” en el modelo. Pero proporciona una descripción de la realidad no-
tablemente acertada de las tres interacciones más relevantes a nivel subatómico (electro-
magnéticas, débiles y fuertes), para las energı́as alcanzadas en los experimentos. Aunque
la fuerza gravitatoria no admite cuantización resulta, como veremos con una estimación,
despreciable frente a las restantes fuerzas dentro del rango de masas a considerar.

I.1. Breve repaso de la teorı́a de la relatividad especial
Cuando se estudia la fı́sica de partı́culas no relativistas (fı́sica de Newton), se aplica

el principio de relatividad que podemos llamar de Galileo:
- Las medidas realizadas por dos observadores INERCIALES se relacionan entre

sı́ por una transformación de Galileo.
- Las leyes de la mecánica son las mismas para todos los observadores inerciales.
Para dos observadores inerciales O y O′ cuyos respectivos sistemas de referencia se

muestran en la figura 2, las transformaciones de Galileo toman la forma:

t′ = t

x′ = x− v t
y′ = y

z′ = z . (1)

Obsérvese, en particular, que ambos observadores inerciales miden el mismo tiempo.
La noción de simultaneidad tiene, entonces, sentido cuando se comparan medidas rea-
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.

Figura 2: Sistemas inerciales

lizadas por observadores inerciales que se mueven a bajas velocidades. Para partı́culas
que se mueven a velocidades próximas a la de la luz (c), en cambio, vale el principio de
relatividad especial de Einstein:

- Las medidas realizadas por dos observadores INERCIALES se relacionan entre
sı́ por una transformación de Lorentz.

- Las leyes de la fı́sica son las mismas para todos los observadores inerciales.
- c es una constante universal (todos los observadores miden el mismo valor de la

velocidad de la luz en el vacı́o).
Las transformaciones de Lorentz, para el caso de la figura 2, están dadas por:

c t′ = γ (c t− β x)
x′ = γ (x− β c t)
y′ = y

z′ = z , (2)

donde β = v
c

y γ = 1√
1−( v

c )
2 . Observar:

1) La velocidad relativa entre observadores debe ser siempre estrictamente menor que
c.

2) En el lı́mite no relativista (v
c
≪ 1), o bien β → 0, las transformaciones de Lorentz

se reducen a las de Galileo, como debe ser, ya que sabemos que la fı́sica de Newton
describe bien los sistemas que se mueven a velocidades pequeas en comparación con c.

Las variables espaciales y temporales medidas en un dado sistema inercial pueden
considerarse como las cuatro componentes de un objeto X , llamado un tetravector con-
travariante frente a transformaciones de Lorentz. Por ejemplo, en el sistema O:

X : (ct, x, y, z) . (3)
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La posición espacio-temporal del mismo objeto, en el sistema O′ estará caracterizado
por las variables primadas:

X : (ct′, x′, y′, z′) . (4)

con las variables primadas y sin primar relacionadas como lo establece la ecuación (2).
Cualquier objeto cuyas componentes se transformen de este modo frente a una transfor-
mación de Lorentz como la que estamos estudiando será, también, un tetravector contra-
variante. A partir de las coordenadas de X en un dado sistema inercial puede formarse
otro objeto, llamado el intervalo espacio-temporal, que ya no es un tetravector contrava-
riante, sino un escalar de Lorentz: todos los observadores inerciales miden el mismo valor
del intervalo (ver ejercicio en Trabajo Práctico 1). El intervalo se define por:

s2 = −(c t)2 + x2 + y2 + z2 ,

que puede pensarse como una “distancia” en un espacio pseudoeuclı́deo, llamado espacio
de Minkowski. Nótese que hemos elegido las componentes del tensor métrico de dicho
espacio como (−,+,+,+) (la elección (+,−,−,−) es igualmente posible y no cambia
los resultados fı́sicos. Nuestra elección hace evidente que la parte espacial del intervalo
corresponde a una auténtica distancia. Un espacio vectorial de este tipo, dotado de un
“producto escalar” no definido positivo, se conoce como un espacio pseudoeuclı́deo.

Obsérvese, de paso, que la contribución al intervalo de la parte espacial coincide con
la distancia en el espacio euclı́deo tridimensional R3. De la misma forma puede definirse
un escalar de Lorentz a partir de cualquier tetravector contravariante. Un tetravector que
usaremos a menudo es el tetraimpulso o tetravector de energı́a-impulso:

P : (
E

c
, px, py, pz) ,

donde E es la energı́a de una dada partı́cula y p⃗ es su cantidad de movimiento. A partir
de este tetravector puede, con la misma regla usada para construir el intervalo a partir de
X , construirse un escalar de Lorentz, dado por:

−
(
E

c

)2

+ (px)
2 + (py)

2 + (pz)
2 = −m2 c2 ,

o bien

E2 = (c px)
2 + (c py)

2 + (c pz)
2 +m2 c4 , (5)

donde m se llama la masa en reposo de la partı́cula. Obsérvese que, en particular, en
un sistema de referencia donde la cantidad de movimiento de la partı́cula sea el vector
nulo (px = py = pz = 0), resulta una de las ecuaciones más famosas de la fı́sica:

E = ±mc2 .

Es, justamente, esta ecuación la que permite definir la masa de una partı́cula.
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I.2 UNIDADES Y ÓRDENES DE MAGNITUD

I.2. Unidades y órdenes de magnitud
Una referencia muy interesante es [5]

 

.

Figura 3: Escalas de longitud

De la figura 3 se ve claramente que las longitudes con las cuales trataremos al estudiar
fı́sica nuclear y fı́sica de partı́culas elementales son extremadamente pequeñas compara-
das con la escala humana (∼ 1m ). Por esa causa, las longitudes que caracterizan a estos
sistemas se expresan, usualmente, en femtometros, también llamados, en este contexto,
Fermi: 1fm = 10−15m. En cuanto a las energı́as, las mismas se expresan en múltiplos
de electrón volt. Un electrón volt (eV ) es la energı́a que adquiere una partı́cula de carga
(e) igual al valor absoluto de la carga del electrón , cuando atraviesa una diferencia de
potencial de 1V . Por lo tanto, se tiene 1eV = 1, 602 10−19J , ya que e = 1, 602 10−19C.
Esta unidad de energı́a es adoptada porque las partı́culas subatómicas son usualmente
aceleradas usando campos electromagnéticos. En general, vamos a tratar con energı́as
grandes, y haremos uso de múltiplos de esta unidad, que anotaremos con los prefijos
usuales: 1keV = 103eV, 1MeV = 106eV, 1GeV = 109eV, 1TeV = 1012eV . Los órde-
nes de magnitud de las energı́as que nos interesarán aparecen en la figura 4. En particular,
cuando estudiemos Fı́sica Nuclear, consideraremos energı́as que irán desde los MeV hasta
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unos pocos GeV. En Fı́sica de Partı́culas Elementales, en cambio, las energı́as a considerar
irán desde los GeV hasta los TeV.

 
 
 
.  

Energía 
(eV)      

Comentarios  

1.2x10
28  Energía de Planck  

~ 3x10
25  Escala de unificación fuerzas 

débiles, electromagnéticas y 

fuertes  

 DESIERTO DE ENERGÍAS  

~ 10
12  Energía máxima accessible al 

LHC 
 

~ 2x10
11  Masa en reposo del quark top 

~ 9x10
10  Masa en reposo de los bosones 

intermediarios 
(W+, W-, Z0)  

~ 1x10
9  Masa en reposo del protón y del 

neutrón 

~ 5x10
5  Masa en reposo del electrón 

~ 1.4x10
1  Energía de ligadura del electrón 

en el átomo de hidrógeno  
 

 

.

Figura 4: Escalas de energı́a

Usualmente, teniendo en cuenta la relación entre energı́a y masa en reposo, E = mc2,
las masas de las partı́culas se expresan en MeV

c2
o GeV

c2
.

Dado que trataremos con teorı́as relativistas, aparecerá a menudo en nuestros desa-
rrollos la velocidad de la luz, 3 × 108m/seg. Por tratarse de teorı́as cuánticas, donde el
principio de incerteza desempeña un papel importante, otra constante que aparecerá a
menudo es la constante de Planck. Es fácil recordar su valor como ~ c = 200MeV fm.

En fı́sica de partı́culas elementales, es muy común utilizar las llamadas unidades “na-
turales”. Para entender cómo se usan, recordemos que, si representamos por [L], [T ] y
[M ] las unidades de longitud, tiempo y masa, las dimensiones de las distintas cantida-
des fı́sicas pueden expresarse como combinaciones de ellas. Por ejemplo, si escribimos
el módulo de la fuerza de Coulomb entre dos electrones como F = e2

d2
, donde d es la

distancia que los separa:

[e]2 = [F ][L]2 = [E][L] =
[M ][L][L]2

[T ]2
=

[M ][L]3

[T ]2

y la constante de estructura fina, definida como e2

~ c , resulta ser adimensional, ya que
[~ c] = [E][L] .

En particular, se tiene:

[c] =
[L]

[T ]
[~] =

[M ] [L]2

[T ]
.
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Utilizar unidades “naturales” consiste en tomar ~ = c = 1 para realizar los cálculos y
recuperar luego las unidades correctas multiplicando por las potencias necesarias de ~ y
de c. Está claro de lo anterior que, cuando se calcula en unidades naturales, se tiene que
[L] = [T ] y [M ] = [L]−1. Obsérvese que, en unidades naturales [E] = [M ]. Por eso, las
masas de las partı́culas suelen expresarse en MeV o GeV.

A menudo, cálculos simples, basados en consideraciones referentes a unidades ca-
racterı́sticas de un problema, permiten estimar el orden de magnitud de cantidades de
interés. El siguiente (tomado de la referencia [5]) explica por qué, al estudiar partı́culas
elementales, puede despreciarse la fuerza gravitatoria frente a la electromagnética.

El valor absoluto de la energı́a gravitatoria entre dos electrones puede escribirse

Eg =
Gm2

e

r
,

donde G = 6,673 × 10−11m3kg−1seg−2 es la constante gravitatoria universal y r es
la distancia que separa a los dos electrones.

El valor absoluto de la energı́a coulombiana entre las mismas partı́culas está dada por

Eem =
e2

r
.

Como ya vimos, en este último caso, puede definirse la constante adimensional αem =
e2

~ c , llamada constante de estructura fina, cuyo valor es αem ∼ 1
137

. Si, por analogı́a, de-
finimos una constante adimensional para la interacción gravitatoria como αg = Gm2

e

~ c , al
reemplazar el valor numérico de la masa del electrón, encontramos que αg ∼ 10−44, más
de cuarenta órdenes de magnitud menor que la constante de estructura fina. Cierto es que
hemos elegido hacer el cálculo para el electrón, que es muy liviano. Pero nótese que,
incluso para los mediadores de la interacción electrodébil, cuya masa es unas 105 veces
mayor que la del electrón, la interacción gravitatoria sigue siendo despreciable frente a la
electromagnética.

I.3. Cómo se producen partı́culas?
Información complementaria muy útil para esta sección puede encontrarse en:
http://www.auger.org/
http://www.cnea.gov.ar/xxi/reactores/RA1.asp
http://public.web.cern.ch/public/
En particular, la página del CERN incluye un link destinado al público infantil y ju-

venil.

Los experimentos, tanto en Fı́sica Nuclear como en Fı́sica de Partı́culas Elementales,
son esencialmente de dos tipos: choques entre partı́culas o desintegraciones. Pero, cómo
se producen esas partı́culas que luego colisionarán o se desintegrarán? Producir electrones
y protones es una cosa relativamente simple, visto que son constituyentes estables de la
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I.3 CÓMO SE PRODUCEN PARTÍCULAS?

materia que nos rodea. Para producir electrones, basta calentar un trozo de metal. Si se
quiere un haz de electrones, basta colocar una placa cargada con una ranura cerca del
lugar donde se producen. Los electrones que pasen a través de la placa serán nuestro haz
de electrones. Un haz ası́ producido es el paso inicial en la construcción de un tubo de
rayos catódicos, como el tubo de un televisor o un osciloscopio, y también es la primera
pieza en un acelerador de electrones.

Para producir protones basta con ionizar hidrógeno (eliminar el electrón de cada áto-
mo). Si se bombardea un tanque de hidrógeno con partı́culas muy energéticas, los electro-
nes son eliminados por las partı́culas incidentes. Un tanque de hidrógeno es, en realidad,
un tanque de protones.

Pero otras partı́culas menos usuales provienen, usualmente, de tres fuentes alternati-
vas.

I.3.1. Rayos cósmicos
Aquı́, la naturaleza hace el trabajo por nosotros. La atmósfera terrestre es permanente-

mente bombardeada por partı́culas de gran energı́a (principalmente protones) que provie-
nen del espacio exterior. La fuente precisa de estas partı́culas eatá aún en estudio. Pero,
cuando golpean átomos en las capas más externas de la atmósfera, esas partı́culas produ-
cen lluvias de partı́culas secundarias (principalmente muones para cuando llegan a nivel
de la tierra), que llueven sobre nosotros permanentemente. Como fuentes de partı́culas los
rayos cósmicos tienen dos virtudes: son gratis y pueden alcanzar enormes energı́as, muy
superiores a las que se alcanzan en laboratorio. Pero tienen dos desventajas: la cantidad
de ellas que golpea, por unidad de tiempo, un detector de tamaño razonable es muy pe-
queña y, además, son completamente incontrolables. Ni siquiera se conoce con precisión
cómo se producen los más energéticos. Ası́, los experimentos con rayos cósmicos requie-
ren mucha paciencia y buena suerte. Argentina participa en el experimentro sobre rayos
cósmicos llamado Observatorio Pierre Auger (ver dirección de la página al comienzo de
esta Introducción), cuya área de detección se encuentra en Malargüe, Mendoza.Este ex-
perimento está destinado a aportar datos que ayuden a comprender el origen de los rayos
cósmicos.

I.3.2. Reactores nucleares
Cuando un núcleo radiactivo se desintegra, emite una variedad de partı́culas tales co-

mo neutrones, neutrinos, rayos α (núcleos de He, que son estados ligados de dos protones
y dos neutrones), rayos β (electrones o positrones) y rayos γ (fotones).

I.3.3. Aceleradores de partı́culas
Comenzando con electrones o protones, se los acelera a grandes energı́as y se los

hace incidir sobre un blanco. Mediante arreglos adecuados de imanes y absorbentes se
puede seleccionar, entre las partı́culas salientes luego de la colisión, la especie que se
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I.3 CÓMO SE PRODUCEN PARTÍCULAS?

quiere estudiar. Actualmente, es posible generar de este modo haces secundarios muy in-
tensos de positrones, muones, piones, kaones, antiprotones y neutrinos que pueden, a su
vez, hacerse incidir sobre otro blanco. Incluso, las partı́culas estables y sus antipartı́culas
(electrones, positrones, protones y antiprotones) pueden almacenarse en anillos gigantes
de almacenamiento, donde circulan a velocidades altı́simas y continúan acelerándose, pa-
ra extraerlas y usarlas en el momento requerido. De estos aceleradores, el más notorio en
la actualidad es el LHC (Large Hadron Collider), en el CERN, Ginebra, Suiza. Estudiare-
mos los distintos tipos de aceleradores en breve.

Además, los aceleradores permiten generar haces de partı́culas que, al chocar, explo-
ran regiones de muy corta escala y originan nuevas partı́culas. En general, cuanto mayor
sea la masa de la partı́cula que quiere producirse, mayor será la energı́a de la colisión re-
querida. Esta es la razón por la cual, históricamente, se detectaron primero las partı́culas
más livianas.

En efecto, de nuestro breve repaso de la Relatividad especial, recordemos que

E2 = p⃗ 2 c2 +M2 c4 ≥M2 c4 .

Por lo tanto, para producir una partı́cula de masa M , se necesita acelerar haces hasta
energı́as E ≥M c2, que puedan transferirse al blanco y estar disponibles para la creación
de tales partı́culas.

A medida que la tecnologı́a fue avanzando, ha sido posible alcanzar energı́as siempre
crecientes. Actualmente, la partı́cula más pesada que se ha detectado ha sido el quark
top, con una masa mayor que 173 veces la masa del protón (Mt c

2 = 173GeV , Mp c
2 =

938MeV ). Hasta el presente, no sabemos si existe algún lı́mite superior para las masas
posibles, aunque se sospecha que la llamada masa de Planck (ver problemas al final de la
sección para su definición, basada en consideraciones de análisis dimensional), a partir de
la cual se requiere una descripción cuántica de la gravitación,

MP = 2, 43× 1018
GeV

c2
,

podrı́a ser ese lı́mite. Evidentemente, la forma última de saber si existe algún lı́mite es
verificarlo experimentalmente y requiere conseguir energı́as altı́simas (las energı́as alcan-
zadas en el CERN son del orden de 10TeV , lo cual está muchós órdenes de magnitud por
debajo de la correspondiente a la masa de Planck).

Además de tratar de detectar partı́culas más masivas, hay otra razón por la cual se
realizan experimentos a energı́as cada vez más altas: a mayor energı́a pueden verse más
detalles, según predice la mecánica cuántica. En efecto, la longitud de onda de de Broglie
de una partı́cula está dada por λ = h

p
, donde p es el valor absoluto de su impulso espacial.

La llamada longitud de onda de de Broglie reducida es λ̄ = λ
2π

= ~
p
.

En general, como ocurre en óptica, para una partı́cula incidente con cierta longitud de
onda de de Broglie, se explorarán regiones del mismo orden de magnitud. Para explorar
regiones de dimensión d se requiere transferir una cantidad de movimiento (el principio
de incerteza, ∆x∆p ≥ ~, lo justifica):

p ∼ ~
d
.
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Esas regiones serán más pequeñas cuanto mayor sea la energı́a de las partı́culas que cho-
can y, por lo tanto, el impulso transferido. Para acelerar las partı́culas incidentes se utili-
zan, como ya mencionamos, campos electromagnéticos.

La forma más directa de acelerar partı́culas hasta energı́as altas consiste en usar un
campo eléctrico, de modo que F⃗ = q E⃗, o bien, E = F d = q V , donde hemos consi-
derado que el campo eléctrico E = V

d
se mantiene constante. El ejemplo más simple de

un acelerador de electrones es el tubo de rayos catódicos de un televisor. Por supuesto,
todo el sistema debe estar situado en el vacı́o. De lo contrario, las partı́culas perderı́an
energı́a al chocar con las moléculas de aire. Además, alcanzar una diferencia de potencial
del orden necesario para que la energı́a de la partı́cula alcance los MeV o, peor aún, GeV
en una sola etapa es imposible, porque es sabido que ocurren rupturas a unos pocos keV .
Por lo tanto, se requirió mucho ingenio para efectuar sucesivas aceleraciones y llegar a
las energı́as deseadas.

La historia de los aceleradores de partı́culas, empieza con el de de Cockcroft-Walton
(1932), ası́ llamado en honor a quienes lo usaron para provocar la primera fisión nuclear
(aunque ya habı́a sido propuesto como multiplicador de voltaje por Greinacher, en 1919)
y el de van de Graaff (1933). Con ellos se alcanzaban energı́as del orden de 500 keV para
protones y fueron los primeros usados en fı́sica nuclear.

La figura 5 muesta un esquema del circuito que caracteriza un multiplicador de vol-
taje de Cockcroft-Walton: Cuando el potencial AC original, alcanza un pico negativo, el
primer diodo deja pasar corriente y se carga el primer capacitor. Cuando la señal cambia
de signo, el primer diodo se cierra y se abre el segundo. Esta vez, la corriente fluye tanto
desde la fuente AC como desde el primer capacitor, ası́ que el segundo se carga al doble.
Y ası́ siguiendo, el voltaje se duplica en cada etapa.

.

Figura 5: Esquema del acelerador de Cockcroft-Walton

En el acelerador de van de Graaff (para más información, ver http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/elecmagnet/campoelectrico/graaf/graaf.htm),
el potencial se multiplica transportando cargas hacia un capacitor (ver figura 6).

A fin de obtener mayores voltajes se usan los llamados aceleradores en tándem, que
son sucesivos van de Graaff y, por lo tanto, alcanzan energı́as algo superiores, aunque
siempre del orden requerido en experimentos de fı́sica nuclear. Un ejemplo de estos ace-
leradores en tándem es el TANDAR, ubicado en el Centro Atómico Constituyentes de la
CNEA (ver la dirección web sugerida al comienzo de I.3).

A estos aceleradores siguieron los llamados LINACS, o aceleradores lineales. En estos
aceleradores, el haz de partı́culas se inyecta a lo largo del eje. Dentro de los cilindros, el
campo eléctrico es siempre nulo. Entre cilindros, hay un campo alterno. Supongamos que
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.

Figura 6: Esquema del acelerador de van de Graaff

una partı́cula llega a la región entre dos cilindros cuando el campo es máximo. Sufrirá,
entonces una primera aceleración. La longitud del siguiente cilindro se elige de modo que
la partı́cula acelerada llegue al final del próximo cilindro cuando el campo allı́ es otra vez
máximo, duplicando ası́ su aceleración. Y el proceso continúa, con cilindros más largos
a medida que la partı́cula se aproxima al blanco y va teniendo mayor aceleración (ver
problema al final de esta Introducción. Un esquema de este tipo de aceleradores aparece
en la figura 7.

  

.

Figura 7: Esquema del LINAC

Obsérvese que, para una partı́cula que ha alcanzado una velocidad v, la longitud del
cilindro debe ser tal que L = v τ = v

ν
, donde τ es el perı́odo y ν es la frecuencia alterna.

Para cuando la partı́cula alcanza velocidades relativistas, hacen falta frecuencias altı́simas
para tener aceleradores de una longitud aceptable. El acelerador lineal más largo existente
(3km) es el de Stanford (SLAC) y es capaz de acelerar electrones hasta energı́as de unos
50 GeV. Alcanzar energı́as del orden del TeV requerirı́a un LINAC de unos 60 km de
longitud y los costos serı́an inmensos. Eso explica por qué, para ese fin, se han adoptado
aceleradores circulares. La primera propuesta en este sentido fue el ciclotrón (de 1930).

Los aceleradores circulares usados actualmente son refinamientos de esa idea. Por
ejemplo, en el sincrotrón, la partı́cula es obligada a mantener una trayectoria circular por
un campo magnético y, en ciertas regiones lineales, es acelerada por un campo eléctrico
en el rango de las radio frecuencias. Sucesivos pasos por estas regiones imprimen a las
partı́culas sucesivas aceleraciones, hasta alcanzar velocidades relativistas. Sin embargo,
los aceleradores circulares tienen una desventaja: las partı́culas aceleradas pierden más
energı́a por radiación que en un acelerador lineal. Esa radiación, conocida como radia-
ción de sincrotrón, es útil para ser usada en otras aplicaciones, tales como el estudio de
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.

Figura 8: El LHC en el CERN

propiedades de materiales de interés tecnológico. La potencia radiada por una partı́cula
de carga q y energı́a Een órbita circular de radio R es:

P ∼ 2q2c

3R2

(
E

mc2

)4

,

donde β = v
c
, γ = 1√

(1−β2)
y se ha tomado el lı́mite ultrarrelativista β ∼ 1.

Obsérvese, en primer lugar, que la pérdida por radiación es mucho menor para proto-
nes (debido a su masa mucho mayor) que para electrones.

Por otra parte, la energı́a disponible para crear partı́culas en la colisión es mucho
mayor mayor si se produce una colisión entre partı́culas que viajan en sentidos opuestos
que si una partı́cula acelerada choca contra otra en reposo en el laboratorio. En efecto, en
el primer caso, el sistema de laboratorio coincide con el sistema de centro de masa, en el
cual P⃗ = 0⃗ y, por lo tanto, toda la energ´á de ambos haces está disponible para la creación
de nuevas partı́culas. Por ejemplo, en el LHC, se almacenan protones viajando en sentidos
opuestos en un mismo anillo y se los hace colisionar en ciertos sectores, consiguiendo ası́,
en el sistema de centro de masa (que coincide con el de laboratorio), energı́as del orden
de la decena de TeV.

La figura 8 muestra un plano del anillo acelerador del LHC, que tiene un perı́metro de
27 km, y está construido a 170 m. de profundidad, por debajo de la frontera entre Suiza y
Francia (Consultar la página web sugerida al comienzo de I.3).

I.4. Cómo se detectan partı́culas?
Los primeros experimentos de dispersión de partı́culas elementales identificaban partı́cu-

las utilizando las cámaras de niebla (1894) y de burbujas (1894). La cmara de niebla se
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basaban en el registro de la huella dejada por el pasaje de las partı́culas cargadas al ioni-
zar vapor de agua sobreenfriado. El estado metaestable se alcanzaba mediante la expansin
adiabática realizada moviendo un pistón. En esas condiciones, los iones resultantes del
paso de las partı́culas cargadas actuaban como semillas de condensación, alrededor de las
cuales se iban formando gotas, que marcaban la trayectoria, circular debido a la presencia
de un campo magnético perpendicular. Una cámara fotográfica registraba dicha trayecto-
ria. Las cámaras de burbujas reemplazaron el vapor de agua por lı́quido sobrecalentado
(en general, hidrógeno lı́quido), que hervı́a al paso de las partı́culas ionizantes. La figura 9
muestra una de estas cámaras. Estos detectores fueron reemplazados, luego, por cámaras
multicable y cámaras de chispas.

Los experimentos actuales combinan distintos tipos de detectores, basados en equipos
de estado sólido.De los varios detectores presentes en el CERN, dos están dedicados,
especialmente, a la verificación de la existencia del bosón de Higgs y la medida precisa
de los eventos en los cuales el mismo participa: ATLAS (A Toroidal LHC Apparatus) Y
CMS (Compact Muon Solenoid). Ellos combinan tres tipos de detectores, dispuestos en
sucesivas capas que rodean al haz:

La capa más interna está formada por Reveladores de Trayectorias (Tracking Devi-
ces): permiten medir cómo se curva la trayectoria de cada partı́cula luego del cho-
que, debido a la presencia de un poderoso campo magnético en la dirección del haz
y determinar, en consecuencia, el signo de su carga y su cantidad de movimiento.
En el actual colisionador se usan, con este fin, dispositivos de estado sólido (Pi-
xel Detectors, Semiconductor Trackers y Transition Radiation Trackers) que envı́an
señales a las computadoras cada vez que detectan el paso de la partı́cula. Todos
ellos son capaces de medir posiciones con precisión de un centésimo de milı́me-
tro. Es la computadora la que reconstruye la trayectoria. Los dos primeros permiten
determinar el signo de la carga y la cantidad de movimiento. El tercero permite la
completa determinación de la carga, al medir la radiación emitida cuando la partı́cu-
la atraviesa la frontera entre dos medios distintos. Conocidos carga y cantidad de
movimiento, la posterior determinación de la energı́a establecerá su masa y carac-
terizará por completo a la partı́cula en cuestión. La medición de energı́as se realiza
en las capas siguientes, usando Calorı́metros Electromagnéticos, de Hadrones y de
Muones.

Los primeros miden la energı́a depositada por fotones, electrones y positrones. Los
calorı́metros electromagnéticos determinan las energı́as de electrones, positrones
y de los pares electrón-positrón originados en los fotones. Una primera capa, de
vidrio de plomo, crea una avalancha de pares. Luego, se mide la energı́a emitida en
forma de radiación. Esto completa la identificación de los electrones, positrones y
fotones producidos en los choques.

La capa siguiente la forman los Calorı́metros de Hadrones: miden el ritmo de
depósito de energı́a de las partı́culas hadrónicas (formadas por quarks), como pro-
tones, neutrones, piones, y otras, en un medio altamente absorbente, hasta que las
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mismas alcanzan el reposo. Toneladas de hierro se usan con este fin y, además,
sirven para formar el electroimán que genera el campo magnético responsable de
curvar las trayectorias de las partı́culas en la capa más interna del anillo de colisión.

Finalmente, aparecen las Cámaras de Muones, que forman la capa más externa del
aparato ya que los muones, al ser más masivos que otras partı́culas, pasan a través
de grandes espesores de material sin gran interacción con el mismo.

.

Figura 9: Cámara de burbujas del Fermilab, Chicago

 

Figura 10: Foto de trayectorias en una cámara de burbujas

Como se ve en la figura 10, y ya anticipamos, las trayectorias seguidas por las partı́cu-
las son, en general, circulares. Eso se debe a que la cámara se ubica entre los polos de
un imán gigantesco. En el campo magnético B⃗, una partı́cula de carga q y velocidad v⃗
descibe una órbita circular, cuyo radio está dado por la famosa fórmula del ciclotrón.

Hagamos, por ahora, un cálculo no relativista (ver problema al fin de esta sección
para el caso relativista). En general, las partı́culas que nos interesan se mueven en los
detectores a velocidades relativistas. De todos modos, este cálculo nos dará una idea.
Debido al campo magnético, la partı́cula sufre una fuerza F⃗ = qv⃗ × B⃗. Dado que B⃗
es perpendicular a la órbita y v⃗ es tangente a la misma, la fuerza de Lorentz es central.
Usando la segunda ley de Newton, tal fuerza produce una aceleración, también centrı́peta.
cuyo módulo está dado por aN = |q| v B

m
, donde m es la masa de la partı́cula (en esta
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expresión y en las que siguen, hasta el fin de esta sección, todas las magnitudes vectoriales
aparecen en módulo). Recordando que aN = v2

RC
, se tiene para el radio de ciclotrón,

cuando la partı́cula afectada por el campo magnético se mueve a velocidades pequeñas
comparadas con la de la luz,

RC =
mv

|q|B
.

En cuanto a la velocidad angular, su módulo es ω = v
RC

= |q|B
m

y la frecuencia νc =
ω
2π

|q|B
2πm

se conoce como la frecuencia de ciclotrón.

 

Figura 11: Fuerza de Lorentz

En el caso relativista, el radio de la trayectoria resulta corregido según

RC =
mγ v

|q|B
,

con γ = 1√
1− v2

c2

y c la velocidad de la luz. Si se mide el radio de la trayectoria y se

conoce el campo magnético, se determina, entonces, el cociente entre el módulo de la
cantidad de movimiento relativista y la carga. El sentido en que se recorre la trayectoria
permite, también, conocer el signo de su carga. Volveremos sobre este punto al estudiar
el experimento de detección del positrón.

I.5. Ejercicios propuestos
1. Demuestre que el intervalo, s2 = −(c t)2 + x2 + y2 + z2 es un invariante de Lo-

rentz. (Utilice una transformación de Lorentz como la que se consideró en la clase
teórica).

2. Mediante consideraciones dimensionales, obtenga una expresión para la masa de
Planck como producto de potencias arbitrarias de ~, c yG (propongamP = cαGβ ~γ
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y determine los valores de α, β y γ). Recuerde que: [c] = [L][T ]−1, [G] = [M ]−1[L]3[T ]−2

y [~] = [M ][L]2[T ]−1.

3. Un análisis basado en consideraciones dimensionales permite obtener, en forma
aproximada, el radio de la órbita correspondiente al nivel fundamental del átomo
de hidrógeno, conocido como radio de Bohr, sin resolver la ecuación diferencial,
como sigue:

a) Recordando que la energı́a cinética del electrón es EK = |p⃗|2
2m

y la energı́a poten-
cial es −α

r
, donde α es la constante de estructura fina, escriba la energı́a total del

electrón usando que, por consideraciones dimensionales, |p⃗| ∼ 1
r
.

b) Determine el radio que minimiza la expresión obtenida, para la energı́a, en el
inciso a). Ası́, obtendrá el radio aproximado de la primera órbita, expresado en
MeV −1.

c) Multiplique su resultado del inciso b) por las potencias de c y ~ necesarias para
expresarlo en metros. Compare el valor ası́ obtenido con el valor exacto del radio
de Bohr (5, 29× 10−11m).

4. En la siguiente página:

https://en.wikipedia.org/wiki/Linear-particle-accelerator

puede encontrar una animación que muestra el funcionamiento de un acelerador
lineal (linac). En tales aceleradores, la fuente de partı́culas cargadas y los cilindros
huecos pares están conectados a un electrodo del potencial eléctrico alterno, de
amplitud V0. Los cilindros impares están conectados al otro electrodo. La frecuen-
cia del potencial se ajusta de modo que la partı́cula acelerada llegue a una región
entre dos cilindros exactamente cada medio perı́odo del potencial. De ese modo,
la partı́cula sufrirá sucesivas aceleraciones en las regiones entre cilindros y man-
tendrá una velocidad constante en el interior de los mismos. Suponiendo que las
partı́culas aceleradas tienen carga q > 0 y masa m, que su velocidad inicial (al sa-
lir de la fuente) es nula, que inicialmente los cilindros impares están conectados al
electrodo positivo y que las velocidades alcanzadas estn muy por debajo de la de la
luz, demostrar que:

a) La velocidad de la partı́cula en el n-ésimo cilindro es
√

4nqV0

m
;

b) Si Ln es la longitud del n-ésimo cilindro, la misma debe ser tal que Ln

L1
=
√
n;

c) El perı́odo del potencial alterno debe ser T = L1

√
m
qV0

.

d) Calcular la frecuencia de un acelerador lineal de cinco etapas, en el cual L1 =
10cm, usado para acelerar iones de carga q = 2 × 1, 6 × 10−19C (dos unidades de
carga eléctrica) y masam = 4×1, 67×10−27kg (cuatro unidades de masa atómica).
Suponer que la amplitud del potencial es V0 = 100V .

23



I.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

5. a) Supongamos que una partı́cula de masa m choca contra un blanco de la misma
masa, que se encuentra en reposo en el sistema de laboratorio, para dar lugar a una
nueva partı́cula de masa M. Sólo una fracción de la energı́a de la partı́cula incidente
está disponible para crear una nueva partı́cula. Demostrar que la energı́a disponible

esMc2 = 2mc2
√

1 + K
2mc2

, dondeK es la energı́a cinética de la partı́cula incidente.
Este resultado es una de las razones por las cuales, en la mayorı́a de los aceleradores
se estudian colisiones frontales (notar que este tipo de colisiones sólo pueden ser
obtenidas en aceleradores circulares). Suponer, entonces, una colisión frontal de
dos partı́culas de igual masa m, e igual energı́a cinética; demostrar que la energı́a
total disponible es Mc2 = 2mc2(1 + K

2mc2
).

b) En un colisionador electron-positrón, cada partı́cula es acelerada hasta alcanzar,
en el sistema de referencia del laboratorio, una energı́a cinética K. Cuando se pro-
duce un choque frontal entre un electrón y un positrón, ambos con la energı́a antes
mencionada, cuál es el mı́nimo valor de K compatible con la detección, después
del choque, de un bosón Z0 en reposo (la masa de este bosón intermediario es de
90GeV )?

c) Hasta qué energı́a deberı́a acelerarse el positrón si quisiera producirse un Z0

como consecuencia de su choque con un electrón en reposo? Estarı́a en reposo el
Z0 producido?

Sugerencia: utilice la conservación de energı́a e impulso durante la colisión y re-
cuerde que E2 = c2 p⃗ 2 +m2 c4.

6. En el marco de la relatividad especial, la fuerza actuante sobre una partı́cula cargada
sometida a un campo magnético (caso de campo eléctrico nulo de la fuerza de
Lorentz) está dada por F⃗ = qv⃗×B⃗. Sabiendo que el impulso espacial de la partı́cula
es p⃗ = mγv⃗,

a) Demostrar que el módulo de la velocidad angular (llamada de Larmor o del ci-
clotrón) está dado por ω = q|B⃗|

γ m
, donde m es la masa de la partı́cula y γ = 1√

1−( v
c )

2 .

b) Cuál es el módulo del vector cantidad de movimiento de una partı́cula de carga
igual a la carga del electrón sabiendo que, en una cámara de burbujas donde actúa
un campo magnético de |B⃗| = 2T , describe una órbita de radio R = 33, 4cm
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II.1 PARTÍCULAS “ELEMENTALES” HASTA 1930

II.1. Partı́culas “elementales” hasta 1930
Además de las referencias ya citadas, para esta sección es muy útil (aunque levemente

desactualizado) [6].
La noción de elemento existió desde las épocas de la Grecia antigua, cuando toda

la materia se creı́a compuesta por cuatro elementos: aire, agua, fuego y tierra, que se
combinaban en distintas proporciones para dar origen a diversos objetos. Pero, para los
griegos, estos elementos estaban distribuidos en forma continua y no concentrados en
regiones pequeñas del espacio. Demócrito fue el primero en utilizar la palabra átomo,
aunque en un sentido vago.

La definición de elemento dada muchos años después por Robert Boyle (1627-1691),
el padre de la quı́mica, es, esencialmente, la misma que hemos dado nosotros para una
partı́cula elemental. Boyle dijo que “los elementos son ciertos cuerpos primitivos y sim-
ples que no están formados por otros cuerpos, ni unos de otros, y que son los ingredientes
de que se componen inmediatamente y en que se resuelven en último término todos los
cuerpos perfectamente mixtos”.

A fines del siglo XIX, era sabido que toda la materia está compuesta por ciertos “ele-
mentos” (que hoy llamamos átomos). Sin embargo, el rápido aumento en la cantidad de
átomos, con propiedades que se repiten periódicamente, era una indicación de que esos
átomos debı́an tener, a su vez, una estructura interna en lugar de ser indivisibles. Ası́ lo
comprendió Dmitri Mendeleev (1834-1907), que los ordenó por orden creciente de masa
atómica, en una primera versión de su famosa tabla, que se muestra en la figura 12. Al
hacerlo, encontró que cada ocho elementos se repetı́an las propiedades quı́micas. Aunque,
como puede verse en la misma figura, existı́an huecos en algunos sitios (observar los hue-
cos entre el Ca y el Ti y entre el Zn y el As). Mendeleev postuló, en base a la regularidad
encontrada, que los elementos correspondientes a esos huecos debı́an existir y, en efecto,
se descubrieron algún tiempo después.

 

 

Figura 12: La tabla periódica de Mendeleev, en su forma original

Ahora sabemos que, efectivamente, esa regularidad se debe a las propiedades eléctri-
cas del átomo, que quedan determinadas por la carga eléctrica de su núcleo (idéntica, en
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valor absoluto, a la carga de sus electrones). Un conocimiento del interior del átomo más
acabado comenzó a obtenerse a inicios del siglo XX, con los experimentos de Joseph John
Thomson (1856-1940) y de Ernest Rutheford (1871-1937).

Puede decirse que la búsqueda de partı́culas elementales comenzó en 1897, cuando
J.J. Thomson identificó el electrón. Thomson sabı́a que los rayos catódicos emitidos por
un filamento caliente podı́an ser deflectados por un campo magnético, lo cual indicaba
que tenı́an carga. Más precisamente, el sentido de la curvatura requerı́a que la carga fuese
negativa. Haciendo pasar el haz por campos eléctrico y magnético cruzados, Thomson
determinó la velocidad de las partı́ıculas y el cociente de su carga sobre su masa. Este
cociente resultó ser enorme, indicando que, o bien la carga de las partı́culas era inmensa
o su masa muy pequeña. Evidencia generada por otros experimentos mostró que el caso
era el segundo (me = 9, 109×10−31kg; medida en eV es me ∼ 0, 5MeV ).Thomson com-
prendió, correctamente, que los electrones eran constituyentes elementales de los átomos.
Pero el electrón tiene carga negativa (−e = −1, 6×10−19C), mientras los átomos son
eléctricamente neutros. La pregunta era, entonces, dónde estaba la carga positiva equili-
brante.

Thomson habı́a sugerido un modelo del átomo en que los electrones eran como cerezas
en una torta (el átomo), dentro de una masa de carga positiva. Pero Rutheford mostró con
sus experimentos que los átomos están compuestos por un núcleo interno muy denso,
rodeado por una nube de electrones. Efectivamente, en 1911, Rutheford hizo su mayor
contribución a la ciencia, al descubrir el núcleo atómico. Habı́a observado que, al bom-
bardear una fina lámina de mica con partı́culas alfa (él mismo demostró, después, que
eran núcleos de He) con energı́as del orden de 1MeV , se obtenı́a una deflexión brusca
de dichas partı́culas, como si chocaran con objetos de dimensión aproximada 10−15m. Al
retomar Geiger y Marsden estos experimentos, de modo más detallado, utilizando ahora
una lámina de oro, confirmaron tal comportamiento y encontraron que algunas partı́culas
alfa se desviaban, incluso, más de 90 grados. Rutherford lanzó entonces la hipótesis, que
Geiger y Marsden confrontaron con los resultados de su experimento, según la cual en
el centro del átomo debı́a haber un núcleo, que contuviera casi toda la masa y toda la
carga positiva del átomo y que, de hecho, los electrones debı́an determinar el tamaño del
átomo. Rutheford llamó protón al núcleo del átomo más liviano (hidrógeno), cuya masa
es de ∼ 930Mev ∼ 2x103me y propuso un modelo en que el electrón orbita alrededor
del protón. Este modelo planetario habı́a sido sugerido en 1904 por un fı́sico japonés,
Hantaro Nagaoka, aunque habı́a pasado inadvertido. Se le objetaba que, en ese caso, los
electrones tendrı́an que emitir radiación al girar alrededor del núcleo central (en forma
similar a la radiación de sincrotrón) y, en consecuencia, al perder energı́a, el sistema no
podı́a ser estable. Los resultados de Rutherford demostraron que el modelo planetario era,
sin duda, el adecuado, puesto que permitı́a prever con exactitud la sección eficaz de di-
fusión de las partı́culas alfa en función del ángulo, aunque contradijera las expectativas
de la Electrodinámica clásica. Las últimas objeciones teóricas se desvanecieron con la
aplicación de los principios de la teorı́a cuántica, y la adaptación que, en 1914, hizo Niels
Bohr del modelo de Rutherford a la Mecánica Cuántica, lo que sirvió para justificar la
estabilidad del átomo de Rutherford-Bohr.
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Figura 13: Experimento de Rutheford
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Pero, rápidamente, se comprendió que los restantes átomos no pueden estar compues-
tos de igual número de protones y electrones (condición necesaria para que sea eléctrica-
mente neutro) y nada más. Por ejemplo, el átomo de helio ( 4He) requiere dos electrones,
pero tiene una masa que es cuatro veces la del átomo de hidrógeno. De dónde provenı́a,
entonces, la masa extra?

En 1932, con el descubrimiento del neutrón, realizado por James Chadwick (1891-
1974), se resolvió ese problema: el neutrón tiene la misma masa que el protón, pero no
tiene carga. Eso explica la estructura del 4He, si se admite que el núcleo contiene, además
de los dos protones necesarios para ser neutro, dos neutrones que no alteran la carga, pero
duplican su masa. No siempre el número de protones en un núcleo coincide con el número
de neutrones en el mismo. En general, en los núcleos más pesados, el número de neutrones
es mucho mayor que el número de protones y puede variar, dando origen a los llamados
isótopos: núcleos con la misma cantidad de protones (llamada el número atómico) Z y,
por lo tanto, la misma carga +Ze, pero distinto número de neutrones N y, por lo tanto,
distinta masaA = N+Z (A se conoce como el número de masa). Por ejemplo, el deuterio
es un isótopo del hidrógeno: como este último, tiene Z = 1, pero su número de masa es
A = 2.

A esta altura del siglo XX, hacia 1932, la respuesta a nuestra primera pregunta es-
taba tan clara como nunca lo habı́a estado: toda la materia parecı́a estar compuesta por
electrones, protones y neutrones que eran, junto con el fotón (del cual hablaremos en
el párrafo siguiente), las únicas partı́culas requeridas para explicar las observaciones re-
alizadas hasta entonces. De ellas, las partı́culas cargadas participaban de la interacción
electromagnética. Aparte de esta interacción, sólo se conocı́a la interacción gravitatoria,
de intensidad despreciable al tratar problemas a escala subatómica. Pero esta situación iba
a durar poco. Antes de comentar sobre la necesidad de incorporación de otras partı́culas
al modelo, detengámonos un poco en el fotón, del que no hemos dicho nada aún.

El fotón es, en cierto modo, distinto de las otras tres partı́culas de las que hemos ha-
blado hasta ahora, dado que no forma parte de los objetos materiales que nos rodean.
En efecto, el fotón es considerado el mediador de las interacciones electromagnéticas.
Su historia comienza con el estudio, por Max Planck (1858-1947), de la radiación del
cuerpo negro, en 1900. Planck trataba de explicar la radiación emitida por un cuerpo ca-
liente, que se resistı́a a ser explicada por la Mecánica Estadı́stica usual, que predecı́a la
llamada “catástrofe ultravioleta” (según la Mecánica Estadı́stica clásica,la potencia total
radiada por un cuerpo negro resultaba ser infinita). Al tratar de explicar los resultados
experimentales, Planck propuso que la radiación electromagnética está cuantizada, y que
es producida sólo en “paquetes” de energı́a E = ν h, donde h es la llamada constante
de Planck. Planck no explicó el origen de tal cuantización, pero eso lo hizo Albert Eins-
tein (1879-1955), en 1905, al proponer que esta cuantización es una caracterı́stica del
campo electromagnético: la radiación consiste en cuantos de energı́a. Por ejemplo, cuan-
do la radiación incide sobre un metal, parte de esa energı́a se transfiere a los electrones,
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que abandonan la superficie del metal. La máxima energı́a que dichos electrones pueden
tener es independiente de la intensidad de la luz: si la luz es más intensa, se extraerán
más electrones, pero su máxima energı́a sólo dependerá del “color” (longitud de onda o,
equivalentemente, frecuencia) de la luz. Este hecho fue definitivamente demostrado en el
experimento realizado por Arthur Compton (1892-1962), en 1923. En este experimento,
Compton verificó que las longitudes de onda de la radiación incidente y saliente están
relacionadas por:

λ′ = λ+ λc(1− cos θ) , (6)

donde λ es la longitud de onda de la radiación incidente, λ′ la de la radiación reflejada,
θ es el ángulo entre la radiación incidente y la reflejada y λc = h

me c
es la llamada longitud

de onda Compton del electrón. Esta es justamente la conclusión que se obtiene si se trata a
la luz como una partı́cula incidente sin masa y se aplica la ley relativista de conservación
del tetraimpulso, junto con pµpµ = m2 y la expresión de Planck para las energı́as inicial
y final del fotón. Haciendo eso (ver problemas al final de este capı́tulo), se tiene:

Eγ + Ee = E ′
γ + E ′

e p⃗γ + p⃗e = p⃗′γ + p⃗′e

junto con Eγ = c pγ = hν, E ′
γ = c p′γ = hν ′ y Ee = mec

2, se obtiene (6).

 

Figura 14: Diagrama del efecto Compton

A esa partı́cula sin masa, o cuanto de radiación electromagnética, llamamos el fotón.
Su naturaleza se explica en forma más precisa cuando se estudian las interacciones elec-
tromagnéticas como una teorı́a de campos cuántica y relativista.

La figura 15 muestra el “modelo estándar”, tal como se lo entendı́a en el año 1932. No-
temos que todas las partı́culas de materia tienen espı́n semientero (1/2) y, en consecuen-
cia, satisfacen la estadı́stica de Fermi-Dirac (se las llama fermiones). El fotón (mediador
de la interacción electromagnética), en cambio, tiene espı́n entero (1). En consecuencia,
satisface la estadı́stica de Bose-Einstein (se lo llama bosón).
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 Figura 15: Modelo estándar en 1932

II.2. Más partı́culas “elementales” (desde 1930 hasta 1960)

II.2.1. El mesón pi y el muón

Por entonces (tercera década del siglo XX) todo parecı́a estar bajo control: tres partı́cu-
las elementales de materia: electrón, protón y neutrón y dos interacciones fundamentales:
electromagnética y gravitatoria parecı́an explicarlo todo. Incluso, al describir el mundo
subatómico podı́a ignorarse la interacción gravitatoria, por ser muchı́simo más débil que
la electromagnética.

Al electrón se lo llamó, también, leptón (del griego, liviano) y a los nucleones, el
protón y el neutrón, dos mil veces más pesados, se los llamó hadrones (del griego, pesado).
Actualmente, la clasificación en leptones y hadrones ya no se basa en consideraciones
acerca de las masas de las partı́culas, sino en los tipos de interacciones que sufren.

Pero existı́a una cuestión a la cual este “modelo estándar” no podı́a dar respuesta:
en átomos con varios protones, ¿cómo hacı́an los protones para mantenerse unidos en-
tre sı́ y con los neutrones, para formar el núcleo? Visto que todos los protones tienen la
misma carga eléctrica y están muy próximos entre sı́ ( ∼ 1fm = 10−15m), debı́a existir,
entre ellos, una repulsión eléctrica muy grande. Qué fuerza los obligaba a permanecer
unidos a tan cortas distancias como es el tamaño de un núcleo (algunos fm) sin que el
núcleo explotara en mil pedazos? En un intento de responder esta pregunta, Hideki Yuka-
wa (1907-1981) propuso, en 1935, la existencia de una fuerza entre protones y neutrones,
debida a un potencial que se conoce con su nombre. Esta fuerza fue llamada, por entonces,
fuerza fuerte; pero nosotros la llamaremos fuerza nuclear, porque veremos después que
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no es una interacción fundamental, sino sólo el residuo, a bajas energı́as, de la verdadera
fuerza fuerte, proveniente de la interacción entre quarks. Según Yukawa, la interacción
nuclear estaba mediada por una partı́cula que llamó el mesón π o pión, cuya función en
la teorı́a era similar a la del fotón en la Electrodinámica, aunque con una gran diferencia:
debı́a tratarse de una partı́cula masiva para que la interacción nuclear resultase de cor-
to alcance y no modificara la fenomenologı́a de la fı́sica atómica, bien explicada por la
electrodinámica.

En efecto, Yukawa propuso que la teorı́a de la interacción nuclear debı́a ser, como la
Electrodinámica y la Gravitación, una teorı́a de campos. Pero es un hecho que, a distan-
cias macroscópicas, no experimentamos más que fuerzas electromagnéticas y gravitato-
rias. Entonces, la fuerza nuclear debı́a ser una fuerza de muy corto alcance, a diferencia
de las otras dos fuerzas conocidas por entonces, que tienen un alcance infinito. De esta
condición, estimó que la masa del pión debı́a ser unas 300 veces la masa del electrón. De
ahı́ proviene el nombre del mesón (masa intermedia entre leptón y hadrones).

La propuesta de Yukawa era una mera especulación hasta que dos grupos experimen-
tales identificaron, en experimentos con rayos cósmicos realizados en 1937, dos partı́culas
con caracterı́sticas similares a las que deberı́a tener la partı́cula de Yukawa. Pero existı́an
algunas inconsistencias. Hubo que esperar hasta después de la segunda guerra (1947) para
comprender que sólo una de esas partı́culas era, efectivamente, un mesón π. Pero la otra
tenı́a caracterı́sticas similares a las del electrón (no participaba en la interacción nuclear).
A esta última se la conoce como partı́cula µ o muón. Interactúa exactamente igual que el
electrón y no participa de la interacción fuerte, por lo cual se lo incluye, en la actualidad,
entre los leptones; como el electrón tiene espı́n 1/2, pero su masa es unas 200 veces la
masa del electrón.

Posteriores medidas mostraron que, además, existı́an tres tipos de mesones π, todos
ellos bosones (espı́n entero), pero que participaban de distinto modo en la interacción
electromagnética, según su carga electromagnética (π+, π0 y π−), donde los supraı́ndices
tienen significado evidente.

II.2.2. Antipartı́culas

La Mecánica Cuántica no relativista se estableció por completo en un lapso sorpren-
dentemente corto: entre 1923 y 1926. Pero conciliar la Mecánica Cuántica con la Teorı́a
de la Relatividad requirió mucho más tiempo y las contribuciones de muchos grandes
fı́sicos. El primer paso importante fue la propuesta, realizada por Paul Dirac (1902-1984)
en 1927, de la ecuación que lleva su nombre para describir electrones libres cuya energı́a
satisficiera la ecuación relativista E2 − c2 p⃗2 = m2 c4. De esta ecuación resulta claro, de-
bido al doble signo de la raı́z cuadrada, que a cada solución con energı́a positiva deberı́a
corresponder otra con energı́a negativa. Pero, si fuese ası́, todos los electrones elegirı́an
tener energı́as lo más negativas posibles y, al ocupar esos estados, emitirı́an una energı́a
infinita. Para explicar por qué tal catástrofe no ocurre, fue necesario comprender que debı́a
elaborarse una Teorı́a de Campos Cuántica Relativista (RQFT), sobre la cual hablaremos
más adelante. Por ahora, lo importante para nosotros es que una teorı́a tal, permitı́a rein-
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terpretar esas energı́as negativas asociándolas con una partı́cula distinta del electrón: su
antipartı́cula, conocida como el positrón, con energı́a positiva. La RQFT prevé la exis-
tencia de una antipartı́cula por cada partı́cula conocida (aunque algunas partı́culas son
sus propias antipartı́culas) que anotaremos con una barra encima. Por ejemplo, el po-
sitrón será anotado ē, la antipartı́cula del protón (antiprotón), p̄, etcétera. Cada partı́cula
y su antipartı́cula se caracterizan por tener, entre otras cosas, cargas eléctricas opuestas.
En realidad, veremos más adelante que existen otros números cuánticos aditivos que ca-
racterizan las propiedades de las partı́culas y todos ellos tienen signo opuesto para las
correspondientes antipartı́culas.

 

  

Figura 16: Descubrimiento del positrón

El positrón fue, efectivamente, detectado en 1932 por Carl Anderson (1905-1981),
quien observó lo que se ve en la figura 16. Recordemos que una partı́cula no relativista
(las conclusiones no cambian en lo esencial al considerar los efectos relativistas) cargada,
al moverse en un campo magnético, sufre una fuerza de Lorentz:

F⃗ = q v⃗ × B⃗ ,

donde q es la carga eléctrica de la partı́cula, v⃗ es su vector velocidad y B⃗ es el campo
magnético. En la figura, el campo magnético entra en el plano de la órbita. Una partı́cula
con vector velocidad tangente a la trayectoria sufre, entonces, una fuerza centrı́peta debida
al campo y recorre una trayectoria circular como la que se ve, con radio RC = mv

|q|B ,
conocido como radio del ciclotrón. La concavidad de la trayectoria es compatible con un
electrón (carga −e) viajando en sentido horario o con un positrón (carga +e) viajando en
sentido antihorario. Para definir cuál de las dos es la situación real, se introduce la placa
de plomo: al pasar a través de la placa, la partı́cula disminuye su velocidad y, por lo tanto,
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el radio de su órbita. Del resultado experimental, que se muestra en la figura, resulta que la
partı́cula del experimento de Anderson se mueve en sentido antihorario y es un positrón.

Una pregunta que surge naturalmente es: si a cada partı́cula corresponde una anti-
partı́cula, por qué toda la materia de nuestro Universo está compuesta por las primeras y
no por las segundas.

Las teorı́as cientı́ficas aceptadas afirman que en el origen del universo existı́an ma-
teria y antimateria en iguales proporciones. Pero la materia y la antimateria se aniquilan
mutuamente, dando como resultado energı́a pura y, sin embargo, el universo que obser-
vamos está compuesto únicamente por materia. Se desconocen los motivos por los que
no se ha encontrado antimateria en el universo. En Fı́sica, el proceso por el que la can-
tidad de materia superó a la de antimateria se denomina bariogénesis, y algunas posibles
explicaciones son:

1. Pequeño exceso de materia tras el Big Bang: se supone que la materia que forma
actualmente el universo podrı́a ser el resultado de una ligera asimetrı́a en las proporciones
iniciales de ambas. Se ha calculado que la diferencia inicial entre materia y antimate-
ria debió ser tan insignificante como de una partı́cula más de materia por cada diez mil
millones de parejas partı́cula-antipartı́cula.

2. Asimetrı́a CP: En 1967, Andréi Sajarov postuló por primera vez que las partı́culas
y las antipartı́culas no tenı́an propiedades exactamente iguales o simétricas; se trata de
una explicación basada en la violación de las simetrı́as discretas de conjugaciı́n de carga
y paridad (violación CP). Algunos experimentos sugieren que esto quizás sea cierto y
que, por lo tanto, no es necesario que haya existido un exceso de materia en el Big Bang:
simplemente, las leyes fı́sicas que rigen el universo favorecen el predominio de la materia
frente a la antimateria.

3. Existencia de galaxias de antimateria ligada por antigravedad: Muy pocos cientı́fi-
cos confı́an en esta posibilidad, pero todavı́a no ha podido ser completamente descartada.

II.2.3. Los neutrinos
Por la misma época del descubrimiento del positrón, se observó que algunos procesos

de desintegración nuclear, conocidos como desintegración nuclear β, parecı́an violar la
conservación de energı́a e impulso. En tales procesos, un núcleo radiactivo parecı́a decaer
en otro núcleo más liviano, emitiendo sólo un electrón:

A→ B + e . (7)

Si la carga eléctrica debe a conservarse, está claro que el núcleo hijo debe tener un
protón más que su padre. Entonces, debe ser el que le sigue en la tabla periódica. Hay
muchos ejemplos de decaimientos β: por ejemplo, el potasio A=40

Z=19K se transforma en cal-
cio A=40

Z=20Ca, donde A es el peso atómico (suma de los números de protones y neutrones)
y Z es el número atómico (número de protones). Como en todo proceso de desintegra-
ción o de dispersión, deben conservarse la energı́a y el impulso. Pero, en las medidas,
se encontraba que el electrón saliente llevaba menos energı́a e impulso que los espera-
dos. Para resolver esta paradoja, sin abandonar la muy probada ley de conservación del
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tetraimpulso, Wolfgang Pauli (1900-1959) postuló, en 1930, la existencia de una nueva
partı́cula, que se llevara la diferencia de energı́a e impulso pero no pudiera ser detecta-
da por métodos electromagnéticos. Debı́a, entonces, ser eléctricamente neutra, para no
afectar la conservación de la carga eléctrica. Para satisfacer la conservación de energı́a e
impulso, su masa debı́a ser prácticamente cero (resultados más recientes indican que su
masa no es exactamente nula, aunque sı́ del orden de apenas unos pocos eV, muy pequeña
si se la compara con las masas de otras partı́culas elementales). Pero, además de no sufrir
interacciones electromagnéticas (puesto que no la veı́an los detectores), tampoco debı́an
participar en las interacciones nucleares (por no integrar el núcleo). No sólo se tenı́a una
nueva partı́cula (el neutrino, ν), y su correspondiente antipartı́cula (el antineutrino, ν̄)
sino, además, una nueva interacción fundamental, bautizada interacción débil, de la cual
participaban todas las partı́culas de materia conocidas, pero tan débil que un neutrino, no
sufriendo ninguna otra interacción, podı́a penetrar años-luz de plomo sin dificultad.

En términos de la partı́culas consideradas elementales por entonces (el protón y el
neutrón no son considerados elementales actualmente), el proceso (7) podı́a explicarse
como:

n→ p+ e+ ν̄ . (8)

Pronto se midieron otros procesos que sólo podı́an ser explicados por la presencia
de un neutrino o de su antipartı́cula, el antineutrino. En primer lugar, el proceso llamado
desintegración β inversa

ν + n→ p+ e . (9)

Además:

π− → µ+ ν̄ (10)

π+ → µ̄+ ν . (11)

La pregunta natural es la siguiente: es el antineutrino que aparece en (8) igual al neu-
trino de (9)? Podrı́a bien ocurrir, ya que el neutrino no tiene carga eléctrica, que fuese su
propia antipartı́cula. Pero no es ası́: tienen distintas helicidades (la helicidad es la proyec-
ción del espı́n en dirección de la cantidad de movimiento y es una propiedad intrı́nseca
del neutrino la de tener tal número cuántico igual a −1

2
, mientras que el antineutrino lo

tiene igual a 1
2
. Es decir: el neutrino no es su propia antipartı́cula.

Esta caracterı́stica, que implica la violación de la invariancia frente a paridad en las
interacciones débiles, fue propuesta en forma teórica por T.D. Lee y C.N. Yang, y probada
en el famoso experimento de desintegración del cobalto-60 realizado por C.S. Wu. En
dicho experimento, se estudió la desintegración β, seguida de la desexcitación del nı́quel
hijo con emisión de dos fotones:
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A=60
Z=27Co→A=60

Z=28 Ni+ e+ ν̄e + 2γ .

En este experimento se encontró que la radiación β, en lugar de respetar la misma
distribución que la γ, de origen electromagnético y, por lo tanto, respetuosa de la paridad,
se emitı́a siempre mayoritariamente en oposición al espı́n nuclear, orientado mediante el
campo magnético creado por un solenoide, como se muestra en la figura 17

Figura 17: Experimento de Madame Wu

Se postuló, entonces, la existencia de un nuevo número cuántico aditivo (como lo es la
carga eléctrica) conservado en los procesos débiles, llamado número leptónico y anotado
por L. El electrón, el muón y ambos neutrinos tienen L = 1, mientras sus antipartı́culas
tienen L = −1 y los hadrones tienen L = 0. Visto que debe conservarse, la suma de los
números leptónicos en el estado inicial debe coincidir con la suma de números leptónicos
en el estado final de la misma. Eso impone que reacciones como (??) estén prohibidas y
que puedan ocurrir todas las restantes que escribimos hasta ahora.

Pero, además, el neutrino de (9) no es el mismo que el de (11). Los distinguimos
llamándolos, respectivamente, neutrino del electrón (νe) y neutrino del muón (νµ). Expe-
rimentalmente, se observó que el proceso (muón que se transforma en electrón, emitiendo
radiación)

µ→ e+ γ
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no existe. Obsérvese que la conservación de L no lo prohı́be. Para explicar por qué no
ocurrı́a fue necesario introducir dos diferentes números leptónicos: el número leptónico
del electrón (Le) y el de muón (Lµ), cada uno de ellos conservado en forma indepen-
diente y, por supuesto, tales que Le + Lµ = L. Además, Le = 1 para el electrón y su
neutrino, Le = −1 para sus antipartı́culas, Le = 0 para el muón, su neutrino y todas sus
antipartı́culas y mutatis mutandi para la familia del muón.

Vale la pena notar que hay una diferencia entre los números leptónicos y la carga
eléctrica: como veremos después, la conservación de la carga eléctrica deriva de la exis-
tencia de una simetrı́a fundamental en la teorı́a que explica la interacción electromagnéti-
ca. Cuando se propuso la existencia de estos varios números fermiónicos, no existı́a aún
una teorı́a que describiera las interacciones débiles, que recién aparecerı́a muchos años
después.

A esta altura, tenemos ya muchas partı́culas que interactúan electromagnética (si son
cargadas) y débilmente, pero no sienten interacción nuclear: el electrón, el muón, sus
respectivos neutrinos y las antipartı́culas de todos ellos. A todas estas partı́culas se las
llama leptones (como habı́amos bautizado ya al electrón y al muón (la partı́cula τ , su
neutrino y las correspondientes antipartı́culas se agregarı́an luego a esta categorı́a).

Contrariamente, a todas las partı́culas que sufran los tres tipos de interacción (como el
protón y el neutrón, los mesones pi y sus antipartı́culas) las llamaremos hadrones. Durante
el perı́odo que estamos describiendo se descubrieron muchos otros hadrones, tantos que
empezó a sospecharse que los hadrones no podı́an ser elementales.

II.2.4. Partı́culas “extrañas”
Por un breve perı́odo, hacia 1947, parecı́a que toda la fı́sica de partı́culas habı́a recu-

perado el orden: se habı́a detectado el mesón π de Yukawa, y también el positrón y el
neutrino (nótese que todas estas eran partı́culas cuya existencia fue primero supuesta y
que se midieron a posteriori). La necesidad de la existencia del muón no estaba del todo
clara, pero su existencia no contradecı́a ninguna predicción teórica. Pero esta situación
bastante cómoda se transformó, a partir de diciembre de 1947, en un verdadero caos. Pri-
mero, en medidas de rayos cósmicos, se detectó un proceso similar al de la figura 18. Se
concluyó de este experimento que, al pasar las partı́culas provenientes de rayos cósmicos
a través de la placa de hierro, se producı́a una partı́cula neutra, que se desintegraba des-
pués en un par de piones, dejando la novedosa traza en forma de V. A esa partı́cula se la
llama actualmente el kaón neutro (K0) y el proceso se anota:

K0 → π+ + π− . (12)

Poco después, se midió otro proceso, en que una partı́cula cargada, que se denota K+,
se desintegraba en tres piones:

K+ → π+ + π− + π+ .

Ambas partı́culas se comportaban, en cierto sentido, como los piones y, como ellos,
tenı́an espı́n entero. A todas las partı́culas que sufrı́an la interacción nuclear, además de la
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débil y la electromagnética y que tenı́an espı́n entero, se las llamó mesones. A continua-
ción, empezaron a descubrirse muchı́simos otros mesones: η, ϕ, ω, ρ y otras, todas ella
similares a piones pesados.

Al mismo tiempo, se midió otro proceso, similar al de la ecuación (12) (llamado tipo
V por su aspecto), pero con un pión y un protón como productos de desintegración:

Λ0 → π− + p . (13)

La figura 18 muestra un esquema de los rastros dejados por los productos de desinte-
gración en este último experimento.

 

 

Figura 18: Descubrimiento del barión Λ0

Esa partı́cula, que también participa de las interacciones fuertes, se comporta como
los protones y neutrones y, como ellos, tiene espı́n semientero. A todas estas partı́culas se
las bautizó bariones. En los siguientes años se descubrieron muchos otros bariones: Σ, Ξ
y otros.

Todas estas nuevas partı́culas, no sólo eran inesperadas, sino que eran extrañas, en el
sentido de crearse de modo copioso (vı́a interacción nuclear) y decaer muy lentamente
(vı́a interacción débil). Para explicar esto, se asignó a cada partı́cula un nuevo número
cuántico aditivo, llamado “extrañeza y anotado S, que debı́a conservarse en las reacciones
nucleares, pero no en las débiles. A las partı́culas extrañas se les asignó S = 1 y a las
restantes partı́culas, S = 0. Ası́, procesos débiles tales como

Λ0 → p+ π−

donde la única partı́cula con extrañeza es Λ0 podı́an ocurrir vı́a interacción débil (que
viola la conservación de S), pero no vı́a interacción nuclear (que conserva la extrañeza) y
eran canal de desintegración para las partı́culas extrañas.
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Notemos que, hasta ahora, nada impedirı́a la desintegración del protón, mediante el
proceso:

p→ ē+ γ .

Obviamente, la probabilidad de este proceso debe ser muy baja: si fuera grande, los
átomos comunes se desintegrarı́an. Aunque tal desintegración no se ha excluı́do por com-
pleto, para forzar que no ocurra, se puede introducir un nuevo número conservado: el
número bariónico, que vale uno para los bariones, -1 para sus antipartı́culas y cero para
mesones y leptones. De este modo, el protón, siendo el barión más liviano, no podrı́a de-
caer en nada, conservando al mismo tiempo el número bariónico. (Obsérvese que nunca se
postuló algo como un “número mesónico). Las teorı́as de gran unificación de las fuerzas
fundamentales más modernas predicen una muy pequeña probabilidad de desintegración
del protón, y existen experimentos destinados a acotar esa probabilidad. Pero la cota pa-
rece ser compatible con cero. Actualmente, la cota mı́nima a la vida media del protón es
de 1034 años.

Como vemos, cerca de 1960, el panorama de la fı́sica de partı́culas era caótico. Para
dar una idea de la situación, al recibir su premio Nobel, Willis Lamb (1905-2008) dijo:

“Cuando se entregó por primera vez el Premio Nobel, los fı́sicos sólo conocı́an dos
objetos que podı́an llamarse “partı́culas elementales: el protón y el electrón. A partir de
1930, apareció una infinidad de nuevas partı́culas. He escuchado decir: antes, quien des-
cubrı́a una nueva partı́cula solı́a ser premiado con un Premio Nobel. Ahora, deberı́a pagar
una multa de U$S 10.000.”

II.3. La “óctuple senda” (eightfold way) y el modelo de
quarks

Para ampliar sobre esta sección, se sugieren los libros que aparecen como referencias
[9, 10].

Como se ve, lo que habı́a estado tan claro hacia fines de la década de 1940, era te-
rriblemente complicado a mediados de la década de 1960. Era necesario el equivalente
de Mendeleev, que pusiera cierto orden en este zoológico donde se creaban cada vez más
partı́culas, estableciendo una especie de tabla periódica, no ya para los núcleos, sino para
los hadrones. Los Mendeleev de los hadrones fueron Murray Gell-Mann (1929-) y Yuval
Ne’eman (1925-2006). Gell-Mann llamó a su esquema “La óctuple senda”, una expresión
tomada de las enseñanzas de Buda, quien enunció ocho modos de proceder para conseguir
el fin del sufrimiento mediante la superación de la ignorancia. El nombre hacı́a también
referencia a los grupos de ocho partı́culas con caracterı́sticas similares en que podı́an
reunirse algunos de los bariones y, también, algunos de los muchos mesones conocidos.

La observación que realizaron ambos cientı́ficos fue que los bariones y mesones con
masas comparables formaban diagramas muy definidos (multipletes) si se los agrupaba
usando sus carga eléctrica y su extrañeza. Por ejemplo, los ocho bariones más livianos se
agrupaban formando el diagrama que se muestra en la figura 19
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      Q=-1  Q=0  Q=1 

Figura 19: Octuplete de bariones

Este conjunto de partı́culas se conoce como el octuplete bariónico. Nótese que las
partı́culas con las mismas cargas (en unidades de la carga del protón) se encuentran sobre
las mismas diagonales. La lı́neas horizontales, en cambio, contienen partı́culas con la
misma extrañeza.

Los ocho mesones más livianos se agrupan en un diagrama similar, que se ve en la
figura 20.

 

 

 

 

             K
O    K 

+
    

 

 Q = 1 
                     Q=-1   Q = O 
 

Figura 20: Octuplete de mesones

No sólo hexágonos existı́an en el esquema: los diez bariones que seguı́an en masa se
agrupaban en un decuplete, como se ve en la figura 21.

Lo notable es que, también en forma similar a lo que habı́a hecho Mendeleev, al aco-
modarse estos últimos bariones en el decuplete, la partı́cula ahora conocida como Ω− no
habı́a sido detectada. Gell-Mann predijo su existencia y cuánto debı́a valer su masa. La
partı́cula fue, finalmente, detectada en 1964.

Como ocurrió mucho antes con la tabla periódica, la Óctuple senda dio origen a la pre-
gunta: por qué se portan los hadrones de modo tan regular?, por qué se reúnen en estos cu-
riosos diagramas? La tabla periódica debió esperar muchos años hasta que se desarrollara
la mecánica Cuántica y, de la mano de este desarrollo y del principio de exclusión de Pauli
se pudiera explicar su regularidad. En cambio, la óctuple senda encontró una explicación
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              Q =-1    Q =0 

Figura 21: Decuplete bariónico

en muy pocos años: ya en 1964, el mismo Gell-Mann y Stephan Zweig (1881-1942)
propusieron, de manera independiente, que todos los hadrones conocidos por entonces
estaban compuestos por partı́culas más elementales: los quarks. Los quarks existı́an en
tres tipos, o sabores, caracterizados por su carga eléctrica y su extrañeza, formando un
diagrama triangular como el que se muestra en la figura 22.

         d   u 

 

       

              

Figura 22: Los quarks

El quark up (u) lleva carga (en unidades de carga del protón) 2/3 y extrañeza cero;
el quark down (d) tiene carga −1/3 y extrañeza cero; el s, llamado quark extraño, tiene
carga −1/3 y extrañeza S = −1. A cada quark q corresponde un antiquark q̄, con ambos
números cuánticos (carga eléctrica y extrañeza) cambiados de signo, como se muestra en
la figura 23.
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    Q=-2/3   Q=1/3 

 

Figura 23: Los antiquarks

El modelo de quarks afirma que:
- Cada barión está compuesto por tres quarks (cada antibarión está compuesto de tres

antiquarks). Por ejemplo, un protón está compuesto por dos quarks u y un quark d.
- Cada mesón está compuesto por un quark y un antiquark. Por ejemplo, el pión π+

está compuesto por un u y un d̄.
Con estas reglas es cuestión de simple aritmética construir los diversos hadrones que

forman, por ejemplo, el octete de mesones y el decuplete de bariones. Por ejemplo: tres
quarks u tendrán carga total +2 y extrañeza cero. Esa es la partı́cula ∆++. Algo similar
ocurre con las posibles combinaciones quark-antiquark, que reproducen el octete mesóni-
co. Pero hay una combinación, ss̄, que corresponde a una novena partı́cula que no está en
el hexágono. Se trata de un tercer mesón, aparte del π0 y del η, con ambos números cuánti-
cos nulos. Tal partı́cula fue, efectivamente, detectada y se llama la partı́cula η′. Explicar
el octete bariónico es algo más complicado, porque requiere tener en cuenta, además, los
espines, pero funciona igualmente bien. Efectivamente, todos los multipletes de la óctu-
ple senda que tienen masas más grandes pueden explicarse mediante estados excitados de
los quarks. Obsérvese que hay ciertos hadrones cuya existencia serı́a incompatible con el
modelo de quarks. Por ejemplo: no puede haber un barión con S = 0 yQ = −2: no existe
combinación de tres quarks que dé por resultado esos números. Tampoco puede haber un
mesón de carga +2, como la del barión ∆++ o de extrañeza −3, como el barión Ω−. Du-
rante mucho tiempo se realizó una intensa búsqueda de estas partı́culas “exóticas”, pero
no se encontró ninguna.

Las partı́culas que, hasta 1964, habı́an parecido ser partı́culas elementales (en particu-
lar, el protón y el neutrón), comenzaban a pensarse ahora como compuestas de otras más
elementales, los quarks. La construcción precisa de todos los hadrones a partir de quarks
está fundada en el uso de la teorı́a de grupos que, como veremos más adelante, aparece
toda vez que existe una simetrı́a. El grupo de simetrı́a en que se funda la óctuple senda
es el grupo SU(3). Suele llamárselo gupo SU(3) de sabor, para distinguirlo del grupo
SU(3) de color, sobre el cual está basada la teorı́a que explica la dinámica de los quarks.
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En esta etapa inicial del modelo de quarks se dice, entonces, que los quarks existen en
tres especies o “sabores”: u, d, s.

Una dificultad con el modelo de quarks se presentó al tratar de interpretarlo en base al
principio de exclusión: los quarks debı́an tener spin 1/2 para poder, con tres de ellos, cons-
truir un barión, que también tiene spin 1/2. Ası́ resultaba, por ejemplo, que la partı́cula
∆++ debı́a consistir de tres quarks idénticos, en el mismo estado, violando el principio de
exclusión. Para resolver esta dificultad se propuso la existencia de otro número cuántico:
el color. Por cada sabor de quark, existı́an tres colores. Ası́, los tres quarks que integran
∆++ pueden coexistir con todos los restantes números coincidentes, pero distintos valores
de la carga de color. Tal carga de color es la consecuaencia de una nueva simetrı́a, cuyo
grupo asociado es también SU(3). Se la llama simetrı́a de color y se agrega al modelo de
quarks un tercer postulado:

- Todas las partı́culas existentes en la naturaleza tienen carga de color nula (las tres
cargas deben aparecer en la misma proporción).

Ası́, todos los bariones deben estar compuestos de un quark de cada color, lo mismo
para los antibariones, compuestos de un antiquark de cada color (con signo negativo) y
para los mesones qq̄, que tienen carga de color nula, como todas las restantes cargas. Pero
no puedn existir partı́culas formadas por dos o por cuatro quarks, porque su carga de color
no podrı́a anularse.

Este postulado se relaciona con un hecho bien conocido: al cabo de más de 40 años,
nadie ha detectado un quark libre. Si el protón, por ejemplo, está compuesto de tres
quarks, podrı́a pensarse que, golpeándolo con suficiente energı́a, los quarks deberı́an apa-
recer después de la colisión como partı́culas libres. Pero no es el caso. Si se produjeran,
serı́an muy fáciles de detectar, debido a su carga fraccionaria, que los hace únicos. Pero
ningún quark libre ha sido detectado jamás. A este fenómeno se lo conoce como confina-
miento de los quarks y una tarea pendiente para los fı́sicos teóricos consiste en mostrar de
modo analı́tico que la Cromodinámica Cuántica (QCD, teorı́a de las interacciones fuertes
entre quarks) conduce, en su lı́mite de bajas energı́as, al confinamiento.

A estos tres sabores iniciales de quarks (up (u), down (d), strange(s)) se agregaron,
con el tiempo, otros tres: charm (c), top (t) y bottom (b).

Dado que los nucleones están formados por quarks, en el marco del modelo de quarks,
la fuerza fuerte fundamental ya no es una fuerza entre nucleones, sino una fuerza fuerte
entre quarks: la Cromodinámica Cuántica (QCD), basada en la simetrı́a SU(3) de color.
Por lo tanto, la fuerza nuclear del tipo de Yukawa se interpreta como una fuerza efectiva,
remanente a bajas energı́as o, lo que es igual, a grandes distancias, de la QCD, tal como
las fuerzas de van der Waals son las fuerzas efectivas provenientes de la Electrodinámica
Cuántica (QED). .
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II.4. Evolución de las teorı́as de las interacciones funda-
mentales

A fin del siglo XIX ya exitı́a una teorı́a de las interacciones electromagnéticas: la teorı́a
de James Clerk Maxwell (1831-1879). Vale la pena observar que esta teorı́a es el primer
ejemplo de una teorı́a de campos relativista para una de las interacciones fundamenta-
les: la Electrodinámica. También debe señalarse que es el primer ejemplo de unificación.
Antes de Maxwell, electricidad y magnetismo eran considerados como dos fenómenos
distintos. Maxwell comprendió que una única teorı́a podı́a incluir a ambos como dos as-
pectos de una misma interacción: la interacción electromagnética, y mostró que esa unifi-
cación podı́a realizarse respetando el principio de la Relatividad Especial de Einstein. Por
la misma época, Einstein formuló la teorı́a de la Relatividad General, que es una teorı́a de
campos para otra de las interacciones fundamentales: la gravitación.

Al comprenderse que debı́an existir, además de estas interacciones otras dos: nuclear
y débil se propusieron, por analogı́a con la Electrodinámica, sendas teorı́as relativistas
que las describı́an de modo no cuántico.

Pero está claro que una buena teorı́a de las interacciones fundamentales no sólo de-
be ser consistente con la Relatividad, sino también con los postulados de la Mecánica
Cuántica. Conciliar ambas cosas fue una tarea que demandó decenios. Sobre la base de la
Electrodinámica de Maxwell, Freeman Dyson (1923-), Julian Schwinger (1918-1994), Ri-
chard Feynman (1918-1988) y otros desarrollaron, en la década del 50, la Electrodinámi-
ca Cuántica (QED). Se trata de una teorı́a cuántica de campos, basada en el principio
de invariancia frente a transformaciones de gauge. Es una teorı́a capaz de reproducir con
extraordinaria precisión los resultados experimentales. Por ejemplo, la predicción de la
teorı́a para la constante de estructura fina, α, coincide con la medida experimental hasta
orden 10−8 (el error es, a lo sumo del orden de una parte en mil millones).

Actualmente sabemos que la interacción nuclear no es una interacción fundamental,
porque los nucleones no lo son. En cambio, las partı́culas elementales son los quarks, de
los cuales están formadas todas las partı́culas que interactúan fuertemente, llamadas ha-
drones. La interacción fuerte, tal como la entendemos ahora, es una fuerza fuerte entre
quarks. Una teorı́a de campos cuántica y relativista para esta interacción también existe:
es la Cromodinámica Cuántica (QCD), basada en la simetrı́a de color y con una carga
de color asociada. También ésta es una teorı́a de gauge, y fue desarrollada generalizan-
do las ideas que caracterizan a la Electrodinámica Cuántica. En este contexto, deberı́a
poder demostrarse que la fuerza nuclear es el residuo, a bajas energı́as, de QCD. Tal de-
mostración no existe, porque requerirı́a resolver QCD en regiones donde la constante de
acoplamiento se hace muy grande (esclavitud infrarroja) y no puede usarse teorı́a de per-
turbaciones. El otro lı́mite de QCD (altas energı́as), donde la constante de acoplamiento
es pequeña (libertad asintótica) arroja predicciones en perfecto acuerdo con los resultados
de los experimentos de altas energı́as.

También las interacción débil es explicada por una teorı́a cuántica relativista de cam-
pos de gauge: la teorı́a de Glashow-Salam y Weinberg, propuesta en la década de 1960.
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Esta teorı́a no sólo describe la interacción débil adecuadamente, sino que la describe en
forma unificada con la interacción electromagnética. Se la conoce como la teorı́a de las
interacciones electrodébiles. Además de describir procesos débiles que se conocı́an en
la época de su formulación, la teorı́a predijo la existencia de los llamados procesos de
corriente neutra, medidos a posteriori. Pero, como mencionamos antes, tiene algunos as-
pectos no del todo satisfactorios: para dar masa a las partı́culas requiere de un mecanismo
conocido como el mecanismo de Higgs, cuyo origen y razón de ser no se comprenden
completamente. Este mecanismo predice la existencia de una partı́cula de espı́n cero (la
partı́cula de Higgs) que parece haberse detectado muy recientemente en los experimentos
del LHC (CERN; Ginebra), aunque aún no se ha completado su identificación.

Otros detalles no completamente satisfactorios del modelo de Glashow, Salam y Wein-
berg son que no explica la masa (pequeña, pero no nula, según indican los experimentos)
de los neutrinos y, sobre todo, que contiene demasiados parámetros a ajustar con el expe-
rimento, lo cual no es deseable en una teorı́a fundamental.

Un poco por estas razones y más por cumplir con el sueño de unificación del que
Maxwell fue precursor, se han propuesto diversas teorı́as que unifican las interacciones
electrodébiles y las fuertes. Las teorı́as de cuerdas van más allá: proponen un modo de
unificación que, además, podrı́a conducir a la cuantización de la gravitación. Pero, actual-
mente, no está aún claro que sea este el camino a seguir para tener una “teorı́a de todo”
(TOE), como suele llamarse a la teorı́a de cuerdas.

La figura 24 presenta una comparación de los rangos relativos de las interacciones
fundamentales entre los campos de materia y muestra las partı́culas cuánticas que actúan
como mediadoras en cada una de ellas. La figura 25 presenta un resumen del llamado
Modelo Estándar de la Fı́sica de Partı́culas Elementales, tal como se lo entiende en la
actualidad.

II.5. Ejercicios propuestos

Utilizando la conservación de energı́a e impulso y recordando que, tanto para el
fotón incidente como para el fotón saliente, se tieneEγ = h ν, demuestre la fórmula
de Compton, que expresa, como función del ángulo, la longitud de onda del fotón
saliente en términos de la del fotón entrante.

En la siguiente página:

https : //en.wikipedia.org/wiki/Linearparticleaccelerator

puede encontrar una animación que muestra el funcionamiento de un acelerador
lineal (linac). En tales aceleradores, la fuente de partı́culas cargadas y los cilindros
huecos pares están conectados a un electrodo del potencial eléctrico alterno, de
amplitud V0. Los cilindros impares están conectados al otro electrodo. La frecuen-
cia del potencial se ajusta de modo que la partı́cula acelerada llegue a una región
entre dos cilindros exactamente cada medio perı́odo del potencial. De ese modo,
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Figura 24: Rangos de las interacciones fundamentales (y no tanto)

la partı́cula sufrirá sucesivas aceleraciones en las regiones entre cilindros y man-
tendrá una velocidad constante en el interior de los mismos. Suponiendo que las
partı́culas aceleradas tienen carga q > 0 y masa m, que su velocidad inicial (al sa-
lir de la fuente) es nula, que inicialmente los cilindros impares están conectados al
electrodo positivo y que las velocidades alcanzadas estn muy por debajo de la de la
luz, demostrar que:

a) La velocidad de la partı́cula en el n-ésimo cilindro es
√

4nqV0

m
;

b) Si Ln es la longitud del n-ésimo cilindro, la misma debe ser tal que Ln

L1
=
√
n;

c) El perı́odo del potencial alterno debe ser T = L1

√
m
qV0

.

d) Calcular la frecuencia de un acelerador lineal de cinco etapas, en el cual L1 =
10cm, usado para acelerar iones de carga q = 2 × 1, 6 × 10−19C (dos unidades de
carga eléctrica) y masam = 4×1, 67×10−27kg (cuatro unidades de masa atómica).
Suponer que la amplitud del potencial es V0 = 100V .

a) Supongamos que una partı́cula de masa m choca contra un blanco de la misma
masa, que se encuentra en reposo en el sistema de laboratorio, para dar lugar a una

47



II.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

  

Figura 25: Modelo Estándar

nueva partı́cula de masa M. Sólo una fracción de la energı́a de la partı́cula incidente
está disponible para crear una nueva partı́cula. Demostrar que la energı́a disponible

esMc2 = 2mc2
√

1 + K
2mc2

, dondeK es la energı́a cinética de la partı́cula incidente.
Este resultado es una de las razones por las cuales, en la mayorı́a de los aceleradores
se estudian colisiones frontales (notar que este tipo de colisiones sólo pueden ser
obtenidas en aceleradores circulares). Suponer, entonces, una colisión frontal de
dos partı́culas de igual masa m, e igual energı́a cinética; demostrar que la energı́a
total disponible es Mc2 = 2mc2(1 + K

2mc2
).

b) En un colisionador electron-positrón, cada partı́cula es acelerada hasta alcanzar,
en el sistema de referencia del laboratorio, una energı́a cinética K. Cuando se pro-
duce un choque frontal entre un electrón y un positrón, ambos con la energı́a antes
mencionada, cuál es el mı́nimo valor de K compatible con la detección, después
del choque, de un bosón Z0 en reposo (la masa de este bosón intermediario es de
90GeV )?

c) Hasta qué energı́a deberı́a acelerarse el positrón si quisiera producirse un Z0

como consecuencia de su choque con un electrón en reposo? Estarı́a en reposo el
Z0 producido?
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Sugerencia: utilice la conservación de energı́a e impulso durante la colisión y re-
cuerde que E2 = c2 p⃗ 2 +m2 c4.

En el marco de la relatividad especial, la fuerza actuante sobre una partı́cula cargada
sometida a un campo magnético (caso de campo eléctrico nulo de la fuerza de
Lorentz) está dada por F⃗ = qv⃗×B⃗. Sabiendo que el impulso espacial de la partı́cula
es p⃗ = mγv⃗,

a) Demostrar que el módulo de la velocidad angular (llamada de Larmor o del ci-
clotrón) está dado por ω = q|B⃗|

γ m
, donde m es la masa de la partı́cula y γ = 1√

1−( v
c )

2 .

b) Cuál es el módulo del vector cantidad de movimiento de una partı́cula de carga
igual a la carga del electrón sabiendo que, en una cámara de burbujas donde actúa
un campo magnético de |B⃗| = 2T , describe una órbita de radio R = 33, 4cm

Utilizando la conservación de energı́a e impulso y recordando que, tanto para el
fotón incidente como para el fotón saliente, se tieneEγ = h ν, demuestre la fórmula
de Compton, que expresa, como función del ángulo, la longitud de onda del fotón
saliente en términos de la del fotón entrante.
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Parte III

Simetrı́as en Fı́sica Subatómica
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III.1 SIMETRÍAS, GRUPOS Y LEYES DE CONSERVACIÓN

III.1. Simetrı́as, grupos y leyes de conservación
Esta sección está basada, fundamentalmente, sobre el correspondiente capı́tulo de la

referencia [3]. Ver también [12, 13]. Algunos videos de divulgación y programas interac-
tivos sobre simetrı́as pueden encontrarse en:

www.geometriadinamica.cl/2009/11/el-lenguaje-de-la-simetria/;
www.dailymotion.com/video/x1vt7e frank-wilczek simetriafisica-y-music school
www.acorral.es/index3.htm;
www.geometriadinamica.es/Tabla/Investigaciones/Arte-y-Geometria-Mosaicos/
www.youtube.com/watch?v=LpvLCNl9y3A
Se recomienda, como lectura adicional [11] (la versión en español está agotada), de

donde proviene la cita siguiente:

“La idea de simetrı́a, no importa en forma cuán amplia o restringida se la considere,
es una idea mediante la cual el hombre, a través de los siglos, ha tratado de comprender
y crear orden, belleza y perfección.” Hermann Weyl (1885-1955)

Más allá de un puro placer estético, en el mundo de la Fı́sica (y mucho más en el
mundo de la Fı́sica Subatómica), las simetrı́as están directamente ligadas con la dinámica
de los sistemas estudiados. No es demasiado exagerado decir que las simetrı́as son la
explicación más fundamental de las leyes fı́sicas.

Empecemos por analizar un ejemplo matemático simple de cuán útiles pueden ser las
consideraciones basadas en el estudio de las simetrı́as. Analicemos el gráfico de la figura
26

 

Figura 26: Función par

No sabemos cuál es, exactamente su expresión funcional, pero podemos afirmar que
se trata de una función par, f(−x) = f(x). Sin saber más, podemos estar seguros de cosas
tales como (obsérvese que el producto de una función par por una impar resulta impar y
que la derivada de una función par es una función impar):

∫ a

−a

x f(x) dx = 0,
df(x)

dx
⌋x=−b = −

df(x)

dx
⌋x=b,

∫ c

−c

f(x) dx = 2

∫ b

0

f(x) dx ,
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con a, b y c números reales arbitrarios.
En la antigüedad, los griegos pensaban que las simetrı́as debı́an reflejarse directamente

en los movimientos de objetos: por ejemplo, las estrellas debı́an moverse en trayectorias
circulares, porque éstas son las trayectorias más simétricas en un plano. Pero resulta que
los planetas no describen órbitas circulares, sino elı́pticas. Newton comprendió que las
simetrı́as fundamentales se reflejan en las ecuaciones de movimiento, aunque no necesa-
riamente en soluciones particulares de esas soluciones. La ley de gravitación universal de
Newton tiene simetrı́a esférica (la fuerza es la misma en todas las direcciones, depende
sólo de la distancia entre las masas interactuantes) pero las órbitas de los planetas no tie-
nen la misma simetrı́a. Por eso, observando los fenómenos fı́sicos no es tan fácil detectar
las simetrı́as detrás de los mismos y escribir las ecuaciones que se derivan de ellas. Sin
embargo, además de Newton, Einstein y Dirac, por ejemplo, fueron capaces de hacerlo.

Precisemos un poco más qué se entiende por simetrı́a: es una transformación que
puede realizarse sobre un sistema y que lo deja invariante, es decir, lo lleva a una confi-
guración que es indistinguible de la que tenı́a antes de ser transformado. En el caso de la
función de la figura 26, cambiar el signo del argumento es una operación de simetrı́a, que
deja invariante a la función considerada.

Un ejemplo geométrico lo constituyen las simetrı́as de rotación de un triángulo equiláte-
ro. Si el triángulo es rotado en sentido contrario al de las agujas de un reloj en 120◦ = 2π

3
,

alrededor de un eje perpendicular al plano que pase por el punto donde se cruzan sus tres
“alturas”, el triángulo vuelve a ser el mismo. Llamaremos a esta primera transformación
R 2π

3
. Otra transformación de simetrı́a consiste en dejarlo como está (una transformación

muy obvia, que se conoce como la transformación idéntica o identidad) (R0 = I). Tam-
bién pueden hacerse, sucesivamente, dos rotaciones como la R 2π

3
ya mencionada, cosa

que da por resultado una rotación en 240◦ (R 4π
3

) . En realidad, la acción sucesiva de cual-
quier número de ellas, también es una simetrı́a: el triángulo permanece invariante. Por
supuesto, hacer tres rotaciones en 2π

3
en el mismo sentido es lo mismo que aplicar la

transformación idéntica. Hacer una rotación en 2π
3

en sentido antihorario es como rotar
4π
3

en sentido horario y ası́ siguiendo, de modo que hay tres rotaciones distintas. Estas
tres tienen todas las propiedades que caracterizan a un grupo de simetrı́a (en este caso, se
trata del grupo cı́clico C3).

En general, el conjunto de las transformaciones de simetrı́a de un dado sistema y su
operación de composición deben tener las siguientes propiedades (aquı́ se entiende que,
en la composición, se aplica primero la transformación que aparece a la derecha):

1. Clausura de la ley de composición: Si Ri y Rj están en el conjunto de simetrı́as, su
aplicación sucesiva, RiRj , también debe estar en él, para todos los posibles pares
de transformaciones Ri y Rj .

2. Existencia de la identidad: existe un elemento I en el conjunto, tal que IRi = RiI =
Ri para todo Ri.

3. Existencia de la inversa: para todo Ri en el conjunto existe un elemento, también
perteneciente al conjunto, que llamaremos R−1

i tal que RiR
−1
i = R−1

i Ri = I .
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4. Asociatividad de la composición: Ri(RjRk) = (RiRj)Rk, para todas las transfor-
maciones Ri, Rj , Rk en el conjunto.

Estas son las propiedades que definen la estructura algebraica conocida como grupo.
Nótese que aunque, en nuestro ejemplo, la ley de composición es conmutativa, la defini-
ción de grupo no lo exige. En general, no lo es. Si lo es, el grupo se llama abeliano. Si no,
se lo llama no-abeliano. Por ejemplo: las traslaciones en el espacio de tres dimensiones
constituyen un grupo abeliano, pero las rotaciones en el mismo espacio, no.

Los grupos pueden ser finitos, como en nuestro ejemplo, donde el grupo (C3) contiene
sólo tres elementos o infinitos (como el grupo de los enteros, entendiendo la suma usual
como la ley de composición).

Finalmente, los grupos pueden ser discretos (cada elemento puede caracterizarse por
un ı́ndice entero) como C3, o el grupo de los enteros, o continuos (se necesitan uno o
más parámetros continuos para caracterizar todos los elementos. Las rotaciones de ángulo
arbitrario en el plano son un ejemplo de este último caso (un cı́rculo es invariante frente a
estas transformaciones). Por supuesto, todos los grupos finitos son discretos.

En Fı́sica, son particularmente importantes los grupos de matrices. Entre ellos, los más
importantes son los grupos de matrices unitarias (matrices complejas U de n × n, tales
que U †U = UU † = I). Como en todos los grupos de matrices, la ley de composición es,
en este caso, el producto usual entre matrices. Este grupo se llama U(n) (grupo unitario
de n × n. Entre estas matrices, interesan, en general, las que tienen determinante 1 (son
unimodulares), que forman un subgrupo, al cual se conoce como grupo unitario espe-
cial SU(n). Si nos restringimos a matrices reales, las matrices que satisfacen la primera
condición se llaman ortogonales y el grupo, grupo ortogonal O(n). El subgrupo especial
se anota SO(n). Por ejemplo, las rotaciones en el espacio de tres dimensiones, pueden
representarse por el grupo SO(3).

Ejemplo de un grupo finito de matrices:
Las matrices

I =

(
1 0
0 1

)
, M1 =

(
−1

2

√
3
2

−
√
3
2
−1

2

)
, M2 =

(
−1

2
−
√
3

2√
3
2
−1

2

)
(14)

constituyen un grupo finito (por lo tanto, discreto), abeliano, de tres elementos, como
puede verificarse en la tabla que sigue:

· I M1 M2

I I M1 M2

M1 M1 M2 I
M2 M2 I M1

Es fácil establecer una correspondencia entre este último grupo y el grupo C3 (I ⇔
I2×2, R 2π

3
⇔ M1, R 4π

3
⇔ M2). Todo grupo G de transformaciones puede representar-

se por un grupo de matrices. A cada elemento del grupo G, que anotaremos g puede
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asociársele una matriz Mg, respetando la ley de composición: si gh = l (con g, h y l
pertenecientes a G, entonces MgMh = Ml. Se dice que las matrices M constituyen una
representación del grupo G. Por ejemplo, la teorı́a del espı́n surge de estudiar las repre-
sentaciones matriciales del grupo SU(2) (matrices unitarias de 2 × 2 con determinante
igual a 1). Para elementos próximos a la identidad en ambos grupos, dichas representa-
ciones coinciden con las del grupo de rotaciones en el espacio tridimensional. Veremos
esto con más detalle en breve.

Por supuesto, dado un grupo, existen muchas posibles representaciones matriciales
del mismo. Esas representaciones pueden ser fieles, si la relación entre elementos de G
y matrices Mg es uno a uno, pero puede ocurrir que se asigne la misma matriz a más de
un elemento. Por ejemplo, una representación posible para cualquier grupo es la llamada
representación trivial: a todo elemento del grupo se le asigna 1, matriz de 1× 1. A esta
se la llama representación trivial y, por supuesto, no es fiel. Un ejemplo del caso contrario
son las matrices de la ecuación (14), que constituyen una representación fiel del grupo de
rotaciones del triángulo equilátero, C3.

Todo grupo de matrices tiene, además de la representación trivial, una representación
constituida por las propias matrices que definen al grupo (obviamente, fiel). Se la conoce
como la representación de definición, o representación fundamental. Por ejemplo, SU(2)
tiene representaciones de dimensiones 1 (trivial), 2 (fundamental), 3, 4, 5, ... (en general,
2s + 1, con s semientero. Las representaciones de SU(2) coinciden con las de SO(3)
si se admiten, para este último, representaciones no fieles aparte de la trivial. Sólo las
representaciones de SU(2) con s entero son representaciones fieles de SO(3). Esto es
importante, porque la componente de espı́n de, por ejemplo, la función de onda para
partı́culas no relativistas, está formada por vectores cuyas componentes se tranforman con
matrices de alguna representación de SU(2). En particular, como veremos en breve, las
partı́culas de espı́n 1/2 son vectores de la representación fundamental y se transforman
como las componentes de vectores de la representación fundamental. En el modelo de
quarks, los quarks son vectores de la representación fundamental de SU(3) de sabor y los
hadrones lo son de otras representaciones de mayores dimensionalidades. En este caso,
las transformaciones no son transformaciones de los puntos del espacio-tiempo, como en
las rotaciones, sino transformaciones de los campos de la teorı́a (simetrı́a interna).

Es fácil comprender que, a partir de dadas representaciones siempre puede formarse
otra de dimensión superior. Por ejemplo, si un elemento del grupo está respresentado
por M en una representación y por M ′ en otra, basta combinar ambas matrices como
bloques de una tercera, para que esta última, de dimensión mayor, también represente
al mismo elemento del grupo. Pero interesa determinar las llamadas representaciones
irreducibles, que son aquéllas formadas por matrices que no se pueden llevar a la forma
diagonal en bloques. Por ejemplo, la matriz que sigue es diagonal en bloques (un bloque
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de 2× 2, otro de 1× 1 y finalmente, uno de 3× 3:
1 2 0 0 0 0
4 −2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 −2 4 0
0 0 0 1 6 −2
0 0 0 1 2 3



La importancia de las simetrı́as quedó claramente establecida a partir de 1917, cuando
Emmy Noether (1882-1935) (se sugiere leer su biografı́a, por ejemplo, en
www.wikipedia.com) demostró su famoso teorema, que puede resumirse como sigue:
“Toda vez que existe una simetrı́a continua existe, en la teorı́a clásica, una cantidad con-
servada (independiente del tiempo)”. Como ejemplos de aplicación de este teorema, po-
demos mencionar que la conservación de energı́a es debida a la invariancia de las leyes
fı́sicas con respecto a traslaciones temporales, la conservación de la cantidad de movi-
miento es debida a la invariancia de esas mismas leyes frente a traslaciones espaciales
y la conservación de momento angular es debida a la invariancia frente a rotaciones en
el espacio. La conservación de la carga eléctrica es debida a la invariancia de la Electro-
dinámica frente a transformaciones del grupo U(1), que dan origen a la llamada simetrı́a
de gauge.

Hay una diferencia entre las tres primeras simetrı́as y esta última: la invariancia de
gauge de la Electrodinámica no está asociada con una simetrı́a del espacio-tiempo. Ası́,
en Fı́sica Subatómica, pueden distinguirse dos tipos de simetrı́as: simetrı́as espacio-
temporales y simetrı́as internas. Las teorı́as cuánticas de campos del Modelo Estándar
se basan, como la Electrodinámica, sobre simetrı́as internas de gauge, caracterizadas por
U(1) y otros grupos de simetrı́a que, a diferencia de U(1), son no abelianos. Veremos esto
con más detalle en la Parte V de estos apuntes.

Otros ejemplos de simetrı́as internas (pero no entendidas como simetrı́as de gauge)
son, por ejemplo, el grupo SU(3) de sabor del modelo de quarks en su formulación ori-
ginal y la simetrı́a de isospı́n nuclear, que discutiremos en la Parte IV de estos apuntes.

III.2. Rupturas de simetrı́a
Las simetrı́as son tan valiosas, que aun las simetrı́as no exactas o rotas son útiles. Las

simetrı́as pueden estar rotas en dos formas:

1. Pueden existir términos explı́citos en el lagrangiano de la teorı́a, que no respetan
la simetrı́a y conducen a ecuaciones de movimiento no invariantes. Esos términos
pueden aparecer en el lagrangiano clásico, como correcciones a la parte del mismo
que sı́ es invariante, cuando estudiamos una simetrı́a clásica que es sólo aproxima-
da. También puede ocurrir que tales términos aparezcan como consecuencia de la
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cuantización de la teorı́a que, clásicamente es invariante. En ese caso se los conoce
como anomalı́as cuánticas. A este tipo de ruptura se la llama ruptura explı́cita.

2. Puede ocurrir que la acción y, por lo tanto, las ecuaciones de movimiento sean in-
variantes frente a una dada transformación, pero el estado de menor energı́a de la
teorı́a (conocido como estado fundamental) no sea simétrico. Más explı́citamente,
este tipo de ruptura ocurre cuando, al variar algún parámetro, la solución de las
ecuaciones de movimiento que es invariante frente a la simetrı́a en cuestión deja de
ser energéticamente favorable y, en cambio, empiezan a serlo otras que no perma-
necen invariantes al aplicarles la transformación, sino que se transforman unas en
otras por la acción de la misma. Este tipo de ruptura se llama ruptura espontánea
(o a la manera de Nambu-Goldstone). Aun cuando una cualquiera de estas solucio-
nes es asimétrica, si se considera el conjunto de todas las soluciones asimétricas, la
simetrı́a está presente, porque la transformación lleva de unas a otras de estas solu-
ciones. Por eso, en este caso, suele hablarse simetrı́a oculta, o de simetrı́a realizada
a la manera de Nambu-Goldstone más que de simetrı́a rota. Cuando, en cambio,
tanto las ecuaciones de movimiento como el estado fundamental son simétricos se
dice que la simetrı́a está realizada a la manera de Wigner-Weyl.

Un primer ejemplo de simetrı́a explı́citamente rota es la que aparece en SU(3) de
sabor o, equivalentemente, en la el modelo de la óctuple senda para los hadrones: Si la
simetrı́a fuese exacta, todos los hadrones que integran un mismo multiplete deberı́an tener
la misma masa. Sin embargo, es un hecho experimental que esto no ocurre; aun cuando sus
masas están más proximas entre sı́ que las masas de hadrones en diferentes multipletes, las
primeras no son exactamente iguales. La diferencia de masas entre hadrones que integran
un mismo multiplete puede atribuirse a la existencia de una ruptura explı́cita, debida a
correcciones electromagnéticas, de la simetrı́a SU(3) de sabor.

En cuanto al segundo tipo de ruptura, sólo diremos, por el momento, que una ruptura
espontánea de simetrı́a da origen a la aparición de bosones sin masa: los llamados bosones
de Goldstone. En presencia de una invariancia de gauge, permite dar masas a las partı́culas
en la teorı́a de las interacciones electrodébiles por medio del mecanismo de Higgs, como
veremos en la Parte V de estos apuntes.

III.3. Momento angular orbital y espı́n en Mecánica Cuánti-
ca no relativista

El momento angular, en tres dimensiones, puede escribirse como

L⃗ = r⃗ × p⃗ .

En Mecánica clásica, sus tres componentes pueden medirse simultáneamente y pue-
den tomar cualquier valor real. En Mecánica cuántica, en cambio, se transforma en un
operador. Por ejemplo, su componente z está dada por
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Lz = xpy − ypx = −i~(x ∂
∂y
− y ∂

∂x
) . (15)

Las restantes son similares y pueden obtenerse permutando cı́clicamente las variables
en la expresión anterior (x→ y, y → z y z → x, es decir,

Lx = ypz − zpy = −i~(y
∂

∂z
− z ∂

∂y
) . (16)

Ly = zpx − xpz = −i~(z
∂

∂x
− x ∂

∂z
) . (17)

Es fácil verificar que dos cualesquiera de estas componentes no conmutan entre sı́,
sino que satisfacen, por ejemplo,

[Lx, Ly] = i~Lz

y permutaciones cı́clicas. El conjunto de relaciones de conmutación puede sintetizarse en:

[Li, Lj] = iϵijk~Lk . (18)

Los sı́mbolos ϵijk se conocen como las componentes del tensor de Levi Civita. Toman
el valor 0 si dos de los subı́ndices coinciden, 1 si i = 1, j = 2 y k = 3 o cualquier
permutación cı́clica y −1 para las restantes permutaciones.

Dado que las componentes diferentes del momento angular no conmutan, no pueden
medirse simultáneamente y, por lo tanto, sólo pueden usarse para caracterizar el estado
cuántico los autovalores de una de ellas. Por convención, se elige caracterizar al estado
mediante los autovalores de Lz.

Existe un operador que conmuta con todas las componentes de L⃗: se lo llama ope-
rador de Casimir y está dado por L2 = L2

x + L2
y + L2

z. En conclusión, al realizar una
medida podrán determinarse simultáneamente el autovalor de una componente del mo-
mento angular, por ejemplo, el autovalor de Lz, que llamaremos m, y el autovalor de L2,
que llamaremos λ.

Ası́, cada estado queda caracterizado por dos números cuánticos : λ y m y lo escribi-
remos |l;m >, de modo que L2|l;m >= ~2|l;m > y Lz|l;m >= ~m|l;m >. Además,
puede mostrarse que m puede ser entero o semientero y puede variar desde −l hasta l,
como sigue:

Si se definen los llamados operadores escalera

L+ = Lx + iLy, L− = Lx − iLy,

se demuestra fácilmente (ver trabajo práctico número III) que [L2, L+] = 0 = [L2, L−],
[Lz, L+] = +~L+ y [Lz, L−] = −~L−. Como consecuencia, se tiene (de ahı́ el nombre
escalera que reciben L+ y L−):

LzL+|λ;m >= (m+ 1)~L+|λ;m >
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LzL−|λ;m >= (m− 1)~L−|λ;m >

es decir: si se aplica el operador de subida sobre un autovector de Lz correspondiente al
autovalor m se obtiene un autovector del mismo operador de autovalor m+ 1. Si comen-
zamos a aplicar el operador de subida a partir de un dado valor de m, podremos hacerlo
un número finito de veces, ya que L2

z = L2 − L2
x − L2

y ≤ L2 → m2 ≤ λ y se debe llegar
a un paso en que L+|λ; l >= 0. Similarmente, aplicando el operador escalera de bajada,
llegaremos a un estado tal que L−|λ;−l′ >= 0.

De las relaciones (demostradas en el trabajo práctico número 3):

L+L− = L2 − L2
z + ~Lz

L−L+ = L2 − L2
z − ~Lz

resulta que λ = ~2l(l + 1) y λ = ~2l′(l′ + 1), por lo que se tiene l = l′ y el número total
de valores de m posibles es 2l + 1. Resumiendo: los autovalores de L2 tienen la forma
~2l(l + 1) y, para cada l dado, la proyección Lz toma 2l + 1 valores, desde −l hasta l,
como se muestra en la figura 27. Obsérvese que 2l + 1 debe ser un número natural, de
modo que l puede, en principio, ser entero o semientero. Este es un tipo de cuantización
distinta a la de energı́as: sólo algunas orientaciones del impulso angular están permitidas;
se trata, por lo tanto, de un caso de cuantización espacial.

 

 

  

Figura 27: Posibles orientaciones del vector momento angular para l = 2

Si el Hamiltoniano del sistema es central (sólo depende de la distancia y no de los
ángulos), todos los estados correspondientes a un dado valor de l tendrán la misma energı́a,
aunque correspondan a distintos valores de m (o sea, a distintas proyecciones del impulso
angular en dirección z). Se dirá, en ese caso, que todos ellos forman un multiplete o que
son estados degenerados en energı́a. Todos los estados del multiplete corresponderán a
una misma energı́a, dado que el Hamiltoniano sólo distingue entre distintos valores de l
y no entre valores de m. En el caso de potenciales centrales basta, entonces, el número
cuántico l para caracterizar los estados propios del sistema y suele llamarse a los estados
con la siguiente nomenclatura: s(l = 0), p(l = 1), d(s = 2), f(l = 3), g(l = 4).
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En el caso del momento angular orbital, los valores de m permitidos resultan ser sólo
los enteros (los semienteros no son admisibles si se impone que las funciones de onda
sean univaluadas) y, por lo tanto, también los l’s deben ser enteros, como veremos a
continuación. Más adelante encontraremos, al estudiar el espı́n, que esta restricción no
existe en ese caso.

Tomemos, por ejemplo, un problema con simetrı́a cilı́ndrica. Eligiendo coordenadas
cilı́ndricas,

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z

se tiene, Lz = −i~ ∂
∂ϕ

y, dado que la función de onda debe ser periódica, con perı́odo
2π, los valores admisibles de Lz resultan discretos. En efecto, la ecuación que satisfacen
los autovectores es:

−i~ ∂

∂ϕ
φ(ρ, ϕ, z) = mφ(ρ, ϕ, z) . (19)

Debido a la independencia de la ecuación de ρ y z, las autofunciones sólo dependen
de ϕ, y tienen la forma

φ(ϕ) = Aeimϕ .

La constante A puede determinarse por normalización. Pero lo importante es que los
valores de m admisibles, dado que las autofunciones deben ser univaluadas, φ(2π) =
φ(0), son m = 0,±1,±2, ....

Hasta aquı́, hemos representado el momento angular como un operador diferencial,
que actúa sobre la función de onda, derivándola y multiplicándola. Pero también existen
representaciones del operador momento angular en términos de matrices: son las repre-
sentaciones matriciales del grupo SU(2).

En Fı́sica Subatómica son particularmente importantes los llamados grupos de Lie: se
trata de grupos “suaves”, tales que todos sus elementos pueden construirse componien-
do elementos próximos a la identidad. En estas condiciones, si buscamos representaciones
del grupo, bastará con encontrar matrices que representen a los elementos del grupo próxi-
mos a la identidad. La representación de un elemento cualquiera de un grupo de Lie se
obtendrá por exponenciación de matrices próximas a la identidad, que representen, a su
vez, a los elementos del grupo próximos a I . Ası́, para un elementoA arbitrario del grupo,
la matriz D(A) que lo representa estará dada por

D(A) = e−i
∑

a taTa ,

donde Ta son las matrices que representan una base para los elementos cercanos a la iden-
tidad y los ta son parámetros reales. Las matrices T constituyen una estructura llamada
álgebra de Lie con la operación de conmutación. Para que D(A) sea unitaria, las matrices
T deben ser autoadjuntas. Además, si D(A) debe ser unimodular, las matrices T deben
tener traza nula.

Como ya hemos dicho, el estudio del momento angular orbital y el del espı́n está ba-
sado en la búsqueda de las representaciones irreducibles del álgebra de Lie del grupo de
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simetrı́a asociado. Se trata de las representaciones del álgebra de SU(2), que resultan ser
las mismas que las del álgebra de SO(3) (grupo de rotaciones en tres dimensiones).

De la construcción de las representaciones para el momento angular intrı́nseco, o
espı́n, que es idéntica a la que realizamos para el momento angular orbital, también resul-
ta que las representaciones irreducibles pueden caracterizarse por los autovalores de S⃗2,
que tienen la forma s(s + 1) y los autovalores de Sz, que anotaremos ms. Para un dado
valor de s, los valores de ms pueden variar entre −s y s, de a uno, de modo que, para
cada s, el correspondiente multiplete tiene 2s + 1 componentes pero, a diferencia de lo
que ocurrı́a con el impulso angular orbital, aquı́ los valores de s pueden ser tanto enteros
como semienteros, porque la parte de espı́n de la función de onda no tiene dependencia
con las coordenadas y, en particular, no depende del ángulo.

Ejemplo: partı́cula cuántica no relativista de espı́n 1/2. La representación caracteriza-
da por s = 1/2 admite valores del autovalor de Sz dados por ms = −1/2, 1/2. Se trata de
una representación de dimensión 2 (la representación fundamental de SU(2)), en la cual
las tres componentes del espı́n pueden representarse por las matrices:

Sx =
~
2

(
0 1
1 0

)
, Sy =

~
2

(
0 −i
i 0

)
, Sz =

~
2

(
1 0
0 −1

)
. (20)

Las tres matrices de 2 × 2 que aparecen en la representación fundamental de las tres
componentes del espı́n se conocen como matrices de Pauli y se anotan, respectivamente
σ1, σ2 y σ3. Las partı́culas cuyas funciones de onda se transforman frente a rotaciones
como vectores de esta representación se llaman espinores de Pauli o espinores no relati-
vistas de espı́n 1/2. Dichas funciones de onda se escriben como combinaciones lineales
de los dos espinores base:

|s = 1/2;ms = 1/2 >=

(
1
0

)
, |s = 1/2,ms = −1/2 >=

(
0
1

)
.

Ası́, para un espinor de Pauli general se tiene:

ψ(r⃗) = α(r⃗)

(
1
0

)
+ β(r⃗)

(
0
1

)
Las funciones de onda pueden normalizarse imponiendo |α|2 + |β|2 = 1. Luego de

eso, |α|2 representará la probabilidad de encontrar al espinor con proyección del espı́n en
dirección z igual a +1/2. Del mismo modo, β2 será la probabilidad de encontrarlo con
proyección de espı́n −1/2 a lo largo del eje z.

Los vectores de la representación trivial se denominan singuletes de SU(2) y son
invariantes frente a la acción del grupo. Los vectores de espı́n 1 son vectores de 3 com-
ponentes, que se transforman con matrices de la representación s = 1, de 3 × 3 ya que,
aquı́, 2s+ 1 = 3.

El momento angular total de un espinor estará dado por la suma de su momento an-
gular orbital más su momento angular de espı́n: J⃗ = L⃗+ S⃗.
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El espı́n es un ejemplo importante de cómo se construyen representaciones irreduci-
bles para las transformaciones del álgebra de un grupo de Lie. Aquı́, se trata del álgebra
de SU(2), que es el grupo unitario asociado con la simetrı́a de rotación en el espacio
de tres dimensiones. En la siguiente Parte de los apuntes veremos cómo la construcción
que acabamos de realizar se repite, exactamente, para explicar, en Fı́sica Nuclear, la si-
militud entre protón y neutrón, postulando que se trata de dos componentes de un mismo
multiplete de la representación fundamental del llamado grupo SU(2) de isospı́n nuclear,
entre las cuales las interacciones fuertes no distinguen. La principal diferencia entre espı́n
e isospı́n es que el último no está asociado con una simetrı́a del tiempo ni del espacio
(como las rotaciones espaciales, en el caso del espı́n) sino que se interpreta como una
simetrı́a interna. Cuando estudiemos las teorı́as de las interacciones fundamentales, en la
parte V, veremos que las simetrı́as internas, en general basadas en grupos distintos de
SU(2) y entendidas como simetrı́as locales o de gauge constituyen la base de todas esas
teorı́as.

III.4. Ejercicios propuestos
1. Determine si forman grupo (en caso de ser ası́, determine si el grupo es abeliano):

a) El conjunto de todos los números complejos de módulo 1 con respecto al pro-
ducto usual entre complejos (SU(1)).

b) El conjunto de las tres raı́ces cúbicas de la unidad, con la multiplicación usual
entre complejos. Encontrar una representación fiel de este grupo, en términos de
matrices de 2× 2.

c) El conjunto de las matrices complejas unitarias de nxn de determinante igual a
1 con el producto usual de matrices (SU(n)).

2. a) Estudie la tabla de composición correspondiente a las rotaciones de un cuadrado
alrededor de un eje perpendicular que pasa por su centro.

b) Encuentre un conjunto de matrices de 2× 2 que constituyan una representación
del grupo del inciso anterior.

3. Para el operador impulso angular, cuyas componentes están definidas como Lx =
−i~(y ∂

∂z
− z ∂

∂y
), Ly = −i~(z ∂

∂x
− x ∂

∂z
) y Lz = −i~(x ∂

∂y
− y ∂

∂x
). Demostrar:

a) Que [Li, Lj] = iϵijk~Lk, donde los sı́mbolos ϵijk, que se conocen como las com-
ponentes del tensor de Levi Civita, toman el valor 0 si dos de los subı́ndices coin-
ciden, 1 si i = 1, j = 2 y k = 3 o cualquier permutación cı́clica y −1 para las
restantes permutaciones.

b) [L2, L+] = 0 = [L2, L−], [Lz, L+] = +~L+ y [Lz, L−] = −~L−. Como conse-
cuencia, LzL+|λm >= (m+ 1)~L+|λm > y LzL−|λm >= (m+ 1)~L−|λm >.

c) L+L− = L2 − L2
z + ~Lz y L−L+ = L2 − L2

z − ~Lz.
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4. En Mecánica Cuántica no relativista, con las tres componentes del espı́n pueden
asociarse los operadores Ŝx, Ŝy y Ŝz. En una base de autofunciones de Ŝz, los
mismos se representan por

Sz =
~
2

(
1 0
0 −1

)
Sx =

~
2

(
0 1
1 0

)
Sz =

~
2

(
0 −i
i 0

)
.

a) Supongamos que queremos medir Sz para una partı́cula en el estado
(
α
β

)
.

Qué resultados podemos obtener y cuál es la probabilidad de cada uno de ellos?

b) Para la misma partı́cula y el mismo estado, queremos medir Sx. Qué resultados
podemos obtener y con qué probabilidades?
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Fı́sica nuclear
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IV.1 FENOMENOLOGÍA DE LOS NÚCLEOS

Las referencias [13, 14] son muy útiles para el estudio de los temas de esta sección.

IV.1. Fenomenologı́a de los núcleos
Como ya hemos visto, el experimento de Rutheford mostró que cada átomo posee

una región central, con carga eléctrica positiva igual al valor absoluto de la carga de los
electrones circundantes y donde reside casi el total de la masa del átomo. También ex-
plicamos que la necesidad de asegurar la consistencia entre la carga y la masa medidas
en núcleos distintos del núcleo de hidrógeno y, sobre todo, en los núcleos más pesados,
condujo a admitir, dentro del núcleo, no sólo la existencia de protones, sino también de
neutrones. Ambos tipos de partı́culas se conocen como nucleones. Mientras cada protón
tiene una carga positiva igual, en valor absoluto, a la carga del electrón e, los neutro-
nes son, como su nombre lo indica, partı́culas neutras. Las masas de ambos nucleones son
muy similares, aunque el neutrón es levemente más pesado:mpc

2 = 938, 27231(28)MeV
y mnc

2 = 939, 56563(28)MeV . El tamaño de los núcleos es extremadamente pequeño:
del orden de 1fm, o sea, 105 veces menor que el tamaño tı́pico de los átomos.

En virtud de los hechos que acabamos de recordar, cada núcleo puede caracterizarse en
forma unı́voca por su carga eléctrica y su masa. Dar su carga eléctrica es equivalente a dar
el número de protones que lo integran. A este número entero se lo conoce como número
atómico y se lo anota Z. En cuanto a la masa del núcleo, la misma queda determinada si
se da, además, el número total de nucleones, llamado número másico o de masa y anotado
con A. Notar que, equivalentemente, puede darse, en lugar de A, el número de neutrones,
llamado número neutrónico, y anotado N . Por ejemplo, un átomo que se anota AXZ (o, a
veces, AZX) representa el núcleo del elementoX , con número atómico Z y número másico
A, es decir, un núcleo formado por Z protones y A− Z neutrones.

Ası́, en primera aproximación y en el marco de la mecánica no relativista, dirı́amos
que

M(A,Z) = Zmp + (A− Z)mn .

En realidad, los valores medidos para las masas nucleares indican que la masa de un
núcleo es menor que la suma de las masas de sus constituyentes. En lugar de la igualdad
anterior vale, entonces, la desigualdad:

M(A,Z) < Zmp + (A− Z)mn .

Esto explica por qué un núcleo aislado no puede simplemente partirse en sus nucleo-
nes constituyentes: tal proceso vioları́a la conservación de la energı́a. El déficit de masa
se define como la cantidad negativa

∆M =M(A,Z)− (Zmp + (A− Z)mn) < 0

y se lo asocia con una energı́a de ligadura negativa, cuyo valor absoluto, BA,Z , se define
como sigue:

BA,Z = −∆M c2 = (Zmp + (A− Z)mn)c
2 −M(A,Z)c2 > 0 .
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Figura 28: Dependencia con A de la energı́a de ligadura por nucleón

Cuanto mayor seaB, más negativa será la energı́a de ligadura y, por lo tanto, el núcleo
será más estable.

También resulta útil definir el valor absoluto de la energı́a de ligadura por nucleón,
que es la energı́a promedio que debe entregarse para liberar un nucleón del núcleo:

BA,Z

A
= −∆M

A
=

(Zmp + (A− Z)mn −M(A,Z))c2

A
> 0 . (21)

Esta última cantidad ha sido medida para una gran número de núcleos estables y,
aparte de ciertos detalles finos, que discutiremos más adelante, se ha encontrado que

1. Para núcleos no muy masivos (A ≤ 20), B
A

oscila un poco, y crece rápidamente
con A, para saturar después en unos 9MeV por nucleón alrededor de A = 60; para
valores mayores de A la energı́a de ligadura por nucleón decae muy lentamente.
Por lo tanto, para un gran rango de núcleos, puede aceptarse un valor promedio de
B
A
∼ 8MeV por nucleón (ver figura 28).

Esto indica que si pudiéramos darle, a un nucleón que está dentro del núcleo, una
energı́a aproximada de 8MeV podrı́amos, en principio, extraerlo del núcleo que
integra. Teniendo en cuenta el principio de incerteza, podemos estimar la longitud
de onda de tal nucleón, considerado como una partı́cula no relativista (dado que
el nucleón es muy masivo, esta no es una mala aproximación). Ası́, considerando

68



IV.2 MODELOS PARA LA ESTRUCTURA NUCLEAR

λ ∼ 2πR y p2

2m
= B

A
, junto con el principio de incerteza, resulta:

λ

2π
=

~
p
= ~
√

A

2mB
.

Usando B
A
≃ 8MeV se obtiene, para λ

2π
un valor de 1,6 fm. Entonces, la longitud

de onda del nucleón es compatible con su existencia dentro del núcleo. Dicho de
otro modo: es razonable pensar que partı́culas con esa longitud de onda existan en el
núcleo. Un análisis similar sugiere que no puede haber electrones dentro del núcleo.
En primer lugar, si estuvieran dentro del núcleo, debido a su masa mucho menor
que la de los nucleones, una energı́a del orden de 8GeV obligarı́a a tratarlos como
relativistas, de modo que, con p = B

cA
, se tendrı́a,

λ

2π
=

~
p
=

~c
B
.

Esta cuenta da por resultado un radio tı́pico del orden de 2, 5 × 10−14m. En estas
condiciones, serı́a poco natural pensar que el electrón pueda encontrarse dentro
del núcleo (de dimensión tı́pica 1fm). Para que pudiera estar confinado dentro de
un radio del orden de 1fm, la energı́a de ligadura de un electrón deberı́a ser del
orden de 120MeV , muy por encima de la energı́a de ligadura tı́pica de los núcleos.
Este argumento es muy cualitativo, pero las observaciones nucleares más directas
demuestran que, en efecto, no hay electrones dentro de los núcleos atómicos.

2. Otro hecho fenomenológico notable es el siguiente: si se considera a los núcleos
como esféricos, el radio RA de todos los núcleos resulta proporcional a la potencia
1/3 del número másico:

RA = R0A
1/3, R0 ∼ 1, 2fm .

Eso significa que si, además, se los considera homogéneos, el núcleo resulta tener
una gran densidad, ρ = 3mpA

4πR0
3A
∼ 1014 g

cm3 , independiente del número másico.

IV.2. Modelos para la estructura nuclear
Para estudiar esta sección, se aconseja recurrir a las referencias [13, 14, 15].
Aparte de determinar las propiedades de los núcleos de modo fenomenológico, los

experimentos de dispersión proveen otra información sobre el carácter de las fuerzas
nucleares. En primer lugar, indican que la fuerza nuclear no puede ser de origen elec-
tromagnético dado que, por ejemplo, el núcleo del deuterón tiene sólo un protón y un
neutrón, y este último, por ser neutro, no participa de las interacciones electromagnéti-
cas. Contrariamente, la fuerza electromagnética entre protones, que es siempre repulsiva,
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tiende a desestabilizar los núcleos. La fuerza débil es, como la gravitatoria, demasiado pe-
queña para contrarrestar esa repulsión. A partir de estos razonamientos, Yukawa postuló la
existencia de un nuevo tipo de fuerza, que llamó fuerte, pero nosotros venimos llamando
fuerza nuclear, para recordar que no se trata más que de una fuerza efectiva remanente a
energı́as bajas, proveniente de la verdadera fuerza fuerte entre los quarks que constituyen
los nucleones.

Sabemos que la fuerza nuclear tiene que tener un alcance extremadamente corto, no
mucho mayor que el tamaño tı́pico de un núcleo porque, de otro modo, afectarı́a el exce-
lente acuerdo entre la teorı́a y el experimento en Fı́sica Atómica. Esto sugirió a Yukawa
la introducción del potencial que lleva su nombre y que ya hemos estudiado (ver ejerci-
cios de la Parte II). Sin embargo, tampoco este potencial es capaz de describir todas las
caracterı́sticas de la fuerza nuclear reveladas por los experimentos.

En general, para mantener a los nucleones ligados dentro del núcleo, la fuerza nuclear
debe ser atractiva. Sin embargo, en experimentos de dispersión de partı́culas con energı́as
altas contra núcleos, se encontró que la fuerza nuclear es repulsiva a muy cortas distancias
y sólo a distancias algo mayores se hace atractiva. Conceptualmente, este resultado es muy
importante porque, si la fuerza fuese siempre atractiva, el núcleo colapsarı́a. Sin embargo,
para energı́as no demasiado altas, puede ignorarse el efecto de la repulsión y considerar
sólo un pozo de potencial, como veremos en los modelos efectivos que estudiaremos más
adelante.

Queda claro, entonces, que una descripción de primeros principios para la fuerza nu-
clear, que reproduzca todas las caracterı́sticas de la misma mostradas por el experimento,
serı́a extremadamente complicada. Por eso, para describir la fuerza nuclear se ha recurri-
do, históricamente, a modelos efectivos de distintos tipos, cada uno de los cuales describe
bastante bien ciertos aspectos de la fenomenologı́a de los núcleos, pero no otros.

Cuando se trata de describir los posibles estados ligados de los nucleones dentro de
núcleo, pueden proponerse modelos no relativistas. Veremos, a continuación, algunos
ejemplos.

IV.2.1. Modelos efectivos
Modelo de la gota lı́quida

Se trata de un modelo puramente fenomenológico, cuyos parámetros libres pueden
ajustarse con las medidas experimentales. Aunque no es cuántico ni relativista, permite
reproducir los aspectos más notables de la fenomenologı́a nuclear que hemos detallado
en la sección IV.1. El modelo trata al núcleo como un todo, ignorando las propiedades
individuales de los nucleones, que se piensan como “moléculas” que forman una gota
macroscópica, e intenta dar una expresión para la energı́a de ligadura.

Recordemos que

M(A,Z)c2 = (Z mp +N mn) c
2 −BA,Z .

Como en una gota, se supone que el núcleo tiene una zona central, donde los nucleo-
nes están fuertemente ligados y otra superficial, menos estable, ya que los nucleones de
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Figura 29: Modelo de la gota lı́quida

superficie no tienen vecinos en el exterior (ver figura 29). Para reproducir estos hechos
cualitativos en primera aproximación, y recordando que R = R0A

1
3 , se escribe el valor

absoluto de la energı́a de ligadura como suma de un término de volumen más uno, deses-
tabilizante, de superficie y un tercer término, que tiene en cuenta la repulsión coulombiana
(también desestabilizante) entre protones:

BA,Z = a1A− a2A
2
3 − a3

Z2

A
1
3

.

Estos tres términos no bastan, sin embargo, para reproducir otros hechos experimen-
tales: los núcleos livianos con N = Z son más estables que el resto. Además, los núcleos
par-par son más estables y los impar-impar son muy escasos. Para tener en cuenta to-
dos estos hechos, se agregan dos términos más a la expresión fenomenológica del valor
absoluto de la energı́a de ligadura, que ahora se escribe:

BA,Z = a1A− a2A
2
3 − a3

Z2

A
1
3

− a4
(N − Z)2

A
∓ a5A− 3

4 ,

donde el último término se toma con signo positivo para los núcleos par-par (más estables)
y signo negativo para los impar-impar (más inestables). Para los restantes núcleos, a5 se
toma igual a cero. La potencia de A en este término se ajusta experimentalmente.

Los cinco coeficientes también se determinan, junto con dicha potencia, ajustando las
masas de algunos núcleos, ya que

M(A,Z) = (A− Z)mn + Zmp −
a1
c2
A+

a2
c2
A

2
3 +

a3
c2

Z2

A
1
3

+
a4
c2

(N − Z)2

A
± a5
c2
A− 3

4 .

Esta última expresión se conoce como fórmula semiempı́rica de masa de Bethe-Weizsäcker.
Del ajuste de la misma resultan: a1 ∼ 15, 6MeV , a2 ∼ 16, 8MeV , a3 ∼ 0, 72MeV ,
a4 = 23, 3MeV y a5 = 34MeV .

Utilizándola, por ejemplo, para núcleos par-impar, se predice que los núcleos más
estables son aquéllos que tienen menos protones que neutrones. (ver ejercicio propuesto
al final de este capı́tulo).

Pero, una vez ajustados los parámetros con algunos núcleos, las masas medidas para
todos los restantes deberı́an ajustarse de modo adecuado, cosa que no sucede para los
núcleos más livianos. Ese desacuerdo se atribuye a efectos cuánticos, que no han sido
tenidos en cuenta hasta aquı́. Los modelos que siguen intentan introducir tales efectos.
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Modelo del gas de Fermi

El modelo del gas de Fermi fue uno de los primeros intentos de realizar una descrip-
ción de la estructura nuclear en el marco de la Mecánica Cuántica (no relativista). En
general, si se estudia la ecuación de Scrödinger para un nucleón, en presencia de cierto
potencial, los niveles de energı́a accesibles al nucleón serán discretos, en forma similar al
modo en que los electrones pueden ocupar ciertos niveles discretos de energı́a, debido a
la existencia del potencial central coulombiano. La gran diferencia entre ambos casos es
que, para electrones ligados en el interior de átomos sabemos cuál es la forma del poten-
cial electromagnético. La forma exacta del potencial nuclear no se conoce. En realidad,
deberı́amos ser capaces de hacer un cálculo autoconsistente, en un potencial creado por
los propios nucleones. Pero obsérvese que tal potencial, para núcleos formados por tres
o más nucleones, no serı́a simplemente un potencial de interacción entre dos partı́culas,
como el coulombiano o el gravitatorio, sino uno extremadamente complicado.

En el modelo del gas de Fermi, se describe al núcleo como un gas de nucleones no
relativistas, confinados en una pequeña región del espacio: el volumen nuclear. El poten-
cial considerado es el de un pozo infinito. Las condiciones de anulación (condiciones de
contorno de Dirichlet) que deben satisfacer las funciones de onda en el borde del pozo
harán que los niveles de energı́a accesibles a los neutrones sean niveles discretos.

Ahora bien: como los nucleones son fermiones (partı́culas de espı́n 1/2, en cada esta-
do discreto de energı́a podrán coexistir, a lo sumo, dos de ellos, con proyecciones opuestas
de espı́n. Ası́, se irán llenando los estados accesibles hasta agotar el número total de nu-
cleones que integran el núcleo. El último estado lleno se conoce como nivel de energı́a
de Fermi (EF ). El correspondiente impulso se llama impulso de Fermi, y viene dado por
p2F = 2mEF , donde m es la masa del nucleón. El siguiente nivel puede estar completa-
mente vacı́o o semilleno.

Tomaremos un potencial de valor E0 < 0 en el interior, que se hace infinito en los
bordes de una caja de lado L y resolveremos la ecuación en coordenadas cartesianas,
exigiendo que la función de onda se anule en x = 0 y x = L y las mismas condiciones en
las direcciones y y z. Midiendo las energı́as con respecto a E0, si queremos determinar
los niveles accesibles tendremos, entonces, que resolver:

p2

2m
=
−~2∆φ(x, y, z)

2m
= Eφ(x, y, z) ,

con las condiciones φ(0, y, z) = φ(L, y, z) = 0, φ(x, 0, z) = φ(x, L, z) = 0 y
φ(x, y, 0) = φ(x, y, L) = 0.

Las autofunciones que satisfacen esta ecuación puede encontrarse proponiendo que
tales autofunciones se escriben como productos de una función que depende sólo de x,
por otra que sólo depende de y, por una tercera que sólo depende de z (separación de
variables). Reemplazando tal propuesta en la ecuación diferencial resulta que las autofun-
ciones pueden escribirse como

φ(x, y, z) = A sin
pxx

L
sin

pyy

L
sin

pzz

L
,
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donde px = n1 ~π
L

, py = n2 ~π
L

y pz = n3 ~π
L

, con n1, n2, n3 = 1, ...,∞.
Tomando la aproximación de gran volumen, es posible encontrar una relación entre el

impulso de Fermi de, por ejemplo, los protones y la densidad de protones en el núcleo.
En dicho lı́mite, los impulsos accesibles tienden al continuo, las sumas sobre impulsos
se transforman en integrales sobre 1/8 de la bola de radio pF , y el número de estados
entre p⃗ y p⃗ + d⃗p es 2L3

(~π)3 (el factor 2 es debido a las dos proyecciones de espı́n), de
modo que el número total de estados, igual al número total de protones, debe ser tal que
Z =

∫ |pF |
0

d3p 2V
(~π)3 . Por lo tanto, se tiene:

ρP =
Z

V
=
|pF |3

3π2~3
, (22)

donde V es el volumen nuclear. Invirtiendo esa expresión, se tiene pF = (3π2~3ρP )
1
3 para

protones y una expresión equivalente para los neutrones.
La energı́a de ligadura total del núcleo en su estado fundamental será la suma de

las energı́as de todos sus protones y neutrones, tomadas hasta los respectivos niveles de
Fermi:

EA,Z =
πV

(π~)3

∫ (3π2ρP )
1
3 ~

0

p4

2m
dp+

πV

(π~)3

∫ (3π2ρn)
1
3 ~

0

p4

2m
dp

o bien, en términos de Z y A:

EA,Z = A
3

5

((
Z

A

) 5
3

+

(
A− Z
A

) 5
3

)
EF .

Es fácil verificar (buscando el valor de Z para el cual se anula la derivada) que esta
expresión tiene un mı́nimo para Z = A

2
. De manera notable, pese a todas las aproximacio-

nes, el modelo del gas de Fermi muestra que los núcleos son más estables cuando tienen
igual número de protones y de neutrones y justifica, entonces, la aparición del término
proporcional a a4 en la fórmula de Bethe-Weiszäcker. En el caso Z = N = A

2
,

EA,A
2
= A

3

5
2−

2
3EF ,

y EF puede calcularse volviendo a la ecuación (22), con V = 4π
3
R3 = 4π

3
r0

3A y

Z = N = A
2

. De allı́ resulta pF = ~
r0

(
9π
8

) 1
3 y, finalmente:

EF =
p2F
2m
∼ 33MeV .

Obsérvese que, del último resultado, se puede estimar, para los nucleones,
(
v
c

)2 ∼
6 × 10−2. Esto explica por qué una descripción no relativista del problema se acerca
bastante a la realidad.

73



IV.2 MODELOS PARA LA ESTRUCTURA NUCLEAR

Modelo de capas

Una descripción algo mejor de la estructura nuclear la da el modelo de capas. El mis-
mo permite explicar la existencia de los llamados “números mágicos” que corresponden
a núcleos muy estables. Se trata de reemplazar el pozo infinito por otro tipo de potencial,
con simetrı́a esférica (central). Uno de los potenciales más sencillos utilizados es el po-
tencial de un oscilador armónico, U(r) = 1

2
mω2r2, donde r es la distancia al origen. En

este caso, debemos resolver:(
−~2

2m
∆+

1

2
mω2r2

)
φ(x, y, z) = Eφ(x, y, z) .

Mediante separación de variables (ver ejercicio propuesto al final de este capı́tulo),
este problema se reduce al de resolver la ecuación de un oscilador armónico en cada
dirección. Ası́ se tiene, para las energı́as admisibles,

En1n2n3 = ~ω
(
n+

3

2

)
,

con n = n1 + n2 + n3 y ni = 0, 1, 2, ... para i = 1, 2, 3.
Obsérvese que las energı́as sólo dependen de la suma de los tres números cuánticos

(uno por cada dimensión). Por lo tanto, para un valor dado de la energı́a, hay distintas
combinaciones de esos números y, en consecuencia, distintas funciones de onda, que con-
ducen a un mismo autovalor. Al número de tales posibles combinaciones se lo conoce
como la degeneración, gn, del estado. Por ejemplo, n = 0 tiene g0 = 1. En efecto,
la única posibilidad que conduce a este valor es n1 = n2 = n3 = 0. Para n = 1, se
tienen tres posibles funciones de onda, correspondientes a n1 = 1, n2 = 0, n3 = 0,
n1 = 0, n2 = 1, n3 = 0 o bien n1 = 0, n2 = 0, n3 = 1. Por lo tanto, este estado tiene
degeneración g1 = 3. En forma similar, g2 = 6. Todas estas degeneraciones se duplican
al tener en cuenta las dos proyecciones posibles para el espı́n del nucleón.

El resultado es que, en el núcleo, aparecen capas con energı́as y números de ocupación
determinados, como ocurre en los átomos. Si se tienen Z protones, ellos irán ocupando
los niveles de energı́a más bajos. En el estado n = 0 se ubicarán 2. En n = 1, 6. En n = 2,
12 y en n = 3, 20. Cuando alguna de las capas esté completamente ocupada (se dice que
está “cerrada”), el núcleo será más estable, ya que será necesario otorgarle una cantidad
finita de energı́a para que un nucleón se ubique en la capa siguiente. Esto conduce a una
mayor estabilidad para los núcleos con Z = 2, 8, 20, 40, que se conocen como números
mágicos. Es claro que un núcleo con ambos números, Z y N , correspondientes a capas
cerradas será aún más estable. Tales núcleos se conocen como doblemente mágicos. Lo
es, por ejemplo el núcleo de 2

4He, con dos protones y dos neutrones. Sin embargo, los
números mágicos predichos por el modelo no coinciden con los medidos, a partir de 40.
Se necesita, entonces, modificar el modelo de algún modo para explicar tales efectos.

Acoplamiento espı́n-órbita

Ya en la década de 1940 estaba claro que un potencial central puro no podı́a justificar
la totalidad de los números mágicos medidos. En 1949, Marı́a Göppert Mayer y Hans
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Jensen sugirieron que, en forma análoga a lo que ocurre en fı́sica atómica, el hamiltoniano
que representa la dinámica de un nucleón dentro del núcleo debe contener, además de un
potencial central, un término de acoplamiento espı́n-órbita, de modo que cada nucleón
experimente un potencial total dado por:

VTot = V (r)− f(r)L⃗ · S⃗ , (23)

donde L⃗ y S⃗ son el momento angular orbital y el de espı́n, respectivamente (recuérdese
que el momento angular total es J⃗ = L⃗ + S⃗). En fı́sica atómica, la interacción espı́n-
órbita tiene la misma forma que (23), pero con f(r) = 1. En ambos casos, el término
extra en el hamiltoniano es distinto para cada una de las dos proyecciones del impulso
angular total, que corresponden a autovalores j = l + 1

2
y j = l − 1

2
. En efecto, dado que

J⃗2 = L⃗2 + S⃗2 + 2L⃗ · S⃗, se tiene que L⃗ · S⃗ = 1
2

(
J⃗2 − L⃗2 − S⃗2

)
. (Obsérvese que, en las

expresiones anteriores, hemos usado que [L⃗, S⃗] = 0. Por lo tanto, para un estado de una
partı́cula caracterizado por números cuánticos l, s, j,mj , se tiene que:

< L⃗ · S⃗ > =
~2

2
[j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)]

=
~2

2
[j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4
] , (24)

que toma valores ~2l
2

, para j = l + 1
2

y −~2(l+1)
2

, para j = l − 1
2
. Ası́, estos dos estados

que, en ausencia del acoplamiento espı́n-órbita serı́an degenerados, resultan separados en
energı́as según

∆En,l(j = l +
1

2
)−∆En,l(j = l − 1

2
) =

~2

2
(2l + 1)

∫
d3r |φn,l|f(r) .

Vemos, entonces, que la separación entre niveles debida a este nuevo acoplamiento
crece con el número cuántico l. El resultado es que, incluso, puede existir un cruce de
niveles de energı́a, como muestra la figura 30. (En dicha figura, la notación es nLj).

Este modelo, que no posee simetrı́a esférica, permite explicar adecuadamente los mo-
mentos dipolares de los núcleos y, además, reproduce el número mágico 50, en lugar
del erróneo 40 predicho por el modelo de capas simple en su versión de la sección an-
terior. Pero, para núcleos pesados, el acuerdo entre teorı́a y experimento no es del todo
satisfactorio, aún incluyendo esta interacción espı́n-órbita. En especial, este modelo no es
capaz de reproducir adecuadamente los momentos dipolares y, sobre todo, no explica los
momentos cuadrupolares que caracterizan a tales núcleos.

Rotaciones y vibraciones colectivas

Para describir los momentos cuadrupolares no nulos que presentan los núcleos pesa-
dos, Aage Bohr, Ben Mottelson y James Rainwater formularon el modelo que lleva sus
nombres. En dicho modelo, el núcleo consta de una zona central, formada por nucleones
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Figura 30: Efecto del acoplamiento espı́n-órbita

que se acomodan en capas cerradas y una zona externa, en que los nucleones (llamados
nucleones de valencia) se comportan como las moléculas en la superficie de una gota. Los
nucleones de valencia, al moverse en la superficie, deforman la zona central, que deja de
ser esférica y, como consecuencia, cambian los estados accesibles para los nucleones de
valencia, que dejan de ser los del modelo de capas. Este es un modelo que se conoce como
“modelo colectivo” y puede ser pensado como un modelo de capas basado en un potencial
que no es esféricamente simétrico, sino que produce rotaciones alrededor de ciertos ejes
y vibraciones alrededor del estado de equilibrio.

Por ejemplo, puede suponerse que el núcleo es un elipsoide, de la forma ax2 + by2 +
z2

ab
= R2, donde los parámetros a y b miden la deformación con respecto a la esfericidad.

Puede, entonces, elegirse el potencial promedio como:

V (x, y, z) =

{
0, para ax2 + by2 + z2

ab
≤ R2

∞ para ax2 + by2 + z2

ab
> R2

(25)

Ciertamente, potenciales como éste requieren recurrir a métodos numéricos para en-
contrar las funciones de onda y los correspondientes autovalores de energı́a y permiten
ajustar de modo correcto las transiciones cuadrupolares (∆l = 2) entre niveles nucleares.

Finalmente, vale la pena recalcar que todos los modelos considerados hasta aquı́ con-
sideran que la simetrı́a de isospı́n es exacta, es decir, no distinguen protones de neutrones
(hemos hablado siempre de nucleones y hemos supuesto un tipo único de interacción para
todos ellos, independientemente de su carga eléctrica). Si se tiene en cuenta, en cambio,
la interacción electromagnética, deben introducirse nuevos términos de potencial en la
ecuación de Schrödinger.

IV.2.2. Independencia de carga e isospı́n nuclear
Se conoce como núcleos espejo a aquellos núcleos que tienen el mismo número mási-

co, pero sus números de protones y neutrones interacambiados, es decir, AXZ y AY A−Z

son núcleos espejo. Una vez realizadas las correcciones que tienen en cuenta las diferen-
cias debidas a las interacciones electromagnéticas (que son distintas para ambos núcleos
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y que son correcciones pequeñas), resulta que la fuerza entre dos protones coincide con
la fuerza entre dos neutrones y también con la fuerza entre un protón y un neutrón. A esta
propiedad de la fuerza nuclear se la conoce como independencia de carga. Para expli-
carla, Heisenberg propuso la existencia de la simetrı́a interna conocida como simetrı́a de
isospı́n nuclear.

En este contexto, el protón y el neutrón no son otra cosa que dos estados diferentes
de una misma partı́cula, el nucleón. La diferencia entre estos dos estados radica en el
valor que toma la tercera componente del vector I⃗ . A diferencia del vector de espı́n, I⃗
no es un vector en el espacio de coordenadas, sino en un espacio abstracto o interno. El
nucleón se transforma, frente a rotaciones en este espacio de isospı́n, como vector de la
representación fundamental de SU(2), que corresponde a I⃗2|N >= i(i+1)|N >, con i =
1/2. (Notar la analogı́a con el número cuántico s, que caracteriza a las representaciones
irreducibles del álgebra de SU(2) para el espı́n). Por otra parte, se identifica al protón
con el vector de esta representación caracterizado por proyección en dirección z igual a
mi = +1

2
, |p >= |1

2
; 1
2
>, es decir, Iz|p >= 1

2
|p > (estado de isospı́n up) y al neutrón, con

el estado de isospı́n down (mi = −1
2
),|n >= |1

2
;−1

2
>, que satisface Iz|n >= −1

2
|n >.

Si se elige representar la componente z del vector de isospı́n mediante la matriz de Pauli
σ3, se tendrá

Iz =
1

2

(
1 0
0 −1

)
p =

(
1
0

)
n =

(
0
1

)
y un nucleón general podrá escribirse como combinación lineal de ambos, es decir,

N =

(
α(r⃗)
β(r⃗)

)
, con |α|2 + |β|2 = 1.

Los restantes hadrones pueden, en este mismo modelo, identificarse con multipletes
de otras dimensiones del grupo SU(2). Por ejemplo, los piones π−, π0, π+ constituyen el
triplete de la representación i = 1, que es una representación de dimensión 3,

π− = |1; −1 >, π0 = |1; 0 >, π+ = |1; 1 > ,

y la partı́cula Λ = |0; 0 > es un singulete (se transforma con la representación trivial,
i = 0.

Por supuesto, esta simetrı́a no es exacta. Sólo lo es si tenemos en cuenta exclusiva-
mente la interacción nuclear. Si fuera exacta, las partı́culas en cada multiplete deberı́an
tener exactamente la misma masa. Sabemos que este no es el caso. Por ejemplo, aunque
el protón y el neutrón tienen masas muy próximas, las mismas no son exactamente igua-
les, debido a que esta invariancia de la fuerza nuclear se rompe explı́citamente al tener
en cuenta otras interacciones, en particular, la interacción electromagnética, que distin-
gue entre ambos miembros del multiplete. En efecto, es un hecho fenomenológico que,
en los hechos, se cumple la relación (conocida como fórmula de Gell-Mann, Nakano y
Nishijima)

Q = Iz +
B + S

2
,
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donde Q es la carga eléctrica, S es la extrañeza (nula tanto para el protón como para el
neutrón) y B (igual a 1 para ambos) es el número bariónico. De esta fórmula, igualmente
válida en el modelo de quarks cuando sólo se consideran dos sabores (u y d), se ve que
cualquier término que represente interacción electromagnética y, por lo tanto, contenga
la carga eléctrica en su expresión valdrá distinto para el protón y el neutrón, al distinguir
entre distintos valores de Iz. La simetrı́a de isospı́n estará, entonces, rota explı́citamente
por los términos de interacción electromagnética. Por supuesto, el orden de magnitud de
tales términos será mucho menor que el correspondiente a los efectos nucleares.

Finalmente, señalemos que, al agregar otros tipos de quarks (charm, top y bottom) al
modelo estándar esta fórmula se corrige, transformándose en

Q = Iz +
B + S + C +B′ + T

2
,

donde C, B′ y T son los nuevos números cuánticos que caracterizan a dichos quarks.

IV.3. Reacciones nucleares. Aplicaciones y efectos noci-
vos de la Fı́sica Nuclear

Textos sugeridos: [14, 4]
El estudio de las propiedades de los núcleos atómicos ha contribuido de modo impor-

tante a la comprensión de las leyes fundamentales de la naturaleza. Como habı́a ocurrido
antes con el estudio de diversas ramas de la Fı́sica (aplicaciones del Electromagnetis-
mo: uso comercial de la electricidad; aplicaciones de la Fı́sica Atómica: láser), también
el estudio de la Fı́sica Nuclear ha dado como subproductos numerosas aplicaciones. Sin
embargo, debido al uso destructivo que se ha realizado de algunas de ellas, y como con-
secuencia del problema del manejo de los residuos nucleares, las aplicaciones de la Fı́sica
Nuclear conducen siempre a controversias. A continuación, estudiaremos algunas de esas
aplicaciones y los principios subyacentes.

IV.3.1. Desintegraciones nucleares

Videos sugeridos:
http://www.tu.tv/videos/radioactividad-1-2-henri-becquerei-m1

http://www.tu.tv/videos/radioactividad-2-2-henri-becquerei-m
http://www.youtube.com/watch?v=UhjJmvnl eA&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=UhjJmvnl eA&feature=related
Además de la bibliografı́a recomendada al comienzo de esta sección, para este tema

particular se aconseja [16].

Como ya hemos mencionado, son muchos los núcleos que resultan inestables y en-
cuentran energéticamente favorable desintegrarse. Tales desintegraciones nucleares se
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clasifican en tres tipos: α, β y γ. Estudiaremos cada uno de los tres tipos en breve. Pe-
ro, antes, señalemos un hecho experimental, primero observado por Gerhard Schmidt,
y estudiado en forma cuantitativa por Rutheford: la actividad radiactiva decrece con el
tiempo.

Cuantitativamente se tiene, para cualquiera de los tres tipos de desintegraciones, que el
ritmo de desintegración nuclear es independiente de la cantidad de núcleos desintegrados
antes y proporcional al número de núcleos presentes, es decir,

A =
dN(t)

dt
= −λN(t) ,

donde λ, es una constante, que es distinta para distintos núcleos. A se conoce como la
actividad y suele expresarse en la unidad conocida como Becquerel (1 Becquerel=1 dein-
tegración/seg). La solución de esta ecuación diferencial está dada por

N(t) = N(t = 0)e−λ t . (26)

Si llamamos T1/2 al tiempo necesario para que la muestra se reduzca a la mitad, ten-
dremos 1/2N(0) = N(0)exp(−λT1/2) o, tomando logaritmo T1/2 = ln(2)

λ
. A T1/2 se lo

conoce como el tiempo de semidesintegración. Otro tiempo caracterı́stico, que suele iden-
tificarse como aquel tiempo para el cual la muestra decayó, es la vida media τ . Se trata
de aquel lapso luego del cual el número de átomos en la muestra se reduce a N(0)

e
. Por lo

tanto, τ = 1
λ

y, como λ, depende de la substancia que se desintegra.
En general, Los núcleos hijos decaen, a su vez, en núcleos nietos. Pero, mientras

decaen, más núcleos hijos se van creando por desintegración de los padres. Lo mismo pasa
con los núcleos nietos. Ası́, si la vida media del núcleo original es más larga que la edad
de la Tierra, se alcanza una situación de equilibrio, en que pueden estar presentes núcleos
descendientes, aunque los mismos tengan vida media muy corta comparada con la edad
de la Tierra. Son las llamadas series radiactivas. Las mismas combinan desintegraciones
de distintos tipos.

Justamente, sobre la base de la existencia o no de rastros de dados materiales radiac-
tivos, se puede establecer la edad de, por ejemplo, restos de interés histórico. Este es el
fundamento de la datación de restos orgánicos a partir de su contenido de 14C, aplicable
a restos de hasta 60,000 años. Esta es una primera aplicación importante de los procesos
nucleares.

En 1946, el quı́mico estadounidense William Libby (1908-1980) dio a conocer los
mecanismos de formación, a través de reacciones nucleares, de este isótopo de carbono,
poco común en la Tierra. Más tarde (1949), desarrolló el método, que se llamó Método
de Datación Radiocarbónica. este aporte le valió a Libby el Premio Nobel de Quı́mica en
1960.

En la naturaleza, hay isótopos estables de carbono: 12C y 13C, en abundancias re-
lativas de 98,9 por ciento, 1,1 por ciento. También existe, en una proporción de 10−10

por ciento, el isótopo inestable o radiactivo que nos ocupa,14C . El mismo habrı́a des-
aparecido hace tiempo, de no ser porque, en los constantes impactos de rayos cósmicos
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sobre la atmósfera, sigue formándose este isótopo, que se esparce uniformemente por la
atmósfera.

Durante el proceso de fotosı́ntesis, los vegetales vivos incorporan este isótopo, en
proporción similar a la que existe en la atmósfera. Los animales también lo incorporan
al ingerir vegetales. Por lo tanto, al analizar restos orgánicos, midiendo la proporción de
14C que albergan los fósiles, y comparando con la que tenı́an mientras estuvieron vivos
(similar, aunque no exactamente igual a la cantidad que albergan los seres del mismo tipo
actualmente vivos) mediante la fórmula (26), puede establecerse cuánto tiempo transcu-
rrió desde la muerte (ver ejercicio propuesto al final de este capı́tulo).

Desintegración α

Se llama desintegración α a la emisión, por parte de un núcleo de número atómico
grande, de una partı́cula (llamada partı́cula α) formada por dos protones y dos neutrones,
ligados igual que en el núcleo de un átomo de Helio (42He). Este proceso ocurre, normal-
mente, en núcleos de gran número atómico (Z > 100) y es un caso particular de fisión
nuclear espontánea. En general, puede representarse el proceso por

A
ZX →A−4

Z−2 Y +4
2 He ,

donde hemos representado con X al núcleo original (núcleo padre) y con Y al núcleo que
aparece en el estado final (núcleo hijo). Un ejemplo tı́pico de emisión α es:

238
92 U →234

90 Th+4
2 He .

Vemos que, en desintegraciones de este tipo, el número atómico disminuye en 2 de
padre a hijo y la masa atómica, en 4.

Este tipo de desintegración sucede espontáneamente porque es energéticamente posi-
ble sin suministrar energı́a extra: la energı́a del núcleo padre es mayor que la del núcleo
hijo sumada a la de la partı́cula α ya que, en el núcleo, se produce una disminución en
la energı́a coulombiana a causa de la pérdida de la carga +2e. Como veremos, la energı́a
disponible en el proceso es llevada, como energı́a cinética, casi totalmente por la partı́cula
α emitida y, en menor proporcón, por el núcleo hijo.

Veamos cómo es el balance de energı́a e impulso cuando un núcleo padre (X), en
reposo en el sistema de laboratorio, se desintegra en un núcleo hijo (Y) y una partı́cula α:

Dado que X está en reposo en el estado inicial, el sistema de laboratorio es, a la vez,
el sistema de centro de masa. Por lo tanto, el vector cantidad de movimiento debe ser
nulo, también, en el estado final. Se tiene, entonces, p⃗Y = −p⃗α. Eso implica que los dos
productos de la desintegración se mueven en sentidos opuestos y con |p⃗α| = |p⃗Y |. En
cuanto a la conservación de la energı́a, si el núcleo padre se desintegra en reposo, de ella
resulta (llamando T a la energı́a cinética):

mX c
2 = mαc

2 + Tα +mY c
2 + TY .
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De aquı́ resulta que Q = Tα + TY = Bα + BY − BX . Dado que BX < BY + Bα, la
diferencia de energı́as cinéticas final menos inicial es

Q = Tα + TY > 0 .

Se trata, entonces, de una reacción exoenergética. Además, T =
√

(cp⃗)2 +m2c4 −
mc2, y es fácil verificar (derivando) que T es una función siempre decreciente de la masa.
Teniendo en cuenta que |p⃗α| = |p⃗H |, está claro que la partı́cula α se lleva, como ya
dijimos, prácticamente toda la energı́a cinética disponible.

La masa de una partı́cula α es del orden de 3,73GeV . Su energı́a cinética, de unos
5MeV . De estos valores resulta v

c
∼ 10−3, de modo que podrı́a admitirse un tratamiento

no relativista dell problema. Dada su velocidad relativamente baja (junto con su carga
distinta de cero) estas partı́culas tienen alta probabilidad de interactuar electromagnética-
mente con la materia y van perdiendo energı́a hasta ser absorbidas luego de haber recorri-
do algunos pocos centı́metros en el aire.

Hasta aquı́ hemos supuesto que se emite una única partı́cula α. En realidad, suelen
emitirse más y sólo las más energéticas son emitidas como hemos calculado. Puede ocurrir
que el núcleo padre se desintegre, primero, dando por resultado un núcleo hijo en estado
excitado y una α con menor energı́a y que, después, el núcleo hijo se desexcite emitiendo
fotones (desintegración gamma) .

X → Y ∗ + α ,

seguida por
Y ∗ → Y + γ .

Desintegración β

Ya hemos comentado sobre la desintegración β al explicar las razones por las cuales
se postuló la existencia del antineutrino. Vimos que dicha desintegración es de la forma

A
ZX →A

Z+1 Y + e+ ν̄e ,

que hemos interpretado como la desintegración de un neutrón según

n→ p+ e+ ν̄e ,

Esta desintegración puede ocurrir si

E = (mZ,A −mZ+1,A −me)c
2 > 0 .

Un ejemplo de tal proceso es

228
88 Ra→228

89 Ac+ e+ ν̄e .
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A esta desintegración se la conoce como desintegración β−. En el campo del núcleo,
siempre que

E = (mZ,A −mZ−1,A −me)c
2 > 0 ,

también puede ocurrir que un protón se desintegre (cosa que no es posible si el protón es
libre), dando origen a la llamada desintegración β+:

A
ZX →A

Z−1 Y + ē+ νe ,

que se interpreta como
p→ n+ ē+ νe .

Un proceso relacionado con los anteriores es el conocido como captura electrónica,
en el cual el átomo captura un electrón atómico y emite un neutrino:

A
ZX + e→A

Z Y + νe .

Finalmente, señalemos que, en algunos núcleos, se puede producir la llamada desin-
tegración β doble, donde la carga cambia en dos unidades, en lugar de una.

En la naturaleza, las desintegraciones α y β se combinan para dar origen a series
radiactivas. Entre estas series, hay tres que ocurren naturalmente, ya que los núcleos pa-
dres tienen larga vida media (del orden de 1010 años, lapso comparable con la vida de la
Tierra):

Padre con A = 4n: 232
90 Th con τ = 2, 01× 1010 años

Padre con A = 4n+ 2: 238
92 U con τ = 6, 52× 109 años

Padre con A = 4n+ 3: 235
92 U con τ = 1, 02× 109 años

La serie cuyo padre, el 237
90 Np, tiene A = 4n+ 1, puede ser producida artificialmente,

porque el núcleo padre tiene vida media muy corta τ ∼ 3, 25× 106 años.
Parte de la serie 4n puede verse en la figura 31.

Desintegración γ

Cuando un núcleo emite radiación α o β, el núcleo hijo puede quedar en un estado
excitado. Puede entonces pasar a un estado de menor energı́a emitiendo un rayo γ, en la
misma forma en que un electrón atómico se desexcita pasando a un nivel de energı́a más
baja. En el caso del electrón, la radiación emitida corresponde a fotones con longitudes
de onda en el visible o ultravioleta. En el caso de los núcleos, se trata de fotones mucho
más energéticos (mayor frecuencia o, equivalentemente, menor longitud de onda).

Un ejemplo tı́pico de emisión γ es el que tiene lugar luego de la desintegración β− del
Cobalto:

60
27Co→60

28 Ni
∗ + e+ ν̄e ,

donde ∗ indica que el Nı́quel está en estado excitado. A continuación, este último decae
a su estado fundamental, emitiendo dos rayos γ, de energı́as 1, 17MeV y 1, 33MeV
respectivamente, como se ve en la figura 32.
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Figura 31: Series radiactivas

IV.3.2. Fisión nuclear
Links útiles:

http://www.youtube.com/watch?v=EQup4i4Uotw&listQ̄L&playnext1̄ (atención: por
error, al inicio del video se llama elementales a protones y neutrones)

http://www.youtube.com/watch?v=5-Unbrwqr4Q&feature=related
http://www.youtube.com/watch?vJ̄yqvBxHbyNw&NR=1
http://www.youtube.com/watch?v=M 30VHjPGc&NR=1&feature=fvwp

Se conoce como fisión nuclear a un proceso en el cual un núcleo padre sufre una reac-
ción que da origen a dos núcleos hijos, acompañados o no por otras partı́culas. Aparece
representado esquemáticamente en la figura 33.

Tal fisión se llama espontánea si no es necesario entregar energı́a al núcleo padre para
que se transforme. De lo contrario, se la denomina fisión inducida.

Con esta definición, el proceso de desintegración α, que ya hemos tratado, A
ZX →A−4

Z−2

Y +4
2 He, puede interpretarse como un proceso de fisión espontánea. En el transcurso

de dicho proceso, algunos nucleones dentro del núcleo padre se aglutinan y les resulta
energéticamente más favorable separarse del resto de los nucleones que mantenerse en un
estado ligado dentro del núcleo original. La probabilidad de que ocurra tal aglutinamien-
to sólo es considerable para núcleos hijos con unos pocos nucleones y disminuye muy
rápidamente con A. En la práctica, entre los núcleos con valores bajos de A, dicha proba-
bilidad sólo es considerable para las llamadas partı́culas α, es decir, núcleos de He, con
A = 4. Contrariamente a lo que ocurre en el caso de dos o tres nucleones, el valor absoluto
de la energı́a de ligadura por nucleón es extremadamente grande para los núcleos de He
(∼ 28MeV ) (ver figura 28). Como consecuencia, el núcleo padre prefiere transformarse
en un núcleo hijo con A− 4 y Z − 2 más una partı́cula α, proceso que ya estudiamos.

Ahora bien, analizando la misma figura, se advierte que los núcleos con valores inter-
medios de A también tienen valor absoluto de la energı́a de ligadura grande en compara-
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Figura 32: Ejemplo de desintegración γ

ción con los núcleos muy pesados. Podrı́a ocurrir que, de manera espontánea, los núcleos
muy pesados se ”partiesen al medio”de manera espontánea, dando origen a dos núcleos
hijos con número másico aproximadamente igual a la mitad?

El proceso, de ocurrir, deberı́a ser ası́: debido a la repulsión coulombiana, el núcleo
padre se deformarı́a a un elipsoide prolado en lugar de conservar su forma esférica. En tal
elipsoide, la repulsión de Coulomb contribuirı́a a aumentar la deformación. Finalmente, el
núcleo padre terminarı́a por romperse en dos ”mitades”. Para que todo esto pudiera ocu-
rrir, el valor absoluto de la energı́a de ligadura, B, del núcleo al adquirir forma elipsoidal
deberı́a ser mayor que en la esfera. Usaremos el modelo de la gota lı́quida, aproximado
con sus tres primeros términos, para mostrar que no es el caso.

La ecuación que caracteriza al elipsoide es x2+y2

b2
+ z2

a2
= 1. Para la esfera (R ∼ A1/3)

se tiene:

Besf = a1A− a2A2/3 − a3
Z2

A1/3
. (27)

En esta última expresión, el primer término es un término de volumen, el segundo
representa una energı́a desestabilizante de superficie y el tercero es debido a la repulsión
Coulombiana. Al deformar la esfera en un elipsoide, el volumen no cambia (suponemos
que la gota es incompresible), ası́ que la diferencia de energı́as entre ambas geometrı́as
sólo es debida a los cambios en las energı́as de superficie y de Coulomb. Puede mostrarse
que, para el elipsoide:

Belip = a1A− a2A2/3
(
1 + 2/5ϵ2

)
− a3

Z2

A1/3

(
1− 1/5ϵ2

)
, (28)
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Figura 33: Fisión nuclear

donde el parámetro ϵ (excentricidad) está relacionado con los semiejes mayor (a) y menor
(b) del elipsoide por las expresiones:

a = R(1 + ϵ)
b = R

(1+ϵ)1/2
, , (29)

y R es el radio de la esfera del mismo volumen (V = 4
3
a b). Resumiendo, se tiene

∆B = Belip −Besf = −1

5
ϵ2A2/3

(
2 a2 − a3

Z2

A

)
. (30)

Toda vez que esta última expresión resulte ser positiva, el núcleo elegirá la forma
elipsoidal. De lo contrario, preferirá la forma esférica. Usando para los coeficientes los
valores fenomenológicos dados al estudiar el modelo de la gota, se encuentra que ∆B
es positiva sólo cuando Z2 > 47A. Tal relación sólo se cumple para elementos que no
existen en la naturaleza (transuránicos con A > 270 y Z > 114).

Los núcleos que ocurren en forma natural corresponden a ∆B negativo y no se fi-
sionan espontáneamente (salvo en los casos de desintegración α). Para lograrlo, hay que
proporcionarles energı́a. Cómo hacerlo? Ya en los inicios de la Fı́sica Nuclear, los cientı́fi-
cos intentaban producir elementos transuránicos usando la captura de neutrones (n) por
núcleos para aumentar el número másico. Pero, en dichos experimentos se observaba,
en realidad, que los neutrones térmicos (ası́ llamados por tener una energı́a del orden de
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Figura 34: Elipsoide prolado

1
40
eV , correspondiente a la temperatura de 300K), al ser dispersados por núcleos con A

impar (como el 235U ) no producı́an núcleos más pesados, sino que el núcleo padre se fi-
sionaba en dos núcleos de masa intermedia, además de otras partı́culas en el estado final.
A este proceso se lo conoce como fisión inducida. Un ejemplo tı́pico es la reacción:

235U + n→148 La+87 Br + n . (31)

También se observó que, en cambio, la dispersión de neutrones térmicos por núcleos
con A par no produce fisión; en este caso, la fisión requiere energı́as mucho más altas (del
orden de 2MeV ).

La fisión nuclear resulta de utilidad ya que, al producirse, se libera gran cantidad de
energı́a. Una estimación del orden de magnitud de la energı́a liberada puede obtenerse
usando los valores mostrados en la figura 28. Allı́ se ve que el valor absoluto de la energı́a
de ligadura por nucleón es mucho menor para A muy grande que para A medio, con una
diferencia entre ambas ∆(B/A) ∼ 0, 9MeV . por lo tanto, la diferencia de energı́as de
ligadura entre el estado final y el inicial es de ∆Eligadura = −0, 9MeV ×A = −200MeV .
(Hemos usado aquı́ que A = 235 para 235U . Recordar que la energı́a de ligadura por
nucleón es −B

A
). Por lo tanto, en cada proceso de fisión se libera una gran cantidad de

energı́a.
Analicemos el proceso de fisión con más detalle (ver figura ??. Durante la fisión nu-

clear, los neutrones, al ser capturados, forman un núcleo con número másico A + 1, en
un estado excitado. Al desexcitarse, este último átomo puede elegir uno de dos caminos:
decaer por emisión γ, conservando su número másico y demás caracterı́sticas o, si es más
favorable, fisionarse en dos núcleos hijos. Veamos ahora, entonces, bajo qué circunstan-
cias resulta más favorable la fisión. Dicho de otro modo: cuándo es el valor absoluto de
la energı́a de ligadura mayor para dos núcleos hijos que para un único núcleo esférico?
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Volviendo al modelo de la gota tenemos, para un núcleo par-par:

∆B = 2B

(
A

2
,
Z

2

)
−B(A,Z) = −2a2

(
A

2

) 2
3

− 2a3

(
A

2

)− 1
3
(
Z

2

)2

+ a2(A)
2
3 + a3(A)

− 1
3Z2 ∼ (A)

2
3

(
−0, 27a2 + 0, 38 a3

Z2

A

)
. (32)

La última expresión resulta positiva para Z2 > 17A. Por lo tanto, los núcleos que sa-
tisfacen 17A < Z2 < 47A pueden, si se les proporciona, mediante neutrones incidentes,
cierta energı́a de activación que les permita superar una barrera de potencial (la segunda
desigualdad indica que no se trata de un proceso espontáneo), partirse en dos núcleos más
o menos iguales, conocidos como núcleos hijos y, en el proceso, se liberará energı́a.

La figura 35 muestra tal barrera de potencial como función de la deformación del
núcleo. Para Z ∼ 92, dicha barrera es de sólo algunos MeV . Este es el caso para los
isótopos (igual Z, pero distinto N o A) del uranio (también para 233Th y 239Pu), que tie-
nen una considerable probabilidad de fisión. De los isótopos de uranio, los más fácilmente
fisionables corresponden al 235U (Z = 92,N = 143), que se fisionan al incidir sobre ellos
neutrones térmicos. Para fisionar 238U (Z = 92,N = 146), en cambio, hacen falta neutro-
nes más energéticos. En efecto, dado que los núcleos par-par son los más estables, el 235U
prefiere absorber neutrones para formar 236U , que es par-par y luego fisionarse. El 238U ,
en cambio, sólo puede abosorber neutrones muy energéticos, porque el 239U es par-impar
y, entonces, energéticamente desfavorable. Pero, en la naturaleza, los más abundantes son
los últimos, como discutiremos en breve. Por eso se realiza el proceso de enriquecimiento
de uranio.

 

Figura 35: Barrera de potencial en la fisión

Como hemos dicho, ambos productos en un proceso de fisión tienen números mási-
cos aproximadamente iguales. Sin embargo, la naturaleza prefiere fisiones no del todo
simétricas. Tı́picamente se tiene, para los núcleos hijos, A1 ∼ 95 y A2 ∼ 140. Este hecho
no ha encontrado explicación hasta el presente.

Una vez producida la fisión, los núcleos hijos quedan en un estado excitado y de-
caen emitiendo nuevos neutrones (evaporación de neutrones). Esos neutrones, aproxima-
damente 2, 5 de ellos por fisión) pueden, a su vez, iniciar nuevas fisiones si se los modera
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hasta energı́as térmicas, dando origen a las llamadas cadenas de fisión. Para caracterizar
la persistencia de tal cadena de fisiones se define el coeficiente k, dado por k = Nro. de
neutrones en la n + 1-ésima fisión/Nro. de neutrones en la n-ésima fisión. Si k < 1 la
fisión se llama subcrı́tica y, finalmente, se detiene. Si, en cambio, k > 1, se descontrola y
conduce a una explosión.

Justamente, en los reactores nucleares ver figura 36, la reacción en cadena es contro-
lada: después de una etapa inicial con k > 1, destinada a alcanzar la energı́a requerida,
se mantiene k = 1. Este control se consigue introduciendo o quitando del reactor las
llamadas barras de control, hechas de Cd.

Como combustible para los reactores puede usarse uranio natural. Pero el mismo es
mezcla de 235U y 238U en proporción 1 : 138, porque la vida media del 235U es mucho más
corta (7 × 108 años) que la del 238U (5 × 109 años). Si se usara uranio natural, entonces,
la mayor parte de los neutrones térmicos serı́a absorbida por el 238U , y no se producirı́a
fisión. Por eso se usa uranio enriquecido, con mayor proporción de 235U .

Las piezas mencionadas hasta aquı́ constituyen el núcleo del reactor. El mismo está ro-
deado por plomo y cemento, para impedir la salida de radiación y por un moderador, que
detiene a los neutrones excesivamente rápidos, para que puedan inducir nuevas fisiones.
En general, se usa como moderador agua pesada (D2O). Además, todo el mecanismo
está rodeado por agua, que absorbe la energı́a producida en el núcleo (en forma de calor).
El vapor resultante se utiliza para generar electricidad al mover turbinas y vuelve a con-
densarse para ser reutilizado como agua. Notar que esta etapa de enfriamiento se realiza
con fuentes de agua cercanas que, como consecuencia, aumentan su temperatura, con el
consiguiente efecto sobre el medio ambiente, que debe controlarse.

 

Figura 36: Reactor nuclear

Calculemos la energı́a generada por un gramo de uranio que se fisiona. Como ya
vimos, cada núcleo de 235U origina, aproximadamente, 200MeV ∼ 3, 2 × 10−11 Joules.
Cada gramo de material contiene A0

A
núcleos, donde A0 es el número de Avogadro. En el
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caso particular del 235U , cada gramo contiene, entonces 6×1023

235
∼ 3 × 1021 núcleos. Por

lo tanto, un gramo de 235U produce una energı́a de 3× 1021× 3, 2× 10−11 ∼ 1011 Joules,
que equivale a 1MW por dı́a, del orden de 106 veces la energı́a producida por un gramo
de carbón. La generación de energı́a mediante fisión es, sin duda, la más importante de
las aplicaciones de los procesos nucleares.

IV.3.3. Fusión nuclear

Links útiles:

http://www.youtube.com/watch?v=M 30VHjPGc&NR=1&feature=fvwp

Volvamos a la figura 28. Allı́ se ve que los núcleos con número másico intermedio
son los más ligados. Para números másicos menores, B/A disminuye muy rápidamente.
Entonces, podemos imaginar procesos, llamados de fusión, opuestos a los procesos de
fisión: poniendo en contacto dos núcleos livianos puede obtenerse un núcleo intermedio,
más ligado. La diferencia de energı́as de ligadura por unidad de nucleón liberada resulta
comparable con la generada en la fisión. Sin embargo, dado que los núcleos más livianos
contienen menos nucleones, la energı́a total generada por fusión resulta ser menor que la
obtenida por fisión. La ventaja de la fusión radica en que los núcleos livianos e interme-
dios son mucho más abundantes en la naturaleza y hay, por lo tanto, más materia prima
disponible. En efecto, este es el mecanismo responsable de la generación de energı́a en el
interior del Sol y en el de otras estrellas.

Sin embargo, conseguir que dos núcleos se aproximen lo suficiente para fundirse en
uno solo requiere sobrepasar la barrera coulombiana en la figura 35. Cuando los núcleos
se tocan. la barrera alcanza un máximo, dado por:

VCoul. =
Z Z ′ e2

R +R′ =
Z Z ′ e2

1, 2 fm
(
A1/3 + A′1/3

) ∼ 197MeV
137× 1, 2

Z Z ′ e2(
A1/3 + A′1/3

) .
Para núcleos con igual número de protones y neutronesA ∼ A′ ⇒ 2Z ∼ 2Z ′. Calculando
para A ∼ 8 se obtiene VCoul. ∼ 4MeV . Esa es la energı́a cinética que debemos dar a
los núcleos originales (acelerándolos o calentándolos). Pero, si los aceleramos, en los
procesos de colisión predomina la dispersión elástica. Por lo tanto, debe calentárselos
hasta temperaturas del orden de 1010K, una temperatura comparable con la del interior
del Sol.

Hay, a nivel mundial, numerosos intentos de lograr procesos controlados de fusión.
Obviamente, serı́ energı́a mucho más limpia, al no generar residuos radiactivos y no ex-
puesta a accidentes, ya que no involucra reacciones en cadena. Pero el principal problema
es que resulta difı́cil mantener confinados a los núcleos tan calientes por lapsos sufi-
cientemente largos para que la fusión se produzca. Con diversas técnicas (confinamiento
magnético, confinamiento inercial, inyección láser de energı́a electromagnética) se han
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obtenido algunas reacciones en laboratorio, tı́picamente:
2H +3 H →4 He+ n+ 17, 6 MeV
2H +2 H →3 He+ n+ 3, 2 MeV
2H +2 H →3 He+1 H + 4 MeV . (33)

Un esquema del primero de estos procesos se reproduce en la figura 37.

 

Figura 37: Fusión nuclear

IV.4. Efectos de la radiación nuclear
Permanentemente estamos sometidos a radiaciones de diversos tipos, provenientes de

numerosas fuentes. Las hay de dos tipos distintos:
Radiaciones no ionizantes: son aquéllas que no poseen suficiente energa para arrancar

electrones de los tomos, es decir, no son capaces de producir ionizaciones.
Radiaciones ionizantes: corresponden a las radiaciones de mayor energa (menor lon-

gitud de onda). Tienen energa suficiente como para arrancar electrones de los tomos con
los que interactúan, es decir, para producir ionizaciones.

Las radiaciones no ionizantes son de origen electromagnético. Recordemos que, en
este caso, E = ~ν = ~c

λ
, donde E es la energı́a, c es la velocidad de la luz, ν es la fre-

cuencia de la onda electromagnética y λ su longitud de onda. A este grupo pertenecen las
radiaciones consistentes en ondas de radiofrecuencia, utilizadas por las emisoras de radio
y las microondas utilizadas en electrodomésticos y en el rea de las telecomunicaciones,
los rayos infrarrojos, la luz visible y la radiacin ultravioleta, en orden creciente de energı́a
(entre 10−24 y 10−18 Joules. Entre estas, las más energéticas pueden producir quemaduras.

Entre las radiaciones ionizantes se encuentran los rayos X (10−16J) y las radiaciones
nucleares (10−12J∼ 10eV). Pueden estar constituidas por fotones (rayos X y nucleares
gamma) o por partı́culas con masa (alfa, beta, neutrones y otras).

Las radiaciones de este tipo tienen aplicaciones muy importantes en ciencia, industria
y medicina. En la industria, pueden ser tiles para la produccin de energa, para la esteriliza-
cin de alimentos, para conocer la composicin interna de diversos materiales. En el campo
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de la medicina, tambin cuentan con numerosas aplicaciones beneficiosas para el ser hu-
mano. Con ellas se pueden realizar una gran variedad de estudios diagnsticos (medicina
nuclear y radiologa) y tratamientos (medicina nuclear y radioterapia).

Los seres vivos estamos expuestos a niveles bajos de radiación ionizante procedente
del sol, las rocas, el suelo, residuos radiactivos de pruebas nucleares en el pasado, de cier-
tos productos de consumo y de materiales radiactivos liberados desde hospitales y desde
plantas asociadas a la energa nuclear y a las de carbón. Aunque no está claro si dosis bajas
pueden resultar perjudiciales, los organismos dedicados a la proteccin radiológica oficial-
mente utilizan la hiptesis conservadora de que hasta en dosis moderadas e, incluso, muy
bajas las radiaciones ionizantes aumentan la probabilidad de contraer cncer, al producir
reacciones quı́micas que pueden afectar al ADN, y que esta probabilidad aumenta con
la dosis recibida. A los efectos producidos a dosis bajas se les suele llamar efectos pro-
babilı́sticos, estadı́sticos o estocásticos. La exposicin a altas dosis de radiacin ionizante
puede causar quemaduras de la piel, caı́da del cabello, nuseas, enfermedades y la muerte.
Los efectos dependern de la cantidad de radiacin ionizante recibida, de la duración de la
irradiacin, y de factores personales tales como el sexo, edad del individuo expuesto, y del
estado de salud y nutricin.

El manejo de los residuos generados en las distintas etapas (fabricación, uso y des-
monte de centrales) por el combustible nuclear son, por esta razón, un grave problema a
resolver. El riesgo de accidentes nucleares, con la consiguiente liberación de residuos es
otro de los aspectos negativos de la energı́a nuclear.

IV.5. Ejercicios sugeridos
1. Demuestre que la fórmula empı́rica de Bethe-Weizsäcker para la energı́a de núcleos

con dado valor de A impar (a5 = 0) alcanza un mı́nimo para un valor de Z tal que
Z < N .

2. Resuelva, en coordenadas cartesianas, la ecuación de Schrödinger independiente
del tiempo para un oscilador armónico isótropo tridimensional (U(r) = 1

2
Mω2r2).

Calcule las degeneraciones de los tres primeros niveles de energı́a.

3. Cuánto tiempo se requiere para que 5mg de 22Na, cuyo tiempo de semidesintegra-
ción es T 1

2
= 2, 6 años, se reduzcan a 1mg?

4. Estudie el choque elástico no relativista en el cual una partı́cula de masa m1 incide,
con velocidad v1, sobre otra partı́cula, en reposo, de masa m2. Calcule la energı́a
cinética final de la partı́cula 1 y demuestre que la misma es mı́nima cuando las
masas son iguales. Este resultado da una idea de por qué se usa agua pesada para
frenar los neutrones rápidos luego de un proceso de fisión nuclear.
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Parte V

Introducción a las Teorı́as de Campos
para las Interacciones Fundamentales
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Principales referencias: [21, 22]

Lectura extra sugerida: [18, 19]

Videos útiles:El Universo Elegante, BBC

Está claro que una buena teorı́a de las interacciones fundamentales entre partı́culas
elementales, debido a las distancias y energı́as tı́picas en juego, debe ser una teorı́a, a un
tiempo, cuántica y relativista. Sin embargo, la tarea de conciliar ambos requerimientos no
resultó, en absoluto, trivial. De resultas de ese esfuerzo, se abandonó, en fı́sica de las inter-
acciones fundamentales, la idea de mecánica cuántica como teorı́a de una partı́cula, donde
la función de onda describe la amplitud de probabilidad de encontrar a una partı́cula indi-
vidual en un cierto estado. En lugar de eso, las teorı́as que integran el modelo estándar de
las interacciones fundamentales son teorı́as cuánticas de campos, en las cuales los campos
de la teorı́a actúan como operadores que crean y destruyen partı́culas a partir de un estado
de vacı́o. Dicho estado de vacı́o es un vector de un espacio de Hilbert (espacio vectorial
de dimensión infinita, con propiedades que permiten, entre otras cosas, definir bases or-
tonormales). Tales teorı́as cuánticas de campos han mostrado ser útiles para describir las
interacciones electrodébiles y fuertes y están basadas en la invariancia de los fenómenos
fı́sicos ante dos tipos de simetrı́as: simetrı́as espacio-temporales, particularmente frente a
transformaciones del grupo de Lorentz inhomogéneo o de Poincarè y simetrı́as internas de
gauge o locales, transformaciones en las cuales los puntos del espacio-tiempo permanecen
inalterados, pero cambia la forma de los campos de manera diferente en cada punto.

A continuación, empezaremos por esbozar los primeros intentos de conciliar relativi-
dad especial y mecánica cuántica de una partı́cula, señalando los problemas de interpreta-
ción que surgen en tal intento. Luego, estudiaremos las propiedades de las acciones clási-
cas correspondientes a campos libres con distintos valores de espı́n y daremos una noción
del procedimiento de cuantización en el caso de un campo escalar libre. Finalmente, estu-
diaremos teorı́as de campos en interacción, empezando por la Electrodinámica Cuántica y
sus correspondientes reglas de Feynman. Discutiremos brevemente el efecto de considerar
grupos de gauge no abelianos, particularizando a la Cromodinámica Cuántica (grupo de
gauge SU(3)), que describe la interacción fuerte entre quarks. Finalmente, realizaremos
una breve presentación de la teorı́a de Glashow, Salam y Weinberg para las interacciones
electrodébiles, la ruptura espontánea de simetrı́a y el mecanismo de Higgs para dar masa
a las partı́culas del modelo estándar.

A menos que se indique lo contrario, en las secciones siguientes se utilizarán unidades
naturales (~ = c = 1). Recuérdese que, obtenido un resultado cualquiera, puede recupe-
rarse su verdadero valor numérico multiplicando por las potencias adecuadas de ~ y de c.
Adoptaremos para el espacio-tiempo de Minkowski la métrica g = diag(1,−1,−1,−1)

Una breve introducción a la noción de tensor, utilizada a menudo en este capı́tulo de
los apuntes, se presenta en ??.
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V.1. Intentos de construir una Mecánica Cuántica Rela-
tivista. Problemas de interpretación

V.1.1. Partı́cula sin espı́n. Ecuación de Klein-Gordon
Recordemos que, en Mecánica Cuántica no relativista, identificamos coordenadas, im-

pulsos y energı́as con operadores (en el primer caso, simplemente multiplicativos; en los
otros dos, diferenciales) que actúan sobre la función de onda Φ(t, x):

x⃗ → x⃗

p⃗ → −i∇⃗

E → i
∂

∂ t
. (34)

El sı́mbolo ∇⃗ en la segunda de las ecuaciones precedentes representa el operador gra-
diente que, en coordenadas cartesianas, est dado por ∇⃗ = ∂

∂x
ı̌+ ∂

∂y
ȷ̌+ ∂

∂z
ǩ. Reemplazando

las cantidades clásicas por estos operadores en la expresión de la energı́a, obtenemos la
ecuación de Schrödinger:

i∂tΦ(t, x) = ĤΦ(t, x) .

La función Φ(t, x) es llamada la función de onda y caracteriza el estado de una
partı́cula, que es el objeto de nuestro estudio. Se interpreta, entonces, |Φ(t, x)|2 como
una densidad de probabilidad que es, obviamente, positiva.

En el caso de sistemas conservativos, podemos ir más lejos, separando la variable
temporal en la ecuación mediante Φ(t, x) = e−iEtϕE(x⃗) y pasar a la llamada ecuación de
Schrödinger estacionaria:

EϕE(x⃗) = ĤϕE(x⃗) ,

donde E es un autovalor del operador Ĥ y, dado que Ĥ es un operador autoadjunto, la
función de onda de una partı́cula puede desarrollarse en una base ortonormal de autofun-
ciones de Ĥ .

Por ejemplo, en el estudio de una partı́cula libre clásica no relativista se tiene E =
p2

2m
, donde p⃗ es el vector cantidad de movimiento, m es la masa y E es la energı́a de

la partı́cula. Al elevar coordenadas e impulsos al rango de operadores, la ecuación de
Schrödinger estacionaria resulta, en este caso,

EϕE(x⃗) = ĤϕE(x⃗) = −
∆ϕE(x⃗)

2m
,

donde ∆ es el operador laplaciano que, en coordenadas cartesianas, está dado por
∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
.

Los valores admisibles de la energı́a (notar que son siempre positivos o nulos, nunca
negativos) son los autovalores del operador Ĥ . Las correspondientes autofunciones per-
miten calcular la probabilidad de encontrar a la partı́cula con ese valor de energı́a. En este
caso (partı́cula libre), existe un continuo de autovalores admisibles, acotados por debajo.
La función de onda puede escribirse como
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Φ(t, x) =
1

(2π)3/2

∫
d3k Φ̃(k⃗)ei(k⃗.r⃗−Et) ,

con E = k2

2m
.

De aquı́ resulta, para la probabilidad total:∫
d3 x |Φ(t, x)|2 =

∫
d3 k |Φ(k⃗)|2 ,

que es positiva e independiente del tiempo (conservada).
Oskar Klein (1894-1977) y Walter Gordon (1893-1939) hicieron el primer intento de

extender estas nociones al dominio relativista. Ahora bien, en el caso de una partı́cula
libre relativista de masa m, la ecuación clásica que vincula energı́a y componentes del
impulso es

pµpµ = E2 − p⃗ 2 = m2 . (35)

Aparece, ası́, el primer problema en la interpretación de una eventual Mecánica Cuánti-
ca Relativista: por cada energı́a positiva, la ecuación anterior predice la existencia de otra
energı́a de igual módulo, pero signo contrario. En efecto, despejando los posibles valores
de energı́a compatibles con la ecuación (35) se tiene:

E = ±
√
p⃗ 2 +m2 .

La mı́nima energı́a positiva (m, en unidades naturales) y la máxima energı́a negativa
(−m en las mismas unidades) están separadas por el llamado ”gap de energı́a”, cuyo valor
es 2m. A diferencia de lo que ocurrı́a en el caso no relativista, las energı́as negativas no
tienen cota inferior. Por lo tanto, dada una partı́cula en un estado de energı́a E = m, bas-
tarı́a quitarle una energı́a igual a 2m, llevándola al estado de energı́a E = −m. Una vez
en ese estado, la partı́cula elegirı́a decaer sin lı́mite, ocupando estados de energı́as cada
vez menores, emitiendo infinita energı́a en el proceso. Como veremos, este es un obstácu-
lo irresoluble en la construcción de una mecánica cuántica relativista para una partı́cula
única. Ya hemos visto que la existencia de energı́as negativas condujo a la introducción
del concepto de antipartı́cula.

Olvidemos por un momento la dificultad antes discutida y continuemos en nuestro in-
tento de extender al campo de la relatividad especial las nociones de la Mecánica Cuántica
no relativista. Tomando, para una partı́cula libre, la función compleja φ(t, x⃗), la corres-
pondencia p⃗→ −i∇⃗ conduce, usando la ecuación (35), a:

(∂2t −∆+m2)φ(t, x⃗) = 0 .

Usando el teravector covariante ∂ de componentes ∂µ : (∂0, ∇⃗), la ecuación anterior
puede escribirse en la forma

(∂µ∂µ +m2)φ = 0
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RELATIVISTA. PROBLEMAS DE INTERPRETACIÓN

Esta ecuación, conocida como la ecuación de Klein-Gordon, tiene una diferencia fun-
damental con la ecuación de Scrödinger no relativista: presenta una derivada de segundo
orden con respecto al tiempo (la covarianza relativista exige que la ecuación tenga el mis-
mo orden en derivadas temporales y espaciales). Como consecuencia, para determinar su
solución a un tiempo arbitrario, es necesario dar dos datos iniciales. Dicho de otro modo:
no basta con conocer φ(t = 0, x⃗). Debe conocerse también el valor de ∂tφ(t, x⃗) en t = 0.
Ambos datos iniciales determinan las dos constantes en la solución general. Como conse-
cuencia, la “probabilidad total”,

∫
d3 x|φ(t, x⃗)|2, definida a partir de la función de onda

no resulta independiente del tiempo.
En efecto,

∂

∂t

∫
d3 x|φ(t, x⃗)|2 =

∫
d3 x [φ̇∗(t, x⃗)φ(t, x⃗) + φ̇(t, x⃗)φ∗(t, x⃗)]

.
Nos preguntamos: ¿es posible definir una cantidad real, independiente del tiempo

(conservada durante la evolución del sistema) y definida no negativa, que pueda iden-
tificarse con la probabilidad, como ocurre en Mecánica Cuántica no relativista?

Como mostraremos a continuación, es posible definir una cantidad real e independien-
te del tiempo (que llamaremos la carga, por razones que se aclararán al estudiar Teorı́a de
Campos). Pero también veremos, con un contraejemplo, que tal cantidad no siempre es
no negativa, como corresponde a una legı́tima probabilidad. Tal cantidad está dada por:

J0 =

∫
d3x

i

2m
(φ∗φ̇− φ̇∗φ) . (36)

Es evidente que se trata de una cantidad real. Que es conservada, puede verse a partir
de la ecuación de movimiento, como sigue:

(∂2t −∆+m2)φ(t, x⃗) = 0 . (37)

Conjugando la ecuación anterior:

(∂2t −∆+m2)φ∗(t, x⃗) = 0 . (38)

Multiplicando (37) por φ∗, (38) por φ y restando, se tiene:

φ∗(∂2t −∆+m2)φ− φ(∂2t −∆+m2)φ∗ = 0 ,

que puede integrarse sobre el espacio-tiempo, para obtener:∫
dt d3x

[
φ∗(∂t∂t − ∇⃗.∇⃗)φ− φ(∂t∂t − ∇⃗.∇⃗)φ∗

]
= 0

o bien, integrando por partes:∫
dt

∫
d3x

{[
∂t (φ

∗∂tφ)− ∇⃗.
(
φ∗∇⃗φ

)]
−
[
∂t (φ∂tφ

∗)− ∇⃗.
(
φ∇⃗φ∗

)]}
= 0 . (39)
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De la última ecuación se ve que, si definimos j0 = i
2m

(φ∗φ̇− φφ̇∗) y

j⃗ = −i
2m

(
φ∗∇⃗φ− φ∇⃗φ∗

)
, tendremos

∂tj
0 + ∇⃗.⃗j = 0 . (40)

La ecuación (40) es una ecuación de continuidad como la que satisfacen, por ejemplo,
la densidad de carga y la densidad de corriente en electromagnetismo. Nótese que dicha
ecuación puede escribirse, en forma manifiestamente covariante de Lorentz, como ∂µjµ =
0. Definiendo la carga como J0 =

∫
d3xj0 e integrando (40) sobre todo el espacio y entre

dos tiempos arbitrarios, T1 y T2, tendremos:∫ T2

T1

dt ∂tJ
0 = −

∫ T2

T1

dtd3x ∇⃗.⃗j .

El teorema de Gauss nos permite reemplazar la integral de la divergencia sobre el
volumen espacial (infinito) por una integral, sobre el borde, de la derivada normal de la
densidad de corriente. Si se consideran campos que se anulan suficientemente rápido en
el infinito el miembro derecho de la última ecuación se anula y, realizando explı́citamente
la integral del miembro izquierdo, resulta:

J0(T2) = J0(T1) ,

con lo cual queda demostrado que la carga, tal como la definimos en (36), es una cantidad
conservada. Sin embargo, no es siempre no negativa. Basta un contraejemplo para ver que
no lo es.

En efecto, para una partı́cula libre, la solución de la ecuación de Klein-Gordon para
un dado impulso k⃗ puede escribirse como φ(t, x⃗) = Ne−iEt+ik⃗.x⃗, donde N es un fac-
tor complejo de normalización (verifique que, reemplazada en la ecuación, la satisface,
con E2 = p⃗2 + m2). En este caso, es muy simple calcular explı́citamente el valor de la
densidad de carga, que resulta j0 = E|N |2, independiente del tiempo. Es, obviamente,
positiva, cuando E = +

√
p⃗2 +m2 (soluciones de energı́a positiva), pero resulta negati-

va para las soluciones de energı́a negativa, es decir, E = −
√
p⃗2 +m2. Ciertamente, no

puede interpretarse a la densidad de carga como una densidad de probabilidad. Como con-
secuencia, no puede entenderse la ecuación de Klein-Gordon como la ecuación satisface
UNA partı́cula cuántica relativista. ¿Puede dársele otra interpretación? Como veremos,
la respuesta se encuentra en la Teorı́a Cuántica de Campos, donde la ecuación de Klein-
Gordon será la ecuación clásica satisfecha por un campo escalar (de espı́n nulo). Pero, en
este contexto, el campo se elevará, a posteriori, a la jerarquı́a de un operador, que crea y
destruye partı́culas a partir de un estado de vacı́o, como veremos más adelante.

V.1.2. La ecuación de Dirac
Visto que la ecuación de Klein-Gordon resultaba insatisfactoria desde el punto de

vista de la Mecánica Cuántica Relativista de una partı́cula, Paul Dirac (1902-1984) se
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preguntó si era posible construir una ecuación relativista para un objeto de cuatro com-
ponentes, que sólo contuviera derivadas temporales de primer orden, como ocurre en la
ecuación de Schrödinger no relativista, sin perder la covarianciaa de Lorentz. Este últi-
mo requisito conduce, como veremos, a una ecuación que es también diferencial de pri-
mer orden en las coordenadas espaciales. Como veremos también, tal ecuación admite
una densidad de carga no negativa, pero no resuelve el problema de interpretación de las
energı́as negativas. Sin embargo, como en el caso de Klein-Gordon, la ecuación encuen-
tra una interpretación en teorı́a de campos: se trata de una ecuación que describe, a nivel
clásico en Teorı́a Cuántica de Campos, partı́culas de espı́n 1/2, y resulta ser la adecuada
para tratar casi todas las partı́culas materiales medidas hasta el presente (sólo la partı́cula
de Higgs corresponde, en el modelo estándar de las interacciones fundamentales, a una
partı́cula de espı́n nulo, cuya ecuación clásica de movimiento es la de Klein-Gordon).

En la deducción de su famosa ecuación, Dirac partió de

i
∂ψ

∂t
= Ĥψ , (41)

donde Ĥ es un operador en derivadas primeras con respecto a las coordenadas espaciales y
ψ es un objeto de cuatro componentes complejas, es decir, ψt = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4). Propuso,
entonces,

Ĥψ = (α⃗. ˆ⃗p+ βm)ψ = (−iα⃗.∇⃗+ βm)ψ . (42)

Dado que ψ tiene cuatro componentes, los cuatro coeficientes (αi, i = 1, 2, 3 y β) son
matrices de 4× 4. Ahora, por tratarse de una partı́cula libre, que satisface E2 = p⃗2 +m2,
debe cumplirse que Ĥ2ψ = (p̂21 + p̂22 + p̂23 +m2) Iψ, donde I es la matriz identidad de
4× 4. Esta condición se escribe:(

3∑
i=1

αip̂i + βm

)(
3∑

j=1

αj p̂j + βm

)
ψ =

(
p̂21 + p̂22 + p̂23 +m2

)
Iψ

o, equivalentemente,(
3∑

i=1

α2
i p̂

2
i +

3∑
i=1

∑
j ̸=i

αiαj p̂ip̂j +m

3∑
j=1

(βαj + αjβ) + β2m2

)
ψ (43)

=

(
3∑

i=1

p̂2i +m2

)
Iψ . (44)

De la ecuación anterior resultan condiciones para las cuatro matrices, a saber,

α2
i = I i = 1, 2, 3

αiαj = −αjαi ∀i ̸= j

βαj = −αjβ j = 1, 2, 3

β2 = I . (45)
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Volviendo a la ecuación (42) y multiplicando ambos miembros por β, se tiene:(
βi∂t + βα⃗.i∇⃗ −mI

)
ψ = 0 .

Si se definen nuevas matrices de 4×4 según γ0 = β, γi = βαi, i = 1, 2, 3, la ecuación
de Dirac puede reescribirse (

γ0i∂t + γ⃗.i∇⃗ −mI
)
ψ = 0 .

En notación covariante de Lorentz, la ecuación se escribe

(iγµ∂µ −mI)ψ = 0 = (i/∂ −mI)ψ , (46)

donde se ha introducido la notación usual /∂ = γµ∂µ.
Las matrices gamma recién definidas se conocen como matrices de Dirac y es fácil

ver, usando su definición y las propiedades (45), que las mismas satisfacen

(γ0)2 = I (γi)2 = −I i = 1, 2, 3 γαγβ + γβγα = 0 ∀α ̸= β .

Dichas propiedades pueden escribirse en forma resumida como{
γα, γβ

}
= 2gαβI , (47)

donde gαβ = diag(1,−1,−1,−1)es la matriz inversa de la métrica del espacio de Min-
kowski.

Las relaciones (47) no determinan unı́vocamente el conjunto de cuatro matrices a usar
en la ecuación. Dado un conjunto de matrices que satisfacen esas condiciones, cualquier
otro conjunto de cuatro matrices, relacionadas con las originales mediante una transfor-
mación de semejanza, satisface las mismas relaciones de anticonmutación. En efecto, si
definimos γ̃α = S−1γαS, con S una matriz invertible de 4× 4, se tendrá:{

γ̃α, γ̃β
}
= S−1γαSS−1γβS − S−1γβSS−1γαS

= S−1
{
γα, γβ

}
S = 2gαβS−1IS = 2gαβI .

Por otra parte, la ecuación de Dirac original (46) puede reescribirse:

(iγµ∂µ −mI)SS−1ψ = 0

o, multiplicando a izquierda por S−1,(
iS−1γµS∂µ −mI

)
S−1ψ = 0 .

Si definimos espinores transformados ψ̃ = S−1ψ, esta última ecuación adopta la for-
ma (

iγ̃µ∂µ −mI
)
ψ̃ = 0 ,
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que es la ecuación de Dirac (46), escrita con el nuevo conjunto de matrices gamma y queda
claro que ambas versiones de la ecuación son equivalentes. A estos posibles conjuntos de
matrices gamma se los conoce como distintas representaciones de las matrices de Dirac.
Entre las posibles representaciones, las más usuales son la representación de Dirac-Pauli:

γ0 =

(
I2×2 0
0 −I2×2

)
γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, i = 1, 2, 3 ,

donde σi, i = 1, 2, 3 son las matrices de Pauli ya introducidas en capı́tulos anteriores, y
la representación quiral o de Weyl:

γ0 =

(
0 −I2×2

−I2×2 0

)
γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, i = 1, 2, 3 .

Pero, ciertamente, estas no son las únicas posibilidades. Según vimos, cualquier trans-
formación de semejanza conducirá a otra representación igualmente válida.

A partir de un dado conjunto de cuatro matrices de Dirac puede definirse una quinta
matriz, dada por γ5 = −iγ0γ1γ2γ3. Es fácil ver que (γ5)2 = I y que γ5 anticonmuta
con cada una de las cuatro matrices de Dirac. Su expresión depende, ciertamente, de la
representación elegida. Por ejemplo, en la representación quiral,

γ5 =

(
I2×2 0
0 −I2×2

)
.

Hemos dicho que la ecuación de Dirac describe la dinámica de una partı́cula de espı́n
1/2. Justificaremos esta afirmación en lo que sigue.

Para verlo, volvamos a escribir el hamiltoniano de Dirac en la forma

Ĥψ = (α⃗. ˆ⃗p+ βm) = (−iα⃗.∇⃗+ βm) .

Dado que [xi, pj] = iδij , el operador momento angular orbital ˆ⃗L = ˆ⃗r ∧ ˆ⃗p no conmuta
con el hamiltoniano y no es, por lo tanto, una cantidad conservada. El operador que debe

sumársele vectorialmente a ˆ⃗
L para conseguir un operador que sı́ conmute con Ĥ será el

espı́n de la partı́cula de Dirac. Veamos qué ocurre con la componente ˆ⃗
Lz. En este caso, es

fácil verificar que

[Ĥ,
ˆ⃗
Lz] = [α⃗. ˆ⃗p, x̂p̂y − ŷp̂x] = i(α2p̂x − α1p̂y) .

Si definimos Ŝz = − i
2
α1α2 =

i
4
[γ1, γ2], se muestra que

[Ĥ, Ŝz] = −
i

2
[α1p̂x + α2p̂y, α1α2] = −i(α2p̂x − α1p̂y) .

Por lo tanto, [Ĥ, L̂z + Ŝz] = 0. Lo mismo ocurre con las dos componentes restantes,

con Ŝx = i
4
[γ2, γ3] y Ŝy =

i
4
[γ3, γ1]. Resumiendo, ˆ⃗

J =
ˆ⃗
L+

ˆ⃗
S, suma vectorial del impulso

angular orbital y el espı́n, es el impulso angular conservado.
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Ahora bien, puede verse (por ejemplo, en la representación quiral de las matrices de
Dirac) que Ŝ2 = 3

4
I = s(s + 1)I , con s = 1

2
, lo cual muestra que el espı́n de la partı́cula

es s = 1
2
.

A diferencia de lo que ocurre con la ecuación de Klein-Gordon, para la ecuación de
Dirac es posible definir una cantidad conservada (carga) siempre no negativa. En efecto,
si se definen densidades de carga y de corriente como sigue:

j0 = ψ̄γ0ψ = ψ†ψ, ji = ψ̄γiψ = ψ†γ0γiψ , (48)

donde hemos definido el llamado espinor conjugado de Dirac, ψ̄ ≡ ψ†γ0, puede de-
mostrarse ( lo veremos como un ejemplo de aplicación del Teorema de Noether, cuando
estudiemos Teorı́a de Campos a nivel clásico) que se satisface la ecuación de continuidad:

∂µj
µ = ∂tj

0 + ∇⃗.⃗j = 0 .

De esa ecuación de continuidad, integrada sobre todo el espacio-tiempo se deduce,
igual que lo hicimos para la ecuación de Klein-Gordon, que J0 =

∫
d3x j0 es una cantidad

conservada. Además, de la expresión j0 = ψ†ψ = (ψt)∗ψ es evidente que la densidad
de carga es siempre positiva. Por lo tanto, la ecuación de Dirac ha resuelto uno de los
obstáculos para conciliar la teorı́a de la Relatividad Especial con la Mecánica Cuántica
de una partı́cula. Sin embargo, persiste el problema de la existencia de infinitos estados
con energı́as tan negativas como se quiera. En esas condiciones, una partı́cula de Dirac
elegirı́a decaer a estados de energı́a tan negativa como tiene disponible y la teorı́a no
resultarı́a estable. La solución a este problema, como ya hemos anticipado, se encuentra
en la Teorı́a de Campos, que estudiaremos a continuación.

V.2. Teorı́as de Campos Relativistas

V.2.1. Construcción de acciones clásicas. Ecuaciones clásicas de
movimiento y cargas conservadas

Como ya se adelantó, en este contexto supondremos que un dado sistema está caracte-
rizado por un campo (función de los puntos del espacio-tiempo de Minkowski), que ya no
se entenderá como una función de onda y escribiremos la acción clásica correspondiente.
A partir de dicha acción, determinaremos las ecuaciones clásicas de movimiento, usan-
do las ecuaciones de Euler-Lagrange y buscaremos soluciones generales de las mismas.
Luego, reemplazaremos los coeficientes en dichas soluciones generales por operadores de
creación y aniquilación de partı́culas a partir de un estado de vacı́o, para pasar a la Teorı́a
Cuántica de Campos.

Al construir la acción clásica, impondremos ciertos requisitos:
1) Que sean locales, es decir, que todos los campos y las derivadas de los campos que

aparezcan en ellas estén evaluados en un mismo punto del espacio-tiempo. Esto requiere,
como veremos, la invariancia de los campos frente a traslaciones rı́gidas en el espacio-
tiempo, que son algunas transformaciones del grupo de Lorentz-Poincaré.
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2) Que las acciones sean invariantes frente a transformaciones del grupo propio de Lo-
rentz (ver [20]). Este requisito garantiza la obtención de teorı́as consistentes con la Teorı́a
de la Relatividad Especial. La invariancia frente a transformaciones discretas del grupo
de Lorentz (paridad e inversión temporal, o la combinación de ambas) no necesariamente
debe ser respetada. Por ejemplo, la teorı́a de Glashow-Salam-Weinberg para las interac-
ciones electrodébiles no presenta invariancia frente a paridad (presupone la existencia de
neutrinos izquierdos y no derechos).

3) Que involucren, a lo sumo, dos derivadas de los campos en cada término. Este
requisito garantiza que las ecuaciones clásicas de movimiento presenten, a lo sumo, deri-
vadas segundas de los campos. Puede mostrarse que ecuaciones de orden superior violan
la causalidad.

4) En los casos en que, además de las simetrı́as espacio-temporales de Lorentz existan
simetrı́as internas (por ejemplo, simetrı́as de gauge, que discutiremos más adelante), exi-
giremos que las acciones sean invariantes frente a las correspondientes transformaciones.

La acción clásica será de la forma:

S =

∫
d4x

∑
a=1,..., n

L(Φa, ∂µΦa) ,

donde el ı́ndice discreto a distingue los distintos tipos de campos independientes de
la teorı́a (n en total). L se conoce como la densidad lagrangiana de la teorı́a y es cons-
truida respetando los requisitos anteriormente enumerados. De aquı́se ve que, dado que la
medida es invariante frente a traslaciones r´gidas en el espacio-tiempo, los campos deben
ser tales que, cuando xµ → xµ′ = xµ + dµ, con dµ constante, debe ser Φa(x

µ′) = Φa(x).
También se ve que la invariancia de la acción frente a transformaciones del grupo Lorentz
requiere campos que se transformen frente a las mismas como corresponde a alguna re-
presentación tensorial del grupo, de modo de poder construir una densidad lagrangiana
escalar (invariante).

En forma similar a lo que se hace en la formulación lagrangiana de la Mecánica Clási-
ca, las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange se obtienen exigiendo que la va-
riación de la acción se anule cuando se realizan variaciones de los campos nulas en los
bordes del espacio-tiempo. Tales ecuaciones resultan:

∂µ
∂L

∂ (∂µΦa)
− ∂L

∂Φa

= 0, a = 1, ..., n. (49)

En estas condiciones, vale el teorema debido a la matemática Emmy Noether (1882-
1935), que enunciaremos sin demostración:

Si la acción clásica resulta invariante frente a una dada transformación de campos
y/o coordenadas cuando se satisfacen las ecuaciones clásicas de movimiento, existe una
tetra densidad de corriente que satisface la ecuación de continuidad y, por lo tanto, existe
una carga clásicamente conservada.

Más explı́citamente:
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Dadas transformaciones de la forma:

xµ → xµ + δxµ, Φa → Φa + δΦa ,

si puede mostrarse usando las ecuaciones clásicas de movimiento que, frente a las mismas,
la acción permanece invariante, es decir δS = 0, entonces el tetravector densidad de
corriente, cuyas componentes están dadas por:

jµ =
∑
a

{[
−Lδµν +

∂L

∂ (∂µΦa)

]
δxν − ∂L

∂ (∂µΦa)
δΦa

}
, µ = 0, 1, 2, 3 (50)

satisface la ecuación de continuidad ∂µjµ = 0.
Por supuesto, jµ multiplicada por un factor constante arbitrario seguirá satisfaciendo

la ecuación de continuidad.
Como consecuencia de esta última ecuación, J0 =

∫
d3x j0 es una carga conservada.

Como ejemplos de cargas conservadas asociadas con las simetrı́as espacio temporales de
Lorentz-Poincaré se tienen: energı́a, impulso e impulso angular. En estos casos, ambos
términos contribuyen a la densidad de corriente. Si se trata de simetrı́as internas, en que
sólo se transforman los campos, mientras los puntos del espacio tiempo no sufren trans-
formaciones, sólo el segundo término en (50) contribuye a la densidad de corriente. El
ejemplo más notorio de este caso es la densidad de corriente eléctrica, asociada con la
invariancia frente a transformaciones locales (de gauge) del grupo U(1) de la acción de la
Electrodinámica. Lo veremos en detalle más adelante.

Conocida la acción clásica, la cuantización se realiza en analogı́a con la cuantización
de la mecánica de una partı́cula. En primer lugar, se determina la cantidad canónicamente
conjugada con cada uno de los campos (similares a los impulsos canónicamente conjuga-
dos de cada coordenada en el caso de una partı́cula):

Πa =
∂L

∂ (∂0Φa)
(Φa, ∂µΦb) .

De esta última ecuación, se despejan las derivadas de los campos, ∂µΦb (Φa,Πa) y se
construye la densidad hamiltoniana:

H (Φa,Πa) =
∑
a

ΠaΦ̇a − L (Φa,Πa) .

Finalmente, se pasa a la teorı́a cuántica transformando los campos y sus campos
canónicamente conjugados en operadores e imponiendo, a tiempos iguales, las relaciones
de conmutación (o, como veremos, de anticonmutación para campos de espı́n semiente-
ro): [

Φ̂a(t, x⃗), Π̂b(t, x⃗′)
]
= iIδabδ

3(x⃗− x⃗′) ,

donde I es el operador identidad sobre el espacio de Hilbert, δab es la función delta de
Kronecker (δab = 1 si a = b y δab = 0 si a ̸= b). Por otra parte, δ3(x⃗ − x⃗′) es la
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distribución delta de Dirac. La misma puede definirse, aunque de modo poco riguroso,
por su,propiedad: ∫

d3x′ δ3(x⃗− x⃗′)f(x⃗′) = f(x⃗) ,

donde x pertenece a la región de integración y f(x) es cualquier función (de prueba) que
admita infinitas derivadas y sólo sea no nula en una región espacial finita que incluya x⃗.

Estudiaremos, a continuación, las acciones clásicas correspondientes a campos libres
de espı́n cero (escalar), 1/2 (de Dirac) y 1 (electromagnético), sus correspondientes ecua-
ciones clásicas de movimiento, simetrı́as internas y correspondientes cargas conservadas.
Todos estos campos tienen propiedades de transformación definidas frente a transforma-
ciones del grupo propio de Lorentz, lo cual permite construir acciones invariantes frente a
dichas transformaciones. En el caso del campo escalar, veremos cómo se pasa a la teorıa
cuántica. En los casos restantes, nos limitaremos a mencionar las principales diferencias
del proceso de cuantización con el correspondiente a un campo escalar.

V.2.2. Teorı́as de campos libres
Teorı́a clásica para el campo escalar complejo libre con masa

La densidad lagrangiana para un campo escalar (espı́n cero) libre, con masam está da-
da por:

L = ∂µφ∗∂µφ−m2φ∗φ , (51)

donde φ y φ∗ serán tratados como campos independientes. Nótese que, según los reque-
rimientos generales, esta densidad lagrangiana es invariante frente a transformaciones del
grupo propio de Lorentz- Poincaré. En efecto, si φ y φ∗ son escalares de Lorentz (per-
manecen invariantes ante tales transformaciones), ∂µφ∗ se transforma como un vector
contravariante y ∂µφ lo hace como un vector covariante. Por lo tanto la contracción de
ambos (recordar que hay una suma implı́cita sobre µ) resulta invariante. El término de
masa también lo es, de modo evidente.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange (49) se escriben, en este caso:

∂µ
∂L

∂ (∂µφ)
− ∂L

∂φ
= 0, ∂µ

∂L

∂ (∂µφ∗)
− ∂L

∂φ∗ = 0

y conducen, teniendo en cuenta la forma explı́cita de L, a:

∂µ∂
µφ∗ −m2φ∗ = 0, ∂µ∂

µφ−m2φ = 0 .

Se ve, entonces, que tanto φ como φ∗ satisfacen, como ecuación clásica de movimien-
to, la ecuación de Kelin-Gordon, estudiada en la sección V.1.1.

Aparte de la invariancia frente a tranformaciones del espacio-tiempo, la teorı́a es in-
variante frente a las siguientes transformaciones de campos, que no afectan a las coorde-
nadas (simetrı́a interna):

φ→ eiαφ, φ∗ → e−iαφ∗ , (52)
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con α ∈ R, cualquier número real, el mismo en todos los puntos del espacio-tiempo.
Es muy fácil verificar que tal invariancia existe. En efecto, frente a dicha transforma-

cion de los campos se tiene:

L→ ∂µ
(
e−iαφ∗) ∂µ (eiαφ)−m2e−iαφ∗eiαφ . (53)

Dado que α no depende del punto, las exponenciales pasan a través de las derivadas y
se cancelan, resultando que el lagrangiano transformado coincide con el original. Nótese
que estas transformaciones de los campos corresponden a multiplicarlos por una ”matriz”
unitaria de 1 × 1 (si U = eiα, U † = e−iα y se satisface la condición de unitariedad
U †U = UU † = 1). se dice que la teorı́a tiene una invariancia U(1), o que U(1) es una
simetrı́a interna de la teorı́a de un campo escalar.

Como se recordará, el teorema de Noether predice, entonces, la existencia de una
densidad de corriente que satisface la ecuación de continuidad. Tal corriente, está dada
por la expresión (50) que, en este caso, se reduce a:

jµ = − ∂L

∂ (∂µφ)
δφ− ∂L

∂ (∂µφ∗)
δφ∗ .

Si consideramos variaciones infinitesimales de los campos, para las cuales eiα ∼ iα y
e−iα ∼ −iα, y derivamos la densidad lagrangiana (51), encontramos:

jµ = iα (φ∗∂µφ− φ∂µφ∗) . (54)

Como vemos, esta densidad de corriente, salvo por el factor multiplicativo constante,
que es siempre arbitrario, coincide exactamente con la densidad de corriente encontrada
al estudiar la ecuación de Klein-Gordon.

Cuantización del campo escalar complejo libre

La densidad lagrangiana (51) puede reescribirse haciendo explı́cita la suma sobre µ,
para obtener:

L = ∂0φ
∗∂0φ−

∑3

i=1
∂iφ

∗∂iφ−m2φ∗φ .

Las cantidades canónicamente conjugadas de ambos campos son, entonces:

Π =
∂L

∂0φ
= φ̇∗, Π∗ =

∂L

∂0φ∗ = φ̇ . (55)

La densidad Hamiltoniana, escrita en términos de Π, Π∗ y las derivadas de los campos
resulta, entonces,

H = Π∗Π+ ∇⃗φ∗.∇⃗φ+m2φ∗φ . (56)
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Ahora bien, dado que ambos campos satisfacen la ecuación de Klein-Gordon, pode-
mos escribir las soluciones clásicas más generales para ambos en la forma:

φ =

∫
d3k

(2π)3
√
2ωk

(
ake

−i(ωkt−k⃗.x⃗) + cke
i(ωkt−k⃗.x⃗)

)
φ∗ =

∫
d3k

(2π)3
√
2ωk

(
bke

−i(ωkt−k⃗.x⃗) + dke
i(ωkt−k⃗.x⃗)

)
, (57)

con ωk = +
√
k2 +m2. Los coeficientes ak y bk multiplican soluciones de energı́a po-

sitiva (E = +ωk). Los coeficientes ck y dk, en cambio, acompañan a las soluciones de
energı́a negativa (E = −ωk). Pero estos coeficientes indeterminados en ambas soluciones
generales no son independientes, dado que los campos deben ser uno conjugado del otro.
Por lo tanto, ck = b∗k y dk = a∗k, de modo que tenemos, para los campos clásicos:

φ =

∫
d3k

(2π)3
√
2ωk

(
ake

−i(ωkt−k⃗.x⃗) + b∗ke
i(ωkt−k⃗.x⃗)

)
φ∗ =

∫
d3k

(2π)3
√
2ωk

(
bke

−i(ωkt−k⃗.x⃗) + a∗ke
i(ωkt−k⃗.x⃗)

)
. (58)

Ahora reemplazaremos los coeficientes indeterminados por operadores que actúan so-
bre un espacio vectorial abstracto, que constituye un espacio de Hilbert. Reemplazaremos
ak y bk, por sendos operadores âk y b̂k. Los primeros, cada vez que actúan sobre un vec-
tor del espacio de Hilbert, destruyen una partı́cula de tipo a. Los segundos, destruyen
partı́culas de tipo b. A ambos se los denomina operadores de destrucción. A su vez, los
coeficientes numéricos a∗k y b∗k serán reemplazados por sendos operadores, a†k y b†k, adjun-
tos de los anteriores. Los primeros, actuando sobre el espacio de Hilbert, crean partı́culas
de tipo a y los segundos, crean partı́culas de tipo b. A ambos se los denomina operadores
de creación. Todos los vectores del espacio de Hilbert pueden obtenerse aplicando opera-
dores de creación sobre uno, llamado el estado de vacı́o y anotado |0 >, que satisface:

âk|0 >= b̂k|0 >= 0,∀k .

Ası́, por ejemplo, â†k|0 > representa un estado en que existe una partı́cula de tipo a,
con impulso k. A su vez, b̂†k′ â

†
k|0 > es un estado que contiene una partı́cula de tipo a, con

impulso k y una de tipo b, con impulso k′.
Ahora, nuestros campos se han transformado en operadores:

φ̂ =

∫
d3k

(2π)3
√
2ωk

(
âke

−i(ωkt−k⃗.x⃗) + b̂†ke
i(ωkt−k⃗.x⃗)

)
φ̂† =

∫
d3k

(2π)3
√
2ωk

(
b̂ke

−i(ωkt−k⃗.x⃗) + â†ke
i(ωkt−k⃗.x⃗)

)
. (59)

El campo φ̂ destruye partı́culas de tipo a y crea partı́culas de tipo b, mientras φ̂†

destruye partı́culas de tipo b y crea partı́culas de tipo a.
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También Π y Π∗ son ahora operadores sobre el espacio de Hilbert y, a partir de sus
expresiones en (55) se ve que adoptan la forma:

Π̂ = ∂tφ̂
† = −

∫
d3k

iωk

(2π)3
√
2ωk

(
b̂ke

−i(ωkt−k⃗.x⃗) − â†ke
i(ωkt−k⃗.x⃗)

)
Π̂† = ∂tφ̂ = −

∫
d3k

iωk

(2π)3
√
2ωk

(
âke

−i(ωkt−k⃗.x⃗) − b̂†ke
i(ωkt−k⃗.x⃗)

)
. (60)

Es sobre estos operadores y sobre los operadores de campo que debemos imponer la
relaciones de conmutación a tiempos iguales

[
φ̂(t, x⃗), Π̂(t, x⃗′)

]
= iIδ3(x⃗− x⃗′),

[
φ̂†(t, x⃗), Π̂†(t, x⃗′)

]
= iIδ3(x⃗− x⃗′)

y los restantes conmutadores nulos. De imponer estas condiciones, resultan relaciones de
conmutación entre los operadores de creación y destrucción:[

âk, a
†
k′

]
=
[
b̂k, b

†
k′

]
= (2π)32ωkIδ

3(k⃗ − k⃗′) (61)

El hamiltoniano, obtenido integrando (56) sobre toda la región espacial, también se
ha transformado en un operador, y está dado por:

Ĥ =
1

2

∫
d3k

(2π)3
ωk

(
â†kâk + âkâ

†
k + b̂†kb̂k + b̂kb̂

†
k

)
.

Utilizando las relaciones de conmutación (61), la última expresión puede reesccribir-
se:

Ĥ =

∫
d3k

(2π)3
ωk

(
â†kâk + b̂†kb̂k + I“δ3(0)”

)
.

La delta de Dirac en el último término ha sido encomillada porque carece de senti-
do. En efecto, dicha distribución diverge cuando su argumento se anula. Para evitar esta
verdadera catástrofe en la teorı́a, se impone, sobre todos los operadores de la teorı́a, la
llamada prescripción de orden normal, que consiste en usar las reglas de conmutación
para escribir todos los operadores de destrucción a la derecha de los operadores de des-
trucción, y eliminar los términos proporcionales al operador identidad. Adoptando esta
prescripción tenemos, para el hamiltoniano de la teorı́a ordenado normalmente:

: Ĥ :=

∫
d3k

(2π)3
ωk

(
â†kâk + b̂†kb̂k

)
,

donde el sı́mbolo :: indica que hemos tomado los operadores en orden normal. Vemos que
ambos tipos de partı́culas, tanto las creadas por los â† como las creadas por b̂†, contribuyen
con signo positivo al operador hamiltoniano.

Procediendo del mismo modo con la carga obtenida al integrar sobre todo el espacio
j0, dada en (54), se obtiene

: J0 :=

∫
d3k

(2π)3

(
â†kâk − b̂

†
kb̂k

)
.
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Nótese que las partı́culas de tipos a y b contribuyen a la carga cuántica con signos
opuestos. Como consecuencia de los dos últimos comentarios, vemos que unas son las
antipartı́culas de las otras y que hemos reinterpretado las soluciones de energı́as negativas
como antipartı́culas de energı́as positivas.

Teorı́a de campos de Dirac (espı́n 1/2) libre con masa

En este caso, la densidad lagrangiana de la teorı́a clásica se escribe:

L =
i

2

(
ψ̄γµ∂µψ − ∂µψ̄γµψ

)
−mψ̄ψ , (62)

donde ψ̄ = ψ†γ0 es el espinor conjugado de Dirac ya definido.
La expresión anterior suele escribirse, en forma abreviada:

L =
i

2

(
ψ̄γµ
←−−→
∂ µψ

)
−mψ̄ψ , (63)

A partir de este lagrangiano es fácil, tratando a ψ y ψ̄ como campos independien-
tes, determinar las ecuaciones clásicas de movimiento usando las ecuaciones de Euler-
Lagrange:

∂µ
∂L

∂ (∂µψ)
− ∂L

∂ψ
= 0, ∂µ

∂L

∂
(
∂µψ̄

) − ∂L

∂ψ̄
= 0 ,

que dan por resultado:

(iγµ∂µ −m)ψ = 0, ψ̄(iγµ
←−
∂µ +m) = 0 ,

donde
←−
∂µ indica que las derivadas actúan sobre el espinor que está a su izquierda.

Obsérvese que ψ satisface la ecuación de Dirac. Nótese también que, si se reemplazan
estas ecuaciones de movimiento en la densidad lagrangiana, la misma se anula, lo cual
indica que se tiene una teorı́a clásica que es trivial. Sin embargo, la teorı́a cuántica que se
deriva de ella no lo es.

Además de ser invariante frente a transformaciones espacio-temporales del grupo de
Lorentz-Poincaré, la acción respeta la simetrı́a interna global U(1) correspondiente a las
transformaciones:

ψ → eiαψ, ψ̄ → ψ̄e−iα ,

con α un número real arbitrario (el mismo en todos los puntos del espacio-tiempo).
La densidad de corriente de Noether asociada con esta invariancia puede obtenerse a

partir del teorema de Noether (50):

jµ = − ∂L

∂(∂µψ)
δψ − δψ̄ ∂L

∂(∂µψ̄)
.

Una vez calculadas las derivadas de (63) necesarias, y considerando transformaciones
infinitesimales, para las cuales δψ = iαψ, δψ̄ = −iαψ̄, se obtiene:

jµ = ψ̄γµψ (64)
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que coincide, salvo una eventual constante multiplicativa, con el tetravector discutido en
la sección V.1.2. La integral de su componente cero es una carga conservada que, como
veremos al estudiar la Electrodinámica Cuántica, donde la simetrı́a U(1) se transforma
en local (de gauge), no es otra cosa que la carga eléctrica de las partı́culas de materia
masivas, representadas por espinores de Dirac.

En el caso particular de campos de Dirac sin masa existe, como puede demostrarse
fácilmente recordando que {γ5, γµ} =, otra simetrı́a interna, conocida como U(1) qui-
ral. En efecto, el lagrangiano resulta invariante frente a ψ → eiαγ

5
ψ, ψ̄ → ψ̄e−iαγ5 . La

correspondiente densidad de corriente de Noether es:

jµ5 = ψ̄γµγ5ψ .

La cuantización de campos de Dirac se realiza de modo análogo a como lo hemos
hecho en el caso escalar, salvo por una diferencia crucial: en lugar de las relaciones de
conmutación (61), los operadores de creación y aniquilación (caracterizados ahora por un
segundo subı́ndice, que rotula los posibles valores de la proyección del espı́n) satisfacen
relaciones de anticonmutación:{

âk,s, a
†
k′,s′

}
=
{
b̂k,s, b

†
k′,s′

}
= (2π)32ωkIδs,s′δ

3(k⃗ − k⃗′) .

Esta diferencia tiene una consecuencia de la mayor importancia: implica que, a diferen-
cia de las partı́culas escalares, de las cuales un número ilimitado puede convivir en un
mismo estado (tienen, por lo tanto, la estadı́stica de Bose Einstein) las partı́culas de Di-
rac satisfacen la estadı́stica de Fermi-Dirac y respetan, en consecuencia, el principio de
exclusión. Este es un hecho general: las partı́culas de espı́n entero son bosones, las de
espı́n semientero son fermiones. Es interesante destacar aquı́ que sólo en el marco de la
Teorı́a Cuántica de Campos Relativista puede demostrarse formalmente la relación espı́n-
estadı́stica. En efecto, si queremos crear, a partir del vacı́o, dos partı́culas con los mismos
números cuánticos tendrı́amos, por ejemplo,

â†k,sâ
†
k,s|0 >= −â

†
k,sâ

†
k,s|0 >= 0 ,

como resultado de las reglas de anticonmutación. Nótese que tal situación no está prohi-
bida en el caso del campo escalar, donde valen reglas de conmutación. Por lo tanto, las
partı́culas correspondientes son fermiones en el caso presente y bosones en el caso escalar.

Teorı́a clásica para el campo vectorial (espı́n 1) sin masa: El Electromagnetismo sin
fuentes en notación covariante de Lorentz

La dinámica clásica del sistema se obtendrá escribiendo la densidad lagrangiana para
el campo A, llamado potencial vector, de componentes A0(t, x⃗) = ϕ(t, x⃗), A⃗ = A⃗(t, x⃗),
donde ϕ(t, x⃗) es el potencial escalar de la formulación no covariante de Lorentz y A⃗(t, x⃗)
es el potencial vector de la misma formulación. (Recuerde que los campos electromagnéti-
cos están dados por E⃗ = −∇⃗ϕ− ∂0A⃗, B⃗ = ∇⃗ ∧ A⃗).
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A partir del campo A : (A0, A⃗), cuyas componentes Aµ se transforman ante transfor-
maciones de Lorentz como corresponde a un tetravector contravariante, puede definirse
un tensor de segundo orden, dos veces covariante, conocido como tensor de campos, de
la siguiente manera:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ = −Fνµ , (65)

donde hemos puesto de manifiesto que se trata de un tensor antisimétrico ante el intercam-
bio de sus dos ı́ndices. La densidad lagrangiana de la teorı́a clásica se escribe de modo
muy sencillo en términos del tensor de campos:

L = −1

4
F µνFµν .

Dado que los ı́ndices espacio-temporales están contraı́dos, se trata, evidentemente de
un invariante de Lorentz. En términos del potencial vector, se tiene:

L = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ) (∂µAν − ∂νAµ) .

Utilizando la fórmula de Euler-Lagrange para cada componente del campo se obtie-
nen las ecuaciones clásicas de movimiento. Escritas en términos del tensor de campos,
adoptan la forma:

∂µF
µν = ∂0F

0ν + ∂jF
jν = 0 .

Es directo verificar que, reescritas en términos de los campos eléctrico y magnético
las mismas no son otra cosa que la ecuaciones de Maxwell llamadas inhomogéneas, en
ausencia de cargas. En efecto, para ν = 0, resulta ∇⃗.E⃗ = 0, mientras los ı́ndices ν
espaciales conducen a −∂tE⃗ + ∇⃗ ∧ B⃗ = 0.

Notemos que las dos restantes ecuaciones de Maxwell (homogéneas, incluso, en pre-
sencia de cargas) no aparecen a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Sin embargo,
son una consecuencia inmediata del carácter antisimétrico del tensor de campos, que sa-
tisface las llamadas identidades de Bianchi:

∂γFαβ + ∂αFβγ + ∂βFγα = 0 .

Reescritas en términos de E⃗ y B⃗, estas ecuaciones son ∂tB⃗ + ∇⃗ ∧ E⃗ = 0 y ∇⃗.B⃗ = 0.
Particularmente importante (como se verá cuando estudiemos la Electrodinámica cuánti-

ca) es la invariancia de la densidad lagrangiana ante transformaciones de los campos:

Aµ(t, x⃗)→ Aµ(t, x⃗) + ∂µα(t, x⃗) ,

donde la función α(t, x⃗) es invariante ante transformaciones de Lorentz.
A esta simetrı́a interna,válida para el campo electromagnético libre, se la conoce como

invariancia de gauge del electromagnetismo. Veremos, en nuestro estudio de la Electro-
dinámica, donde el campo vectorial se acopla con la corriente U(1) de los campos de

112



V.2 TEORÍAS DE CAMPOS RELATIVISTAS

Dirac de materia, la invariancia de la teorı́a requiere la transformación simultánea de am-
bos tipos de campos.

Siempre de acuerdo con el teorema de Noether, La densidad de corriente que, en el
presente caso, satisface la ecuación de continuidad es:

jµ =
∂L

∂µAν

δAν = −F µν∂να ,

donde hemos usado la expresión explı́cita de L y δAν(t, x⃗) = ∂να(t, x⃗).
Es interesante notar, aquı́, que la carga conservada asociada con esta densidad de co-

rriente es J0 =
∫
d3x j0 = −

∫
d3xF 0i∂iα = −

∫
d3x ∂i(F

0iα), donde hemos integrado
por partes y usado la ecuación clásica de movimiento. Dado que se trata de la integral
sobre el volumen espacial de una divergencia, se reduce a una integral sobre el borde de
la región (en el infinito) que se anula si los campos, como ocurre en este caso, se anulan
en el infinito.

La cuantización del campo electromagnético libre se realiza en forma muy similar a
como lo hicimos para el campo escalar, salvo por algunas dificultades provenientes del
carácter transversal del campo electromagnético, que obliga a imponer la anulación de
sus componentes longitudinales durante el proceso de cuantización y conduce al llamado
método de Gupta-Bleuler.

Es importante destacar que, como en el caso del campo escalar, se obtienen en ese
proceso, relaciones de conmutación para los operadores de creación y aniquilación. Las
partı́culas de la teorı́a resultan, como consecuencia, bosones. Tales partı́culas no son otra
cosa que fotones, que satisfacen la estadı́stica de Bose-Einstein. Además, como conse-
cuencia de nuestra reciente discusión sobre la anulación de su carga, resulta que los foto-
nes no se acoplan consigo mismos (tampoco a nivel cuántico).

V.2.3. Teorı́as de campos interactuantes
La Electrodinámica Cuántica (QED) y las reglas de Feynman

En Mecánica Clásica, el lagrangiano de una partı́cula en presencia de un campo elec-
tromagnético se obtiene reemplazando, en el lagrangiano libre:

E = p0 → p0 − q A0, p⃗→ p⃗− qA⃗

o, escrito en forma covariante de Lorentz, pµ → pµ − q Aµ, µ = 0, 1, 2, 3, donde q es la
carga eléctrica de la partı́cula (−|e| en el caso de electrones).

Teniendo en cuenta que, al pasar a la teorı́a cuántica, se reemplaza pµ por−i∂µ, resulta
natural, para un campo de Dirac en interacción con el campo electromagnético, realizar en
la acción libre el reemplazo −i∂µ → −i∂µ − qAµ o, de manera equivalente, ∂µ → Dµ =
∂µ − iqAµ. La derivada ası́ mmodificada se conoce como derivada covariante de gauge,
por razones que resultarán claras más adelante. A este modo de acoplar ambos campos en
interacción se le da el nombre de acoplamiento mı́nimo.
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Al realizar esta sustitución tendremos para la porción del lagrangiano correspondiente
al campo de materia en interacción:

L1 = ψ̄

[
γµ(

i

2

←−−→
∂ µ + q Aµ)−m

]
ψ . (66)

Sumando a esta densidad lagrangiana la correspondiente al campo electromagnético
libre, tendremos la densidad lagrangiana de la Electrodinámica Cuántica (QED), dada
por:

LQED = −1

4
F µνFµν + ψ̄

[
γµ(

i

2

←−−→
∂ µ + q Aµ)−m

]
ψ . (67)

Nótese que esta densidad lagrangiana contiene un término, ψ̄
[
γµ i

2

←−−→
∂ µ −m

]
ψ, co-

rrespondiente a partı́culas de materia libres, usualmente llamado término cinético del
campo de materia, otro correspondiente al campo electromagnético libre, o término cinéti-
co del campo electrmagnético (−1

4
F µνFµν) y, finalmente, un término de interacción,

q ψ̄γµAµψ.
Aplicando la fórmula de Euler-Lagrange a todos los campos independientes de la

teorı́a se obtienen, para el campo electromagnético, las ecuaciones de Maxwell inho-
mogéneas:

∂µF
µν = jν ,

con jν = q ψ̄γµψ o, más explı́citamente, en términos de los campos eléctrico y magnético:

∇⃗.E⃗ = j0 = qψ̄γ0ψ, −∂tE⃗ + ∇⃗ ∧ B⃗ = j⃗ = qψ̄γ⃗ψ .

Las ecuaciones de Maxwell homogéneas que, como ya comentamos, son consecuen-
cia del carácter antisimétrico de F µν , no cambian con respecto al caso libre.

Por su parte, los campos ψ y ψ̄ satisfacen:

(iγµDµ −m)ψ = 0, ψ̄(iγµ
←−
Dµ +m) = 0 ,

donde Dµ es la derivada covariante de gauge antes definida. La primera de estas ecuacio-
nes es la ecuación de Dirac correspondiente a un campo de materia en interacción con el
campo electromagnético.

Es evidente, a partir de la expresión de la densidad lagrangiana (67) que la simetrı́a
U(1) caracterı́stica del campo de Dirac libre,

ψ → eiαψ, ψ̄ → ψ̄e−iα ,

con α un número real arbitrario (el mismo en todos los puntos del espacio-tiempo), tam-
bién es una invariancia de QED.

Pero QED resulta también invariante frente a la transformación simultánea de todos
los campos de la teorı́a:

ψ → eiα(t,x⃗)ψ, ψ̄ → ψ̄e−iα(t,x⃗), Aµ → Aµ +
1

q
∂µα(t, x⃗) . (68)
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Se dice que la electrodinámica es invariante frente a transformaciones de gauge (loca-
les) basadas en el grupo U(1) (los campos de materia se multiplican por elementos de ese
grupo, es decir, matrices unitarias de 1× 1 o, lo que es igual, complejos de módulo 1).

En efecto, es inmediato verificar (ver ejercicio propuesto al final del capı́tulo) que,
ante tal transformación, la derivada covariante satisface:

Dµψ → eiα(t,x⃗)Dµψ .

Es, precisamente, debido a este hecho que la derivada ası́ modificada recibe el nombre de
derivada covariante de gauge (frente a transformaciones de gauge se transforma COMO el
campo de materia). Es esta ley de tranformación, junto con la del campo ψ̄ y la invariancia
de F µν ante la transformación del campo electromagnético, la que conduce a la invariancia
de nuestra densidad lagrangiana total de QED. A esta simetrı́a interna se la conoce como
invariancia U(1) (porque los campos de materia siguen siendo multiplicados por una fase
escalar, que es una matriz unitaria de 1 × 1) local (porque, ahora la fase cambia punto a
punto del espacio-tiempo) o invariancia U(1) de gauge.

Es fácil comprobar que los campos de materia contribuyen a la densidad de corriente
de Noether correspondiente con jµ = qψ̄γµψ. Es justamente ésta la densidad de corriente
que aparece en las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas para el campo electromagnético
y actúa, por lo tanto, como fuente del mismo. Nótese, además, que el término de interac-
ción en la densidad lagrangiana es, precisamente, jµAµ.

La cuantización de los campos Aµ, ψ y ψ̄ se realiza imponiendo condiciones de con-
mutación sobre los primeros y de anticonmutación sobre los dos últimos, según se ex-
plicó en el contexto de las correspondientes teorı́as libres. Este proceso conduce a una
teorı́a de perturbaciones alrededor de la teorı́a libre, en la cual los órdenes sucesivos tie-
nen números crecientes de lazos cerrados (loops) y, como consecuencia, potencias ca-
da vez mayores de ~, cuando se recuperan las unidades fı́sicas. Este desarrollo permite
calcular, al orden deseado, las amplitudes de probabilidad de los diversos procesos de
desintegración y dispersión predichos por QED.

Por ejemplo, si una partı́cula en reposo se desintegra en dos partı́culas finales, la pro-
babilidad diferencial de desintegración se escribe:

dΓ =
d

2~m1

δ4(p1 − p2 − p3)|M |2
d3p2

(2π)
3
22E2

d3p2

(2π)
3
22E2

,

donde d es un producto de factores 1
j!

por cada grupo de j partı́culas idénticas en el estado
final, p1 es el tetraimpulso de la partı́cula inicial, p2 y p3 don los tetraimpulsos de las
partı́culas en el estado final y la distribución delta de Dirac impone la conservación del
tetraimpulso entre los estados inicial y final.

Similarmente, si se produce un choque entre dos partı́culas, que da origen a otras dos
en el estado final, 1+2→ 3+4, la correspondiente probabilidad diferencial de ocurrencia
del proceso, también conocida como sección eficaz diferencial del mismo, estará dada por

dσ =
~2d

4
√
(p1.p2)−m1m2

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)|M |2
c d3p2

(2π)
3
22E3

c d3p2

(2π)
3
22E4

,
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y expresiones similares para procesos que involucran mayor número de partı́culas inicia-
les y/o finales. Toda la dinámica del proceso estudiado está contenida en M y es esta la
cantidad que se calcula en forma perturbativa en cada caso. Su valor puede representar-
se esquemáticamente usando los llamados diagramas de Feynman y las correspondientes
reglas para obtener M , que se describen a continuación, en el espacio de impulsos.

El diagrama más simple es el de la figura 38

Figura 38: Diagrama correspondiente a un vértice

a) El punto x se denomina vértice. Por cada vértice debe incluirse un factor −i|e|γµ
(hemos supuesto que las partı́culas de materia son electrones y positrones, el valor ab-
soluto de cuyas cargas es |e|). Además, por cada vértice, debe escribirse un factor que
imponga la conservación del tetraimpulso, dada por (2π)4δ4(

∑
i pi), donde los tetraim-

pulsos entrantes aparezcan con signo positivo y los salientes, con signo negativo.
Las lı́neas que, como en este caso, están unidas a un único vértice y no formas lazos

se denominan patas externas. Para ellas, las reglas de Feynman son las siguientes:
b) Las lı́neas rectas pueden representar electrones o positrones. Si contienen flechas

entrantes al vértice, pueden representar electrones entrantes o positrones salientes, según
el proceso que estemos estudiando (en efecto, las flechas sobre lı́neas continuas marcan el
sentido de flujo de carga negativa). En el primer caso, debe incluirse en el cálculo una so-
lución de la ecuación de Dirac (espinor) de energı́a positiva (factor u(s, p)); en el segundo,
una solución de la misma ecuación con energı́a negativa (factor v(p, s)). Si, en cambio, se
trata de flechas salientes del vértice, pueden representar un electrón saliente o un positrón
entrante. En el primer caso debe incluirse en el cálculo un espinor conjugado de Dirac
de energı́a positiva (factor ū(s, p) = u(s, p)γ0). En el segundo, un espinor conjugado de
Dirac de energı́a negativa (factor v̄(s, p) = v(s, p)γ0).

c) Las lı́neas onduladas representan fotones (cuantos del campo electromagnético). Si
se trata de fotones entrantes, debe incluirse un factor ϵµ, donde ϵ es el vector de polariza-
ción del campo electromagnético. Si se trata de fotones salientes el factor será, en cambio,
(ϵ)∗.

d) Los diagramas sin lazos, llamados diagramas de orden árbol, pueden presentar,
además, lı́neas internas (que unen dos vértices), tanto rectas como onduladas. En el caso
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de las primeras, como la que aparece en el diagrama árbol para la aniquilación de un par
electrón-positrón, para dar origen a dos fotones de la figura 39, debe incluirse en el cálculo
un propagador de electrón o, equivalentemente, un factor i (/p+m)

p2−m2 . Si se trata de lı́neas
internas de fotón, como en el diagrama de dispersión electrón-electrón con intercambio
de un fotón virtual de la figura 40, debe incluirse un propagador de fotón (factor −igµν

p2
).

Figura 39: Diagrama árbol para la aniquilación de un par electrón-positrón

Figura 40: Diagrama árbol para la dispersión electrón-electrón

A órdenes superiores al orden árbol, aparecen las auténticas contribuciones cuánticas,
en forma de diagramas con loops fermiónicos y/o fotónicos. Un ejemplo es el diagrama de
la figura 41, que muestra la creación y posterior aniquilación de un par electrón-positrón
virtual (no medible en forma directa).

e) Para cada loop debe integrarse, además, sobre todos los impulsos de las lı́neas que
lo recorren. Si se trata de un loop fermiónico, como el de la figura 41, debe agregarse,
además, un factor −1 y tomarse la traza de todas las matrices de Dirac que hayan apare-
cido.

Las reglas de Feynman a)-e) darán por resultado una delta de Dirac de conservación
del tetraimpulso total, acompaada del factor iM . Es el módulo al cuadrado de este último
factor el que permite calcular probabilidades de desintegración y secciones eficaces de
dispersión, como ya dijimos.

Ahora bien, la integración sobre tetraimpulsos internos en los diagramas con loops
conduce, en general, a la aparición de divergencias. Por ejemplo, el diagrama de la figura
42, conocido como autoenergı́a de electrón, requiere integrar sobre el impulso interno q
un factor 1

q2
proveniente del propagador del fotón, multiplicado por otro factor /p−/q

(p−q)2
∼
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Figura 41: Creación y aniquilación de un par virtual

1
q
, proveniente del propagador del electrón. Aparte de factores numéricos se tiene, para

impulsos grandes, una integral del tipo∫
d4q

1

|q|3
,

que presenta una divergencia logarı́tmica para impulsos |q| → ∞.

Figura 42: Autoenergı́a del electrón

Estas divergencias y otras, en potencias del impulso, aparecen a todos los órdenes
al calcular diagramas con loops. Para dar sentido, aún ası́, a la Electrodinámica Cuánti-
ca, deben aplicarse los procedimientos de regularización y renormalización. El primero
consiste en aislar las partes divergentes de las partes finitas. La renormalización, consiste
en agregar, en el lagrangiano clásico, los llamados contratérminos, que tengan la mis-
ma dependencia de las constantes fı́sicas que aparece en las divergencias aisladas. Como
consecuencia, las constantes fı́sicas renormalizadas no pueden predecirse, y deben ser de-
terminadas mediante medidas experimentales. Sin embargo, una vez medidas para una
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cierta energı́a, la teorı́a predice su variación al variar esta última magnitud. Por ejemplo,

βQED(α) = µ
∂α

∂µ
> 0 ,

donde µ es la escala de energı́a, de modo que la constante de acoplamiento de QED crece
con la energı́a. A bajas energı́as, α = 1

137
mientras que, para energı́as del orden de 90

GeV, α = 1
127

.
Para poder concretar este proceso de renormalización es necesario que la cantidad de

divergencias de distintos tipos no supere el número de constantes fı́sicas en el lagrangiano
clásico, en cuyo caso se dice que la teorı́a es renormalizable. Este es el caso para QED,
gracias a que la misma es invariante de gauge. Notar que tal invariancia no existirı́a si el
lagrangiano del campo mediador Aµ tuviese un término de masa. Este es el problema que
aparece al formular una teorı́a de campos cuántica para interacciones de corto alcance,
como las interacciones débiles, según veremos en breve.

Teorı́a de Yang y Mills SU(3): la Cromodinámica Cuántica (QCD)

Como hemos visto, la invariancia de la acción de QED frente a transformaciones U(1)
de gauge está asegurada por la elección de un acoplamiento mı́nimo entre campos de ma-
teria (masivos o no) y campos de gauge Aµ sin masa. Tal simetrı́a garantiza la obtención
de una teorı́a cuántica de campos renormalizable y, por lo tanto, con sentido fı́sico. Esta
construcción de teorı́as invariantes de gauge puede extenderse a casos en que las trans-
formaciones de campos de materia se realicen multiplicando por fases que no sean meros
números reales (matrices de 1 × 1), sino matrices unitarias de dimensiones mayores con
determinante +1. Dado que tales matrices, en general, no conmutan entre sı́, el grupo de
transformaciones que dejan la acción invariante será un grupo no conmutativo, también
llamado no abeliano. La idea de representar las restantes interacciones fundamentales
con tales teorı́as fue introducida, en 1954, por Chen-Ning Yang (1922-) y Robert Mills
(1927-1999).

Entre estas teorı́as de gauge, aquélla basada en el grupo SU(3) se conoce como Cro-
modinámica Cuántica (QCD) y describe la interacción fuerte entre quarks. Esta teorı́a se
construye de modo muy similar a como se construye QED, pero exigiendo ahora la inva-
riancia frente a transformaciones de fase locales de los campos fermiónicos caracterizadas
por matrices del grupo SU(3) (de 3 × 3, unitarias, con determinante +1). Tales matrices
pueden escribirse como:

U(θ1, ..., θ8;x) = ei
∑8

a=1 Taθa(x) .

En esta expresión, Ta, a = 1, 2, ..., 8 son los llamados generadores del grupo, matrices
de 3 × 3 autoadjuntas, de traza nula, θa(x), a = 1, 2, ..., 8 son ocho funciones arbitrarias
de los puntos del espacio-tiempo, que hemos denominado x. En estas condiciones, es fácil
verificar que las matrices U(θ1, ..., θ8;x) resulta, en efecto, ser unitarias y tener determi-
nante +1.
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Deseamos construir una densidad lagrangiana que resulte invariante frente a las trans-
formaciones de fase de los campos de materia fermiónicos

ψ(x)→ ei
∑8

a=1 Taθa(x)ψ(x), ψ̄(x)→ ψ̄(x)e−i
∑8

a=1 Taθa(x) , (69)

combinadas con adecuadas transformaciones de los campos de gauge. Dado queU(θ1, ..., θ8;x)
es una matriz de 3×3, los campos fermiónicos serán, ahora, vectores de tres componentes
(tripletes), caracterizadas por un ı́ndice llamado color:

ψ(x) =

 ψ(x)r
ψ(x)g
ψ(x)b

 .

Aquı́, r, g, b representan los tres posibles valores de dicho ı́ndice, llamados colores rojo,
verde y azul (de ahı́ el nombre de Cromodinámica). Por supuesto, cada una de las tres
componentes será, además, un espinor de Dirac de cuatro componentes.

Los campos de gauge Gµ de la teorı́a son, como los de QED no masivos (para que
exista invariancia de gauge). Pero, a diferencia del caso U(1), Gµ es una matriz de 3× 3,
que puede escibirse como

Gµ =
1

2

8∑
a=1

Ga
µ(x)Ta .

Aparecen, entonces, ocho campos de gauge Ga
µ(x), a = 1, 2, ..., 8, mediadores de la

interacción fuerte, conocidos como gluones. Las transformaciones de los quarks dadas por
la ecuación (69) dejarán invariante la acción si, al mismo tiempo, los campos de gluones
se transforman según

Gµ → U(x)GµU
†(x) +

i

gs
(∂µU(x))U

†(x) , (70)

donde gs es la constante de acoplamiento de las interacciones fuertes, que aparecerá en
el acoplamiento mı́nimo entre campos de materia y campos de gauge. Tal acoplamiento
invariante de gauge se logra mediante la derivada covariante de gauge:

Dµψa =
3∑

b=1

(∂µI3×3 − igsGµ)ab ψb .

Con estas definiciones, la porción de la densidad lagrangiana correspondiente a los
términos cinético y de masa para quarks de un dado sabor (up, down, charm, strange, top,
bottom), más el término de interacción quarks-gluones, se escribe:

L1 = iψ̄γµDµψ −mψ̄ψ ,

donde m es la masa de los quarks del sabor que estamos tratando y toma el mismo valor
para las tres posibles componentes de color del mismo.

120
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Es fácil demostrar que, ante las transformaciones simultáneas (69) y (70), Dµψ →
U(x)Dµψ y, por lo tanto, L1 permanece invariante.

Para completar la densidad lagrangiana de QCD falta, aún, determinar el término
cinético para los gluones. Con tal finalidad, definiremos un tensor de campos (notar el
término extra con respecto a Fµν de QED, debido al carácter no conmutativo de QCD):

Gµν = ∂µGν − ∂νGµ + igs (GµGν −GνGµ) .

El término cinético para los gluones en la densidad lagrangiana de QCD se escribe:

L2 = −
1

2
tr[GµνG

µν ] ,

donde tr significa que debe tomarse la traza sobre las matrices de SU(3) que aparecen.
Este término también resulta invariante ante transformaciones de gauge y, por lo tanto,
toda la densidad lagrangiana lo es.

La densidad de corriente de Noether asociada con la simetrı́a de gauge SU(3) puede
calcularse del modo habitual y sus componentes resultan:

jµa = gs

[
1

2
ψ̄γµTaψ +

8∑
b,c=1

fabcGνbG
νµ
c

]
, (71)

donde las constantes fabc se conocen como constantes de estructura del grupo SU(3) y
están dadas por [Ta, Tb] = 21

∑8
c=1 fabcTc.

Obsérvese que hay una contribución no trivial a esta corriente debida a los campos
mediadores (gluones). A diferencia de lo que ocurre en QED, la correspondiente con-
tribución a la carga de color no se anula. Esto ocurre como consecuencia del carácter
no abeliano de QCD. Por lo tanto, los gluones tienen carga y, en consecuencia, sufren
la interacción fuerte o, lo que es equivalente, son autointeractuantes. Esto se ve también
escribiendo las ecuaciones clásicas de movimiento de QCD, que son:

(iγµDµ −m)ψ = 0

∂µG
µν
a = jνa ,

donde jνa está dada por la ecuación (71).
Esta autointeracción de los gluones conduce, al cuantizar la teorı́a, a la aparición de

nuevos tipos de vértices, como los de las figuras 43 y 44, en los diagramas de Feynman.
La existencia de estos nuevos vértices tiene consecuencias notables, que se manifies-

tan al calcular la constante de acoplamiento renormalizada de la teorı́a. A diferncia de lo
que ocurre en QED, en este caso,

βQCD(g) = µ
∂g

∂µ
< 0 ,

En efecto, el carácter no abeliano de la invariancia de gauge conduce a una constante
de acoplamiento que tiende a cero a grandes energı́as (ultravioleta). Este régimen, en que
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Figura 43: Vértice de tres gluones debido a la autointeracción

los quarks son partı́culas prácticamente libres, se conoce como el régimen de libertad
asintótica y las predicciones de la teorı́a de perturbaciones han sido confirmadas en los
experimentos de altas energı́as, donde se encuentra que los resultados experimentales
coinciden con las predicciones de QCD perturbativa.

En cambio, también debido a la autointeracción de los gluones, la constante de acopla-
miento renormalizada de QCD crece sin lı́mite al disminuir la energı́a (infrarrojo). Este
régimen se conoce como de esclavitud infrarroja y, para bajas energı́as (equivalentes a
grandes distancias), la teorı́a de perturbaciones deja de tener sentido. sentido. Es, justa-
mente, para grandes distancias, que QCD deberı́a ser capaz de predecir el confinamiento
de los quarks y dar origen a una teorı́a efectiva para la fuerza nuclear entre protones y
neutrones. Pero una solución exacta, no perturbativa, de QCD no existe hasta el presente.

Figura 44: Vértice de cuatro gluones debido a la autointeracción

V.3. Ejercicios sugeridos
1. Para un campo escalar complejo, la densidad lagrangiana está dada por:

L = ∂µφ∗∂µφ−m2φ∗φ

a) A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, mostrar que φ y φ∗ satisfacen la
ecuación de Klein-Gordon.
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b) Mostrar que la transformación de fase global U(1), definida por φ → eiαφ y
φ∗ → e−iαφ∗, con α constante, constituye una invariancia de la densidad lagran-
giana y, por lo tanto, de las ecuaciones de movimiento. Determinar, usando el teo-
rema de Noether, la corriente conservada correspondiente a esta invariancia y dar la
expresión de la carga conservada.

2. Escribir el operador correspondiente a la carga asociada con la invariancia de fase,
una vez cuantizados los campos. Mostrar que partı́culas y antipartı́culas contribuyen
a dicha carga con signos opuestos.

3. En la representación quiral, las matrices de Dirac están dadas por:

γ0 =

(
02×2 I2×2

I2×2 02×2

)
γi =

(
02×2 σi
−σi 02×2

)
,

donde σi, con i = 1, 2, 3 son las matrices de Pauli de 2× 2. En tal representación,

γ5 =

(
I2×2 02×2

02×2 −I2×2

)

a) Mostrar que, si un espinor de cuatro componentes se escribe como ψ =

(
ψL

ψR

)
,

donde ψL y ψR tienen, cada uno, dos componentes, resulta que

(
I + γ5

2
)ψ =

(
ψL

02×2

)
y

(
I − γ5

2
)ψ =

(
02×2

ψR

)
.

b) Mostrar que ambos espinores ası́ proyectados son autofunciones de γ5. Cuáles
son los correspondientes autovalores?

4. a) Demostrar que, para el lagrangiano de la Electrodinámica, si se realiza sobre los
campos una transformación local (de gauge) del grupo U(1), dada por:

ψ → eiα(x), ψ̄ → ψ̄e−iα(x), Aµ → Aµ −
1

q
∂µα(x) ,

el tensor de campos F µν permanece invariante y Dµψ → eiα(x)Dµψ, donde Dµ =
i∂µ − qAµ es la derivada covariante de gauge.

b) Usando el resultado del punto anterior, mostrar que la densidad lagrangiana clási-
ca de la Electrodinámica es invariante frente a transformaciones de gauge U(1).
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5. En la “Electrodinámica” de Proca, donde el campo intermediario tiene una masa µ,
resulta para el potencial electrostático ϕ, en ausencia de fuentes, la

−∆ϕ(r⃗) + µ2 ϕ(r⃗) = 0 ,

donde ∆ es el operador laplaciano.

I) Observar que la ecuación se reduce a la correspondiente ecuación de Maxwell
cuando µ = 0.

II) Suponiendo que existe simetrı́a esférica y que, por lo tanto, ϕ sólo depende de
la distancia al origen y no de los ángulos (ϕ(r⃗) = ϕ(|r⃗|)),
a) Escribir la ecuación anterior en coordenadas esféricas (puede encontrar la expre-
sión del operador laplaciano en coordenadas esféricas, por ejemplo, en wikipedia).

b) Mostrar que ϕ(|r⃗|)) = C e−µ |r⃗|

|r⃗| , donde C es una constante arbitraria es una solu-
ción de la ecuación diferencial.

Este potencial es del tipo del potencial propuesto por Yukawa para las interacciones
nucleares. Observar que se reduce al potencial de Coulomb para µ = 0 pero, a di-
ferencia de este último, es de corto alcance cuando la masa del mediador es distinta
de cero.

Agradecimientos
Agradezco las numerosas sugerencias y aportes al contenido de estos apuntes rea-
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