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EL GRUPO DE LORENTZ

1. EL GRUPO DE LORENTZ

El espacio de Minkowski, My, es un espacio real pseudo - euclideo de signatura (1, 3).
Las coordenadas que distintos observadores inerciales asignan a un mismo punto de

My, estan relacionadas por transformaciones lineales que preservan el intervalo
(1.1) s2 = ()2 — 2’2t = (2°)% — 'z".
En términos de la métrica del espacio, g = diag(+1, —1, —1,—1), el intervalo se escribe

s? =zlgr = Juvrha’ =

(1.2)
Tlgr = g,, T 7.
La relacion entre las coordenadas estd dada por la transformacién lineal
(1.3) Z = Lz,
o bien, en componentes,

(1.4) T = AR g,

donde los elementos de matriz A*, son reales. La invarianza del intervalo implica que las

matrices L preservan la métrica g,
(1.5) Ligl = g = g/WAMaAVB = Gas-

Esto significa que el grupo de Lorentz es lo que antes hemos llamado grupo pseudo-
ortogonal O(1, 3).

Actualizado el 15 de abril de 2014.
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La relacion (1.5) implica que el determinante de las matrices L sélo puede tomar los

valores
(1.6) det L = £1.

Dado que todo grupo de matrices es un grupo de Lie, sus elementos son funciones conti-
nuas de los parametros del grupo. En consecuencia, el cambio de signo del determinante
en (1.6) no puede ser producto de la variaciéon de un pardmetro continuo. De ello re-
sulta que la variedad del grupo de Lorentz es no conexa. Sidet L = +1 (—1) la
transformacién L se dice propia (impropia).

Ademas, de (1.5) surge que
(1.7) guNGAy = goo = (A%)* — A'gA"y = 1.

En consecuencia, (A%)? > 1, y las transformaciones son llamadas ortécronas si A% > 1,
o bien no ortécronas para AO0 < —1. Tampoco aqui es posible pasar de unas a otras
mediante la variacién de un pardmetro continuo.

Por lo tanto, el grupo de Lorentz esté constituido por cuatro componentes desconec-
tadas entre si, caracterizadas por los signos de det L y de AOO. De ellas, sélo la parte
conexa que contiene a la identidad forma un subgrupo (invariante'), llamado subgrupo
propio ortécrono, y denotado por El. Téngase en cuenta que det 1, = 1y 1% = 1.

Las otras componentes corresponden a los cosets que se obtienen de El. La trans-

formacién de paridad,
(1.8) P =diag(1,-1,—1-1),
que cambia el signo de las coordenadas espaciales y satisface

(1.9) det P =—1, Py =1, P2 =1y,

es una transformacion impropia ortécrona con la que se construye el coset £l = PETF.

La inversion temporal,
(1.10) T = diag(—1,1,1,1),
que satisface
(1.11) detT = —1, TQ = —1, T? = 14,

es una transformacion tmpropia no ortdcrona con la que se construye el coset £ =
D)

TL..
Finalmente, el producto PT = T'P = —14 es una transformacion propia no ortdécro-

na, con la que se obtiene el coset [,i = PTﬁl.

En efecto, si Lo € 51, existe una curva sobre el grupo que la conecta de manera continua con la
identidad 14. Entonces, VL € L, LLoL™! se conecta con continuidad con L1,L™' = 14 y, en consecuencia,
LLoL ' e cl.
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El subgrupo propio ortécrono contiene transformaciones que corresponden a rotacio-

nes en el espacio,

000

(1.12) L= , con R € SO(3).

R

o O O =

En efecto, puesto que R'R = 13, es evidente que LigL = g, mientras que
(1.13) det L=detR=1, L% = 1.

El subgrupo El también contiene boosts o transformaciones de Lorentz propiamente

dichas. Por ejemplo, para

7Y = 29 cosha + 2! sinh «
z! = 20 sinha + 2! cosha
(1.14) Ly )
T =z
= :U3,

tenemos la matriz

cosha sinhao
1.15 L=
(1.15) 0 0

0
sinha cosha 0
1
0 0 0

= o O O

para la cual det L = cosh?a —sinh?a =1y LOO = cosha > 1, y que también satisface
L'gL = g. El pardmetro « estd relacionado con v, velocidad relativa de los observadores
inerciales en la direccién del eje x', por

1
(1.16) cosha = ————, sinha = v/e

V1—02/c V1—0v2/c
donde ¢ es la velocidad de la luz. Nétese que esa matriz no es una funcién periédica

del pardmetro o € R, lo que corresponde al hecho de que el grupo de Lorentz no es

compacto.

2. ALGEBRA DE LIE DEL SUBGRUPO PROPIO ORTOCRONO ,Cl
Las matrices préximas de la identidad tienen la forma
(2.1) L=1,+¢ = AV, =6" 4+,
remplazando esta expresién en (1.5) se obtiene
(2:2) G + Goawe’y + Guse’, + O()) = g,

de donde resulta que el producto ge es una matriz antisimétrica.
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Definiendo €, := gua€%,, y teniendo en cuenta que g, es simétrico, de la anterior

ecuacién tenemos?

(2.4) € + Evp = 0.

En consecuencia, el dlgebra de Lie estd generada por (42 —4)/2 = 6 generadores, de
modo que El es un grupo de Lie de dimension 6.

Para determinar las constantes de estructura seria necesario elegir una base para el
espacio de las matrices reales antisimétricas de 4 x 4, multiplicarlas a izquierda por
g~! = g y calcular los conmutadores de los generadores resultantes (ver problema ?7.).

Alternativamente, daremos una realizacién de esos generadores en términos de ope-
radores diferenciales en las coordenadas del espacio - tiempo. Para ello consideremos la
diferencia

h— k= E”ﬁl‘ﬁ + 0(e?) = e%a? (Daz™) + O(e?) =
(2.5)
1698 (2500 — 20 0p)at + O(e?) = Fe®P Logat + O(e?),
donde los operadores diferenciales

(2.6) Lop = —i(200p — 1500) = —Lga

son hermiticos y antisimétricos en su par de indices. De ese modo, la transformacién que

sufre el vector de coordenadas también puede ser descrita por
(2.7) T= <1 - %saﬂﬁaﬁ + 0(52)> .

Tomando los conmutadores de los generadores asi representados se obtienen las cons-

tantes de estructura del grupo SO(1, 3),

A N

(2.8) [Qwim}:—mwgw+mwgw+mwgm—mew
En particular, considerando la subdlgebra correspondiente a indices espaciales tenemos
(2.9) [ﬁij, ﬁkl] = i Lig — 10 Lj; — i0j1 Lig + i3 Ly,

en la que se reconoce el dlgebra de SO(3).
Puede darse a esta operacién en el dlgebra de Lie un aspecto méas familiar redefiniendo

los generadores como

. 1 . N .
L; = 5 €iji Ly <=> Lij = €ijk Lk)
(2.10)
K; = Lo,
2Evidentemente7 g(ge)g = € g es también una matriz antisimétrica. En efecto, si e#” := ¢*,¢g*”, donde

g™ := (g7 ap (con g7 = g), resulta que

(2.3) e e’ =0.
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operadores que satisfacen las reglas de conmutacién

[iz‘,ﬁj} =i €ijk L,
(2.11) [-Z/iakj} = 1€k Ky,

[ K| =~ .

donde se ve claramente que los L; son los generadores del subgrupo S O(3) de EL

3. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES (DEL GRUPO DE CUBRIMIENTO) DE £1

La construccién de las representaciones matriciales del grupo El pasa entonces por
encontrar conjuntos de seis matrices, { Lk, Kx; k = 1,2,3}, que satisfagan las reglas de
conmutacién de (2.11), para luego exponenciar elementos de la representacién matricial
del algebra de Lie asi obtenida. Esto es, exponenciar combinaciones lineales con coefi-
cientes reales y multiplicadas por la unidad imaginaria, de la forma i(a*Lj 4+ *K}),
con ag, O € R.

Puede simplificarse aiin més esta construccién considerando las combinaciones lineales

complejas (elementos de la complexificacion del dlgebra de Lie de L’l)
1

(3.1) J&E = 5 (L £ i),

cuyos conmutadores se reducen a

[Ji(i), Jj(i)} = ieijkjlg:t),
(3.2)

[J}i), Jfﬂ —0.

Esto corresponde a dos subélgebras su(2) que conmutan entre si.

Ya hemos estudiado las representaciones unitarias irreducibles del dlgebra de Lie de
SU(2), que estén caracterizadas por un entero o semientero j y generadas por tres
(7)

matrices autoadjuntas J,”’, k = 1,2,3, de dimensién 2j + 1. Podemos tomar entonces

J,§+) — Jliﬂ) ®10-),
(3.3)
=100 0 g,

que satisfacen trivialmente (3.2).
De esa manera, las representaciones matriciales irreducibles del grupo (de
cubrimiento de) El estan caracterizadas por un par de enteros o semienteros

(j+,7-), stendo su dimension (25, +1)(2j- + 1).
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Téngase en cuenta que, mientras que las matrices que representan a los generadores
Lk de ,CE_,

(34) LI(CJ'-FJ—) — Jlgj+) ® ]_(Jf) + ]_(J+) %) Jlgj_)ﬂ
son autoadjuntas, las correspondientes a los Ky,
(3.5) KU+ = <J’§j+> ®10-) — 100 g J’gf)) ’

son anti - autoadjuntas. En consecuencia, las representaciones matriciales asi obteni-
das no son unitarias.
t i ;
Se puede demostrar que £ (que es un grupo de Lie no compacto) no tiene repre-

sentaciones unitarias de dimension finita.

En esas condiciones, los elementos de El contenidos en los subgrupos Abelianos ge-
nerados por cada vector en el dlgebra de Lie estan identificados por un conjunto de
seis parametros reales ag, Sk, con k = 1,2,3. En la representacién irreducible (j,j-)

tenemos

. k k

B (( —ip")IY @10 4 (oF + i) 100 @ g ))
(3.6)

ok caky 7(4) GOY k| s akygGs) (G-)
o —ifMIT 91 o i)V @ J
= eZ (( i85y ) 62 <( ie%) F )

_ila—igR o o ila+ig)k g

9

donde se han tenido en cuenta (3.4) y (3.5) para expresar las matrices de la represen-
tacién como un producto directo® (donde cada factor actiia sobre distintos conjuntos
de indices de las componentes de los vectores del espacio producto directo). Téngase en
cuenta que no se trata de un producto directo de grupos, pues ambos factores dependen
de los mismos pardmetros. Ademés resulta claro que, mientras que los pardmetros o
corresponden a subgrupos abelianos unidimensionales compactos, los ¥ corres-

ponden a subgrupos abelianos unidimensionales no compactos.
En consecuencia, los vectores de la representacion irreducible (j4,j—) tienen compo-

nentes identificadas por un par de indices, a y b, que toman (2j; +1) y (2j_ +1) valores

3En el tltimo paso se ha usado la igualdad

(3.7) eM®1:in (M®1)" ini =eMe1.

n=0
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respectivamente. Frente a transformaciones de Lorentz ellas se transforman segin

(3.8) = (ei(aiﬁ)kj,gj+)> (ei(a+i5)kJ,§f-)) b

aa’ bb!

Finalmente, sefialemos que frente a la transformacién de paridad (que cambia el signo
de las coordenadas espaciales) los generadores expresados como operadores diferenciales
en (2.6) se transforman segin

PL;P~ = L,
(3.9)
PLopP~' = —Log.

Entonces, en una dada representaciéon matricial caracterizada por el par (j,j_) tendre-

mos un operador P que transforme los generadores segin

PLkP_l = Ly,
(3.10)
’PK]C,Pil = —Kk

y, en consecuencia,
(3.11) PDUT) (o, fP~ = DU+3)(a, =) ~ DY) (a, B),

resultando una representacién equivalente a la (j_, j+).
Por lo tanto, si j1 # j_ la representacion no es invariante frente a paridad. En ese caso,
para construir representaciones invariantes (a menos de transformaciones de similitud)

frente a P debemos considerar las sumas directas
(3.12) DU+i-) = pl+i-) g pl—i+)

de dimensién 2(2j5;+ + 1)(25- + 1).

4. GRUPO DE CUBRIMIENTO DE £1

El hecho de que £1 contenga a SO(3) es indicativo de que no se trata de un grupo
simplemente conexo. Para determinar su grupo de cubrimiento, primero senalemos que
es posible establecer una relaciéon biunivoca entre los vectores del espacio de Minkowski,
My, y las matrices autoadjuntas de dimension 2 x 2.

Una base para ese espacio de matrices (de dimensién 4) estd dada por la identidad

oo = 1y y las matrices de Pauli {01, 09,03}, que tienen las propiedades

(4.1) tr{or} =0, tr{1ls} = 2, tr{oko;} = 20x.
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Ahora bien, dado z € My, podemos formar la matriz

o(x) = 2015 + 2Foy, =

(4.2) .
( 20423zl —iz? ) :O'(:L')T.

ot +ix? 20— 23
De (4.1) tenemos que

(4.3) ot = = tr{ouo ()},

mientras que el determinante de esa matriz es igual al intervalo,
(44) det O'(.’E) = (x0)2 — ($1)2 _ (582)2 o (I3)2 _ 52‘

Inversamente, dada una matriz autoadjunta A de dimensién 2 x 2, ella determina un

vector en My cuyas componentes son
1
(4.5) at = itr {o,A},
pudiendo ser escrita como
(4.6) A=2aloy,.

Las transformaciones de Lorentz son tales que preservan el intervalo s, de modo
que corresponden a las transformaciones lineales de la matriz o(z) que la mantienen

autoadjunta y dejan invariante su determinante. Consideremos el cambio
7 =Ao(x) AT =57,
(4.7)
= det 5 = |det A|?> det o(z).

Entonces, |[det A|> = 1 = det A = €. Pero ese factor se debe a una fase €?/2 en A, sin
consecuencias sobre la transformacién (4.7). De ese modo, basta con considerar matrices
complejas de 2 x 2, cuyo determinante sea det A = 1.

FEn consecuencia, el grupo de transformaciones que debemos considerar es lo que hemos

llamado SL(2,C), y las coordenadas del vector transformado estdn dadas por
1

(4.8) = itr{a/L Ao(x)AT}, con A € SL(2,C).

Pero atin asi, —15 € SL(2,C), y

(4.9) (~12) o(2) (~12)" = o (),

lo que corresponde a no variar las coordenadas.
Dicho de otro modo, el par de matrices {+A, —A} C SL(2,C) corresponden a la misma

transformacién de [,1. Por lo tanto, hemos establecido un homorfismo* entre SL(2,C)

4Evidentemente, esto se corresponde con el homomorfismo existente entre SU(2) y SO(3), subgrupos

de SL(2,C) y Ll respectivamente.
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y 51, cuyo nucleo es el centro del primer grupo,

(410) {—{—12,—12} ~ Zo.

En consecuencia, SL(2,C) (simplemente conexo) es el grupo de cubrimiento de [,1.
Y éste, por ser doblemente conexo (Hl(ﬁl) ~ Zg), resulta globalmente isomorfo

al grupo cociente
(4.11) Ll ~ SL(2,C)/Zs.
5. ALGEBRA DE LIE DEL GRUPO SL(2,C). REPRESENTACIONES

Para determinar el algebra de Lie de SL(2,C), tengamos en cuenta que para matrices

proximas de la identidad, A = 15 + A,
(5.1) det A =1=tr{A} =0.

Como A es compleja, una base para ese espacio lineal (de dimensién 2 x 22 — 2 = 6)

estd dada por

1 :
(5.2) {2%7—;%, conk:1,2,3}.

Naturalmente, los conmutadores de estas matrices reproducen las relaciones de (2.11),

1 1 ; 1
3003 03] =i€ije 3 on,

(5.3) [301,—305] = i€ (—50k)

[~30i,—505] = —i€i 3 o,
como corresponde a grupos localmente isomorfos. La correspondencia establecida es®

Lk — %O’k
(5.5)
Ky +— —% Op .
Por exponenciacién de elementos en el dlgebra de Lie obtenemos las matrices
1 i

- k k 1

i\ajor—=p 0k> i(a—if)k = oy
(5.6) A(a,ﬁ):e( 2 2%) _ fla=iB) g on

(1/2) _ 1

' =3
cide con la representacién irreducible (1/2,0) de la ecuacién (3.6).

Como o, vemos que la representacién fundamental del grupo SL(2,C) coin-

SNétese que (5.3) también admite la identificacién

Lk- < %O’k
(5.4)

Kk<—>%ak.
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La representacién de (5.6) no es equivalente a su conjugada. En efecto, teniendo en

cuenta que
(5.7) 0" = —020 09,

vemos que la representacién conjugada de (1/2,0) es equivalente a la representacién
(0,1/2) de la ec. (3.6):

1 1
(5.8) AN (o, B) = e_i (a+34)° 2 % = 09 ei (a+i4)" 2 UkUz
es decir,
(5.9) (P20, 5)" = 32008 (0, 8.

Los vectores de la representacién (1/2,0), ¢, son llamados espinores de Weyl
de polarizacién izquierda, mientras que los de la representacién (0,1/2), g, son
espinores de Weyl de polarizacion derecha. Los espinores de Dirac son vectores
del espacio suma directa (1/2,0) & (0,1/2),

_ [ Y
o e ().

los que, frente a transformaciones de Lorentz, cambian segin

r_ Ala, B) 0
(5.11) D= ( 0 oy A (0, B) 9 ) Up.

La transformacién de las coordenadas que induce (4.7), dada en la ecuacién (4.8), es la
que corresponde a las componentes contravariantes de un tetravector. En consecuencia,
éstos se transforman como vectores de una representaciéon equivalente a la (1/2,1/2) (de

dimension 2 x 2 = 4). En efecto,

(512) Va/b = Aaa’ Va/i)’ (AT)b/b = Aaa’ AZb’ Va’i)’ .

Teniendo en cuenta que ¥, — Ay con A dada en la Ec. (5.6), vemos que el producto

directo
(5.13) YL @Yt — Ay @ ¢ TAT

también se transforma como un tetravector. Sus componentes contravariantes se obtienen
tomando las trazas

1 + 1 t
(5.14) str{owr euit} = Surfou.

Similarmnte, de la Eq. (5.8) se deduce que los complejos conjugados de los vectores

de la representacién (0,1/2) se transforman segin ootvg* — Aor*, de modo que
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oo™ ® YRtos también se transforma como un tetravector, y los conjugados complejos

de sus componentes contravariantes resultan de tomar

1 . .1 . 1,
(5.15) §tr {opo0r* @ YRlor} = 3 ¢RT020M02¢R =3 VR'GUR,
donde hemos definido g = 09 =12y 0 = —0, k= 1,2,3.

Para un espinor de Dirac tenemos que las expresiones

Vi oubr + r'Gbr = ¥t ( u _O > Yp =
0 o,

{0 1 0 &, -
Yp (12 0 on 0 Yp =Ypy*p

se transforman como las componentes contravariantes de un tetravector, donde hemos

(5.16)

definido las matrices de Dirac’® (en la representacién de Weyl) como

0 1 0o —
(5.18) A0 = 2] k= %) k=123,
1, 0 Ok 0

y el espinor adjunto como @D = wDT’yO.

El producto directo de representaciones irreducibles de SL(2,C) se descompone como
suma directa de manera consistente con la descomposicion de Clebsh - Gordan de produc-
tos directos de representaciones irreducibles de SU(2). Por ejemplo, (1/2,0)® (1/2,0) =
(1,0) @ (0,0).

Se verifica que la representacién (1,0), de dimensién 3, corresponde a tensores an-

tisimétricos autoduales,

1
(5.19) Fu=—F, = 5 €uvapFP.
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http://www.fismat.fisica.unlp.edu.ar /falomir /notas-de-cursos.html

6A partir de las propiedades de las matrices de Pauli, resulta inmediato verificar que las matrices de

Dirac satisfacen el dlgebra de Clifford

(5.17) " A"=9"" 14,



