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1. INTEGRALES FUNCIONALES EN MECANICA CUANTICA

Consideremos un sistema cuantico de un uinico grado de libertad descrito por el

par de operadores conjugados Py @,
(1.1) [P, Q] = —ih,

cuya evolucion temporal esta determinada por el operador Hamiltoniano

P2
1.2 H(P =—+V(Q).
Los operadores autoadjuntos Py @ tienen sistemas (sobre)completos de auto-
vectores,
(1.3) Plp) =plp), p € R, 1= [dp |p)pl,
Qlg) =dla), ¢ € R, 1= [dq |g){al,
que satisfacen
1
+Dbq
/ / / / €h
(1.4) P'lp) =o0(p =1, (dla)=0g—d), (dp)=

Vorh

Recordemos que en el esquema de Heisenberg de la Mecanica Cuantica, el estado
del sistema esta determinado por un vector fijo del espacio de Hilbert, mientras
que los operadores evolucionan de modo que

. 1
(1.5) Oy(t) = 7 [H (Py,Qn),O0n(t)] + 0,0u(t).
En particular, el Hamiltoniano es un operador constante, a menos que tenga depen-
dencia explicita del tiempo. En ese caso, la solucién de la Ec. (1.5) para operadores

sin dependencia explicita del tiempo es simplemente
(1.6) Opu(t) = e Mt Og e i 1t

donde Os = Og(0) es el operador correspondiente a la misma magnitud en el

esquema de Schrodinger. El operador unitario e~ Ht og la solucién de la ecuacién
diferencial

d 1 7
(1.7) ihae_ﬁm = H (Py,Qp) e #Ht

con condicién inicial 1 at = 0.

Por ejemplo, Qp(t) = en #1Q e~# 1t (con Qg = Q), cuyos autovectores,

(1.8) Qut)lg, s = qlg, t)w,

se obtienen de la transformacion |g, £ = en #t|q).
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Por otra parte, para un Hamiltoniano polinémico en el momento y la coordenada

tenemos

(1.9) H,=e¢ t1H (Py, Q) et ™ = H(P,Q) .

Estamos interesados en la amplitud de probabilidad de transiciéon entre un estado
inicial caracterizado por el autovalor del operador posicion @picia; @ tiempo tipiciar ¥
un estado final caracterizado por el autovalor ¢fine a tiempo . En el esquema
de Heisenberg, esa amplitud de probabilidad esta dada por el producto escalar de
los vectores |Giniciat, tinicial) B Y |Qfinals € final) m- Para un potencial independiente del
tiempo, en el esquema de Schrodinger también puede escribirse
(1.10)

7
L H(P,Q)ltfinat — iniia)
H<innal7 tfinal | Qinicial ) tinicial>H = <innal| € h e e ‘Qinicial> )

i
7 H(P,Q)t

donde e es el operador de evolucion en este esquema.

Sea N € Ny At = (tfinat — tiniciar)/N. Teniendo en cuenta que
i N
—— H(t inal timlcia ——HAt
(1.11) o~ H Epina l):He h
1

y las relaciones de completitud, Eq. (1.3), podemos escribir

H<qfina17 zffinal ’ Qinicial ) tim’cial>H =

_lHA
(1.12) :/dQ1---/dQN1 (gnle lgn—1) x
—— HAt —— HAt —— HAt
X <QN—1| e h |CJN—2> e <Q2| e h |Q1> <Q1| e h |QO> )

donde hemos llamado gy = Giniciat ¥ N = Gfinal-
Como limy_,,, At = 0, cada factor en el integrando del segundo miembro satis-
face

Y HAL

(1'13) <Qn+1‘ € h ’CIn> = 6<Qn - Qn+1) s

lim

N—00

de modo que podemos suponer que, para N > 1, ese elemento de matriz es

apreciablemente no nulo sélo para valores de ¢,,; en un entorno de g,.
Empleando la férmula de Haussdorf,

1
——[A,B]+...
(1.14) eAtB_ A B, 2[ |

Y
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donde los puntos suspensivos representan términos ciibicos y de orden superior en

Ay B, podemos escribir

——HAt
e h

(1.15)

i P2 ; 1 (—iAt)2 {P2
—— At —V(Q)At —5 5 V(@) +...
e h2m e hV(Q) e 2 h 2m )

donde ahora los puntos suspensivos representan términos de orden (At)? (es decir,
O(N™3)) o superior.
En esas condiciones, suponiendo que V'(g) sea una funcién suave de su argumen-

to, podemos adoptar la siguiente aproximacion:

——HAt
<Qn+1|€ h |Qn> =

t
= (Gn1le h2m e R |42) (1 + O(N7?)) =

o SN ~ LV (g
(1.16) =/ A (qusilpa e B2m°" (pulga)e B (i) “arowy) =

—00

i i
:/ 2ph€hp (Gn1 = @n) = th 7V () (1+O(N-2) =
oo 2T

donde hemos empleado la Eq. (1.4) y

(1.17) H(p,q) = o T V(q)

es el Hamiltoniano clasico del sistema.

Reemplazando en la Ec. (1.12) obtenemos

dpn_1 dpo
ina >t ina inicia 7tinicia = dgn_1 ... d Ce —
#{final; L final | Ginicial DH / qN-1 / (J1/ . 5T

(1.18)

ﬁ Z At{pn dn — H(pn, )}
n=0 (1+O(NTY),



Path Integrals 7

donde hemos llamado ¢, = (gn11 — ¢n)/At. Téngase en cuenta que en el producto
de N factores de la forma (1 +O(N~2)) hay N términos de orden O(N~2), origen
de la correccién de orden O(N™1).

Nétese que la suma en el exponente corresponde a la accion cldsica (en la for-

mulacién hamiltoniana)

(1.19) S [p(t), q(1)] = / e {plt) a(t) — H (p(t) q(1))} .

tinicial

de una trayectoria en el espacio de fase en la que la particula une los puntos ¢, y
Gn+1 en un intervalo de tiempo At con velocidad constante, manteniendo valores
constantes de la variable conjugada, p = p,, en cada intervalo de tiempo (siempre
que pueda despreciarse la variacién del potencial V(gq) en cada tramo de la tra-
yectoria). Por su parte, las integrales sobre las variables qq,...,qn_1,P0,---,DPN—-1
corresponden a sumar las contribuciones de la totalidad de tales trayectorias.

El limite para N — oo del segundo miembro de la anterior ecuacion se indica

formalmente como

H<innal7 tfinal | Qinicial s tinicial)H =

(1.20)

tinicial

L ) () — Hp(0), gt
/qupeh/ {b(0)d(t) ~ Hp(0)a(0))

Y

lo que se interpreta como una suma de contribuciones correspondientes a la ex-
ponencial de ﬁ veces la accién clasica de aquellas trayectorias del espacio de
fase, (p(t),q(t)), que unen los puntos Giniciat ¥ ¢fina €0 €l intervalo de tiempo
(tfinat — tiniciat) ¥ que, para todo valor de N € N, son rectificables en el anterior

sentido.

1.1. Integrales de camino en el espacio de configuracion. Las variables
pn pueden ser eliminadas de la Ec. (1.18) mediante integracién, lo que equivale
a calcular los elementos de matriz (¢'|e” ﬁ2mm|q) Para ello debemos considerar

expresiones de la forma de integrales de Fourier,

i(pAq_Atfﬁ)
](Aq)::/ dpleh ' 2m ) _

2mh
(1.21)
thAt
o) . _ k2
= / % eZkAq e 2m ,
oo 2m

donde Ag = gni1 — G-
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Pero como
VAN
(1.22) e 2m =1, VkeR,

la anterior expresion debe ser entendida como la transformada de Fourier de la

distribucion reqular

- (z‘hAt) 2 - (z’hAt(l - 22'5)) 2
(1.23) e \ 2m = lim e 2m

e—0t

Y

donde la convergencia débil del segundo miembro esta garantizada por la con-
vergencia uniforme en cada compacto sobre la recta real. Teniendo en cuenta la
continuidad de la Transformacion de Fourier respecto de la convergencia débil,

podemos escribir

thAt
o0 , — [ == ) [(1 —ie)k]?
— 1 dk - kg ( 2m ) I _
I(Aq) = gli%i - 9. e =
- (z‘hAt) )
za e’} . 3 — K
(1.24) — lm (1—1—2’5)/ dr JAEAG(1 +ig) 2m
e—0t _(1_7:&.)00 27T
o B <ihAt> 2
— lm (1+i5)/ dr JEAq(1+ie) 2m
e—07t —im /40 27T ’

donde hemos rotado el camino de integracion desde una recta que pasa por el
origen con una ligera pendiente negativa a otra con pendiente -1, aprovechando
que el integrando es exponencialmente decreciente sobre los arcos entre ambas.

En consecuencia, llamando & = /4, / Zm K, tenemos

—’Lﬂ'/4 00 hAt(1—21¢)
I(Ag) = lim / & e 2 mo =
e=0t [ AAt(1—2ie) ™
2m
(1.25) i ( mAg?

ST S L 2At(1—2¢s)>ﬁ _
e—0t \[ ihAt(1 — 2ie) 27

i P?

At
=(d]e h2m |q).
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Reemplazando en la Ec. (1.16), obtenemos en definitiva para el elemento de

matriz’

—% H At . m
(dnte lgn) = M, \/ Skl — 2i2)

(1.28)
i {m(qn+1 — n)?

R\ 2481 — 2ie)

N — At(1 - 22’8)V(qn)}

X (L+O(N7?)) .

Senialemos que, a los efectos de obtener expresiones bien definidas, todo sucede
como si hubiera sido necesario introducir una parte imaginaria negativa en la
variable temporal,

(tfinal — timcial)(l — 225)
N )

la que debe tender a cero sélo al final del calculo. En la medida en que las expre-

(1.29) At — At(1 — 2ig) =

siones resultantes sean funciones analiticas en el semiplano inferior abierto de la

variable
(130) T = (tfinal — tinicial)(l — 2Z€) s

una forma alternativa (y equivalente) de operar serfa considerar un intervalo de

tiempo euclideo
(1.31) Bi=iT

con T en el semieje imaginario negativo (de modo que 5 > 0), para tomar al final

del calculo la extension analitica al valor fisico,
(132) 5 — i(tfinal - tinicial)“— - ZO) s
con (tf'inal - tinicial) > 0.

LA partir de esta expresién podemos precisar qué se entiende por un potencial suavemente
variable. En efecto, cuando |gn4+1 — ¢n| crece, la exponencial se vuelve fuertemente oscilante
debido al término cuadrético, por lo que el valor que la distribucién que ella define toma sobre
una funcién suave dependera fundamentalmente de sus valores en un entorno de radio

2nAtL _ \/ 21(t final — tinicial)
m Nm '

En esas condiciones, podremos despreciar la variacién del potencial V(g) en ese entorno si ella

(126) |Qn+1 - Qn| ~

da lugar a términos de orden superior al de los de O(N~!) que estamos reteniendo,

3
(1.27) SV (@) /22 = )72 V(@] (rinat = tiniciat)® N73 = o(N 1),

lo que se satisface para todo ¢ si V(q) tiene una deriva acotada.
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Notese finalmente que, en una teoria relativista, esto seria equivalente al cambio
(1.33) ct =2 — 2°/goo = 2°(1 — 2ie)

donde la componente ggg de la métrica es tomada en el semiplano inferior abierto
del plano complejo (esto implica que g% sea tomada en el semiplano superior

abierto, lo que selecciona automdticamente el propagador de Feynman).

La amplitud de probabilidad de transicién de la Eq. (1.18) queda entonces ex-

presada como

H<innal7 tfinal ‘ Qinicial s tinicial)H =

vz

— lim dql.../qu_1 L C— x
(1.34) e—0+ 2mih At (1 — 2ie)

I~

! 2_: A1 = 2ie) {0 [ dntt T c ()
e 2 (At(l - 2@5)) (1+0(N1) .

e

La suma en el argumento de la exponencial (para ¢ = 0) corresponde a la funcional

accion clasica (en la formulacién Lagrangiana),

(1) sl = [ (e - v o)}

tinicial
de una trayectoria poligonal que en el espacio de configuracion se inicia en el pun-
t0 Qiniciar €N el instante tipiciqr y termina en ggina @ tiempo tyi,q, por la cual la
particula une los puntos préximos ¢, y ¢.+1 en el intervalo de tiempo At mo-
viéndose con velocidad constante, siempre que pueda despreciarse la variacién del
potencial durante cada uno de esos tramos de trayectoria. Por su parte, las in-
tegrales sobre las posiciones intermedias representan una suma de contribuciones
de la forma e#Sl(®) por cada una de tales trayectorias® (a menos de términos de

O(N™1)), con una medida de integracion que resulta independiente del potencial,

(1.36) dpinla(t)] := ﬂ A (QWihAzZZ - 2@'5)> .

2Sefialemos que, con el mismo grado de aproximacién, podriamos reemplazar la trayectoria
poligonal por otra conformada, por ejemplo, por arcos de trayectorias clasicas que unan los
puntos ¢, y ¢n+1 en el intervalo de tiempo At. En efecto, la diferencia en el valor de S [¢(t)] s6lo
contribuirfa con términos de O(N~1) al valor del integrando. En este caso, el argumento de la
exponencial seria % veces el minimo valor de la accién clésica calculada sobre trayectorias que

pasan por los puntos ¢, en los instantes t,, = t;niciar + nAL.
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El limite para N — oo del segundo miembro de la Ec. (1.34) se indica formal-
mente como
1

S q(t)]

(innal:tfinal) —
Dq eh :

(137) H <innala tfinal | Qinicial 5 tinicz’al>H = /
(qinicial ; tinicial)

lo que se interpreta como una suma o integral de contribuciones de la forma e Sl()]
sobre todas las trayectorias continuas en el espacio de configuracion que se inician
en el punto ginicia €n el instante t;,ci y terminan en el punto ¢yinq en el instante
t finat, tomada con una medida de integracion Dgq consistente con la de la Ec. (1.36)
(aplicable a la rectificacién de tales trayectorias).

Notese que cada paso de la discretizacién ha introducido en el integrando de la
integral multiple de la Ec. (1.34) un factor cuyo médulo es

im (Ag)? me (Aq)
—(1+2 ——NANq | —
(1.38) e 2h< + 2ie) At | _ h q At

= e s

lo que impone condiciones de regularidad sobre las trayectorias que selecciona el
limite N — oo. En efecto, el producto Agq (%{) debe tener un limite finito o
(con € > 0) la contribucién de la trayectoria es suprimida. Esas condiciones son

satisfechas, en particular, por las trayectorias continuas y diferenciables.

Esta representacién de la amplitud de probabilidad de transicion como una
integral funcional proporciona una clara relaciéon entre entre la Mecanica Clasica
y la Mecanica Cuéantica. En efecto, si consideramos el limite cldsico, caracterizado
por h — 0, vemos que pequenas variaciones en la trayectoria, dq(t), producen
grandes variaciones en el exponente de en Sla®)] (es decir, en la accién clasica medida
en unidades de h):

1 1 0S [q]
(1.39) LSl =+ /dt .

En consecuencia, la contribucién a la integral del segundo miembro de la Ec. (1.37)
proveniente del entorno de cada trayectoria se promedia rapidamente a cero, con
la sola excepcion de las trayectorias cldsicas, que hacen estacionaria a la accion
S [q(t)] (es decir, para las cuales gg—([?)] =0).

En consecuencia podemos decir que, mientras que todas las trayectorias en el
espacio de configuracién que conectan la posicién inicial con la final en el intervalo
de tiempo disponible contribuyen al comportamiento cuantico de la particula con

un peso en Sl en la integral funcional, en el limite clasico A — 0 las trayectorias
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clasicas que satisfacen esa condicion quedan singularizadas de modo tal que

- S [qeissica) (qfinat; Ginicial)
(1.40)  1{qtinat, t finat|Giniciats tinicia) 1 == €l X const.
1.2. Valores medios de productos de operadores ordenados cronologi-
camente. Supongamos que queremos calcular el elemento de matriz de cierta
magnitud fisica O tomada en el instante ¢, con ttinq > t > tinicia, entre los esta-

dos final e inicial que estamos considerando:

H <innala tfinal |OH (t) |Qiniciala tinicial)H =

(1.41)

1 1
s H(tfinal — t) . H(t - tinicz’al)
<qfinal‘ € h OS € h qmwml) )

donde Oy (t) es el correspondiente operador en el esquema de Heisenberg mientras
que Og lo es en el de Schrodinger.
Empleando la relacién de completitud de la Ec. (1.3) y la representacién como

integral funcional de la Ec. (1.37), podemos escribir para este elemento de matriz

/ dq/ / dq” H<innal7 tfinal |q/7 t>H <QI|OS|QH> H<q”7 t|Qinicial7 tim’cial>H =

(apimatstrina) L S [q()] (Epimats )
(1.42) :/dq’/dq"/( ) Dq ch (¢'10slq") x
q,t

l

(@",t) =S : ta tinicia
” o O] i)

(@inicial> tinicial)
Supongamos por simplicidad que el operador Og sea diagonal en la base de

autovectores de @,

(1.43) (a|Osld’) = O(q) (g —4')

(donde O(q) es cierta funcién numérica de la variable q), entonces
1 {Qfinats t finat|On () | Ginicials tinicial) 1 =

(4finats tinat) Ls [g()] (¢ pinats t)
o _ /dq/(’t) Dq eh finel: ¥ 0 () x

(0,1) 1 S : t tinicia
y oy o5 S ot

(Qiniciah tinicial)

)
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lo que convenimos en denotar por

H <innal7 tfinal | OH <t> ’%’nicial; tinicial)H =

(1.45)

(q.finalvtfinal) 2 S . t ina ,tinicia
/ Dy eh [a()] (tyinal )

(qinicial ) tinicial)

O (q(t))

e interpretar como una integral sobre trayectorias en cuyo integrando aparece
ademds como factor el valor que la funcién O(g) toma cuando su argumento es el

valor de la coordenada por la que pasa la trayectoria en el instante t.

Consideremos cierto numero de operadores Og:) (1), k = 1,2,...,n, diagonales

en la base |g),
(1.46) (@|OPgy = 0W(q)d(g — '),

tomados en ciertos instantes t;,.

Para su producto ordenado cronolégicamente,
(147) T {og>(t1)o§§><t2) . ogf;m)} =0t ). 0 ()0 (1t

donde t;, >t; , >--- > 1, >t;, la representacién como integral funcional de la

Ec. (1.45) se generaliza directamente a

H<innala tfinal|T {Og) (tl)og) (tZ) ce Og—?) (tn)} |Qiniciala tinicial)H -

(1.48)

/<> = 5[a()

Dq eh OW (q(t)) 0P (q(ts)) ... O™ (q(t,))

(@inicials tinicial)
donde el orden de los factores (numéricos) O™ (¢(t;,)) en el integrando del segundo

miembro es irrelevante.

1.3. Ejemplo: el oscilador arménico. Consideremos el potencial

(1.49) V(Q) = %uﬂ Q°,

de modo que el Lagrangiano resulte cuadratico.
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14
=T > 0, a partir de las Ecs. (1.10) y

Tomando® A = 1y un tiempo euclideo j3

(1.34) podemos escribir
7

“ITH |4y = (qrle=PH |g,) —/qu" (2wﬁ> :

(1.51)
N-1 m
2
5{ Qn+1 an ) +WQQTL2}
=0

(qr|e

N
N 1+ O,

n

X e

donde la suma en el argumento de la exponencial es positiva definida (para g > 0)

Desarrollando el cuadrado de la diferencia, es un ejercicio directo llevar esta integral

multiple a la forma

(arle™™ |gi) =

(1.52) T

B (¢ qv—1 + @1 4) (1+0(NY)

3Las unidades naturales (h = 1,¢ = 1) corresponden a cambiar las escalas de las distintas

magnitudes segin

S<—§, [i]z[o,
tct, [ct] =11,
(1.50) me s [l =rn
i [
E<—§C7 [fc]:r—l,

donde [ es una escala de referencia con unidades de longitud
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donde la matriz M es autoadjunta (simétrica) para § > 0, positiva definida y sus

elementos de matriz estan dados por

1
[2+

ik

Cambiando la escala de las variables de integracion de modo que

(153) Mij = 61‘,]’ - 52‘,j_1 + 6i,j+1) .

zE

Tn

V# [+

(1.54) Gn —

)

y definiendo

mN
28
Yi ‘= 5 qi ,
24 (%)
(1.55)
mN
28
Yr = 5 qr ,
2+ (%)
la Ec. (1.52) se lleva a la forma
2
_BH 25 N
(grle™™ las) = e X
L 2 ~ i
mN \ 2 Bw
(1.56) X (m> (71’ [2—|— (W) ]) X
N-1
N-1 - Z x; Mij x;
X / H dxn e i,j=1 62 (yf TN-1 + T yZ) (1 + O(Ni]')) .

La integral multiple de la segunda linea del segundo miembro de esta igualdad

puede escribirse como

N-1

AN T | te | At
(1.57) In_y ;:/den o Mx+y$+x?/’
n=1
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donde
x Yi
T 0
(1.58) z=| |, gi=
IN-1 Yy

Completando cuadrados en el argumento de la exponencial y teniendo en cuenta
que la medida de integracion es invariante frente a traslaciones y que M es llevada

a la forma diagonal mediante una transformacién ortogonal,
(159) RtMR:diag()\l,)\g,...,/\]v_l),

con \; > 0 para todo k, tenemos

t 1
In_y:=ed MY / I dz,, detr e MR
n=1
N—1 00 B 1 N—-1
(1.60) _ MYy / " ol _ My Ai _
n=1Y ~> n=1 "
—tM—l— N-—1 _1
=Y Ya72 (detM) 2

Debemos entonces calcular el determinante de la matriz M y cuatro de los

elementos de su matriz inversa.

Llamemos
1 1
(1.61) A= 7 < 5-
2+ ()]
La matriz M tiene la forma
1 —-A 0 0
-A 1 —-A 0 ...
(162) M = =. MN—17

0 -A 1 -A

y su determinante es una funciéon de N que satisface

(1.63) Dy_1:=detMy_1=1Dn_5—(—A)(—ADy_3) .
Ademas, para N = 2,3 tenemos

(1.64) D=1, Dy=1- A%

de modo que resulta consistente con la anterior relacién definir Dy = 1.
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Estas relaciones pueden resumirse en
D 1 —A? Dy,
(1.65) )= =
Dk—l 1 O _Dk_Q
de donde resulta que
D 1 -2\ (D=1
(1.66) )= )
Dy 1 0 Dy=1
La matriz en el segundo miembro de la Ec. (1.65) tiene por autovectores a

w o ()()

con autovalores reales
1
(1.68) pe =3 {1j:\/1—4A2}>0.

En esas condiciones,

(1.69) (1 _842>:U(“0+ ! )U‘l,
.

donde

) | 1 -
(1.70) v=|( " "), v A=
11 gy —p- \ =1 gy

con det U = puy — u— = B. Entonces,

k
1 A2 k
(1.71) —u("™ 0 Yo
1 0 0 put

Reemplazando en la Ec. (1.66) y teniendo en cuenta que py + g = 1, obtenemos

D 1 K+l kel
(1.72) k _ L He . H . ’
Dy By — B Moy —

de modo que

k41 _,, k+1
(1.73) Dy =t T H-
My — p—
Por su parte, lo elementos de matriz necesarios de M ! son
Dy_
—1 ~1 N-2
(1.74) (MN—1)1,1 = (MN—l)N—l,N—l " D1
y

(175) (M]:[l_l)LN_l = (M]Gl—l)N—l,l - <_1) Dy_q - Dy_q
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Ahora bien, para N > 1, podemos aproximar

A=3{1-1(3) +1 (B o},

(1.76)
=y f1 oK o)l =2 (10 (NY) .
Similarmente
pe = F {1-4 ()5 5 (R +ov)
(1.77)

Mﬂ:i#{1—@+é ((6w)4¢(ﬁ—w>i+0(1\f—3)},

2N 3 N2
inh 2 4
@79 o =IO ) G 1Y
+CO;};V(B1LU) {—(5;13} +O(N7?%) .
Entonces,
Dy_i = smh ﬁw { Bﬁw L\(fﬁw) }+
cosh 5w ~
{ 12N } (N 2) )
(1.79)
Dy ﬂ_

D =2 (1 — — coth(fw) + O (N~ )) ,

AN—2 B 20w _
Dy_; N sinh(Bw) (1+0(N7)) -

Finalmente, reemplazando estos resultados en la Ec. (1.56), es inmediato verifi-
car que

—BH | \_ (_ mw :
(qrle B |a:) = <27rsinh(5w)> -

(1.80)

() 07 ) con) 200 (1o
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Tomando ahora el limite para N — oo y la extension analitica en § desde valores
reales positivos hacia § — (T —ic), con T =ty —t; € R y € > 0, obtenemos para
el elemento de matriz del operador de evolucion del oscilador armonico el limite
(débil)

i

‘7 3
arle h™ 7 Ja) = tim (5o — x
e—0+ \ 2mihsin [(T — ie)w]

(1.81)

h (2sin (T - z'g)w]> (4" + as%) cos[(T — ie)w] — 2qiq/]

Y

X e

donde hemos restituido la constante h.

Senalemos que el argumento de la exponencial en el segundo miembro de la
anterior ecuacién (en el limite ¢ — 07) es £ veces la accién de la trayectoria
cldsica que comienza en el punto ¢; en el instante ¢; y termina en ¢y en el instante
tf, como puede verificarse facilmente. Esa es una caracteristica de los Lagrangianos

cuadraticos.

1.4. La funcién de particién . Volviendo a la Ec. (1.80), podemos construir la

funcion de particion del oscilador arménico para una temperatura dada en térmi-

nos del tiempo euclideo por T¢,,, = #, donde kg es la constante de Boltzman:
s
By o % H
Z(B):="Tr {e h } = dq (q| e lq) =

- mw(ﬁw))é | dae (i) o) 1" _

27h sinh

—00

27h sinh

o0

_Pw
~ 2sinh (%‘“) B 1— e Bw N

. o _Mwnt1/2)
_ Ze—ﬂw (n+1/2) _ Ze kT emp
n=0 n=0
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En el caso general podemos escribir

(1.83)
B m .,
:/Z ” /((:)B) Do e_%/o dr [5 q(7) —i—V(q(T))}

lo que se denota por
(1.84) 20 6_% / i [ 4(e + V (al)]

?

dado que corresponde a integrar sobre ciertas trayectorias cerradas en el espacio

de configuracién (¢(8) = ¢(0)), parametrizadas por el tiempo euclideo T € [0, f].

Notese que en el limite clasico, A — 0, las principales contribuciones a la funcién

de particion provienen de los minimos de la accion euclidea

(155) elatri = [ ar [t + V()]

que es una funcional acotada por abajo si la funcién potencial V(¢) también lo es.

Para el oscilador arménico tenemos
B
2 ar () + Pl
(1.86) Z(/B):que on ), 97l I

Supongamos que las trayectorias sobre las que se suma no son sélo cerradas sino
también periddicas, es decir, que satisfacen ademés que ¢(5) = ¢(0). En esas
condiciones, integrando por partes en la integral del argumento de la exponencial
(lo que no produce términos de borde) obtenemos que, formalmente,
B
m
- dr q(T) [—8 ’+ w2] q(7)
1. 4
E P o |

Para rectificaciones de las trayectorias en N tramos, el argumento de la expo-
nencial se reduce a una forma cuadratica de los puntos intermedios ¢,,, que es una

version discretizada del producto escalar

B
(1.88) (q(T), D, q(T)) = /0 dr q(T) [—872 + wQ] q(1),

donde el operador diferencial

(1.89) D, = —0,% + w?
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estd definido sobre el espacio de funciones periddicas en el intervalo [0, 3], y la
integral multiple se hace respecto de cierta medida de integracién que, como hemos
senalado, es independiente del potencial (independiente de w en el presente caso).
El resultado de la integral multiple sera el determinante de dicha forma cuadratica
elevado a la potencia —1/2, multiplicado por cierto factor, producto de la medida.

Entonces, en el limite N — o0, cabe esperar que el resultado de la integral
funcional sea (cierta versién regularizada de) la potencia —1/2 del determinante
funcional del operador diferencial D,, asi definido, a menos de un factor indepen-

diente del potencial.

Consideremos el problema de autovalores de D,,:
Dyha(1) = (=0-" + w?) (1) = Aha(7)
(1.90)
UA(B) = a(0),  a(B) = ¥a(0).
Esto corresponde a un problema de Sturm - Liouville autoadjunto, con un espectro

real discreto y cuyos autovectores forman un sistema ortogonal completo:

Zb)\(T):e:l:iTv)\_uﬂ, :Eiﬁ\//\—LUQZI

con e
(1.91)

9 2
= BV —w?=2mn =\, = (%) +w?, nez.

Consideremos el producto

(1.92) ﬁxn:{ﬁ (2%”)2} ﬁ[u(i—:ﬂ |

n=1

Mientras que el primer factor (independiente de w) diverge cuando N — oo, el
segundo tiene un limite finito,

En esas condiciones, tomando una frecuencia de referencia wgy, podemos definir

el determinante del operador (D,, D!) como

9 N Bw (272 . Bwy \ 2
(1.94)  Det (D, D) := lim “_21_[ Lzm)? _ ﬁlnh(i) ’
o w15 [ (52 sinh (%)
de donde resulta que
(1.95) 20w) _ et (0,021 )b

Z(B7w0>



22 H. Falomir

Este ejemplo muestra que la integral funcional sobre trayectorias periddicas es,
en el caso de Lagrangianos cuadraticos y a menos de una constante de proporciona-
lidad, una representacién formal de la potencia (—%) del determinante funcional®
del operador diferencial que aparece en la accién euclidea (con dominio en ese

subespacio de funciones periddicas).

Finalmente, recordemos que

(1.98) Z(B) = i e PEn

n=0
donde los F, son los autovalores del Hamiltoniano H. Entonces, para f — o0,
Z(B) = e PP [14 0 (e #F1=F0))], donde Ej es el autovalor correspondiente al
estado fundamental y suponemos que existe un gap respecto del primer estado
excitado. En consecuencia, para T — oo y € > 0,

1 1
——T(1—ie)H ——T(1—ie)H
(1.99) Trie h ( ) ~ (0le I ( ) |0) ,

donde |0) es el estado fundamental de H.

Por lo tanto, teniendo en cuenta la Ec. (1.84), vemos que la amplitud de pro-
babilidad de persistencia del vacio puede ser representada mediante la integral
funcional

(L100) (0,45 — 00]0,8 = —oohy = qu N / a2 e -V )] |

4La funcién ¢ asociada a un operador D cuyos autovalores A, crecen (en mddulo) sin limite
como alguna potencia de n permite definir su determinante funcional mediante una regularizacion

analitica. La funcién
(1.96) (p(s) =) M\*
An

converge absolutamente para Rs > sy € R (suficientemente grande), lo mismo que la serie de
las derivadas de A, ~° = e~*1°8*» todo orden. Entonces, (p(s) resulta analitica en ese semiplano
(abierto), desde el cual admite una prolongacién meromorfa (es decir, con singularidades aisladas)
al plano complejo. En particular, bajo ciertas condiciones de regularidad del operador D, la

prolongacién de (p(s) es analitica en un entorno del origen. En esas condiciones, se define el

)
prol.an. s—)O}

que se reduce a la definicién usual en el caso de dimensién finita.

determinante del operador como

(1.97) DetD := exp { f% Cp(s)
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donde se suma sobre las contribuciones de las trayectorias que se cierran al cabo

de un tiempo infinito.

1.5. Potenciales dependientes del tiempo. En la descripcion de Heisenberg,
los operadores evolucionan segtin la ecuacion
. i
(1.101) Og(t) = - [H(Py(t),Qu(t);t), On(t)] .
Cuando el Hamiltoniano es polinémico en Py @) y tiene una dependencia explici-

ta en el tiempo que puede separarse de la forma

(1.102) H(Py(t),Qu(t);t) = Ho(Pu(t), Qu(t)) + Hine(Qu(t); 1),

el operador H;,(t) = H(t) — Hy (que supondremos de soporte compacto en el
tiempo) permite definir la descripcion o esquema de interaccién mediante una

transformacién unitaria
(1.103) O;(t) = U () Ox () U (1)

tal que hace que los operadores de la teoria evolucionen de acuerdo al Hamiltoniano
libre Ho(Py(t),Q;(t)), segtin la ecuacién

7

= [Ho(Pr(), Q:(1)). 0r(1)] .

En efecto, hasta que se enciende la interaccién descrita por Hy,(t) los opera-

(1.104) O (t)

dores O;(t) y Og(t) coinciden, diferenciandose a partir de ese instante. Pero los
operadores bésicos de la teoria, Py @), deben conmutar segin la regla [P, Q] = —ih
en todo instante y en ambos esquemas. Esto sugiere que ellos pueden ser relacio-
nados mediante una transformacién unitaria de la forma Py(t) = U (t) Py (£)Ur(t)"
y Qr(t) = Ur()Qu(t)U; ()T, que deja invariante ese conmutador.

Entonces, tomando la derivada respecto del tiempo de ambos miembros de la
Ec. (1.103) tenemos

O1(t) = U Ou U (1) + Ur()Ou U (1) + Ui () O U (1) =
(1.105) = [Ul(t)UI(t)Ta Ol(t)] + Ul(t)% [H (Py(t), Qu(t):t), O (t)] Us(t)" =

— |00 + (20, Qu0) + Hun(@u0:1)} 0100

De ésta y de la Ec. (1.104) resulta que

(1.106) [(’J}(t)Ul(wt)T + % Hint (Qr(t); 1), Ol(t)} =0
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para todo operador O, de modo que el primer argumento de este conmutador
debe ser proporcional al operador identidad,

(1.107) Ur(t)U(8)" + % Hin (Qr(t);t) = ic(t)1,

donde ¢(t) es una funcién arbitraria del tiempo a valores reales (Nétese que el
miembro de la izquierda es anti-hermitico). Pero es facil ver que puede anularse
el miembro de la derecha mediante la transformacion unitaria adicional U;(t) —
el J ety (), la que no tiene consecuencias sobre los operadores transformados.
Por lo tanto, podemos considerar que Uy(t) satisface la ecuacién diferencial
0

(1.108) Ui(t) = - Hip (Qr(t); 1) Ur(t)

con la condicién inicial

(1.109) lim Uy(t) =1,

t——00

lo que puede condensarse en la ecuacion integral
.t
7
(1.110) Uy(t) =1 — ﬁ/ Hang(£0) U (1) dt

Esta ecuacion puede iterarse para obtener el desarrollo perturbativo

(1.111)
Ur(t) =

7; t _Z 2 t t1
=1- 7—1/ Hznt(tl) dtl + (7) / / Hlnt<t1)Hznt(t2)U[(t2) dtldtQ
N i n t -
:"':1+Z(f) / / Hint(tl)"'Hmt(tn)dh"'dtn—l—
n=1 —0o0 —00

_/L N+1 t tN
+ (f) / = / Hint(t1) - Hine(tnv1)Ur(Eng1) dty -+ - dEnys -

El limite de este desarrollo para N — oo no conduce, en general, a una serie
convergente, lo que requeriria que el resto Ry(t), tltimo término en el miembro
de la derecha, tienda a cero en ese limite. Supongamos que A sea un parametro
que multiplica a H;,(t); entonces sélo puede afirmarse que la iteracion de la Ec.
(1.111) da lugar a una serie asintdtica en \, es decir, a un desarrollo en el cual el

resto es de un orden superior en ese parametro respecto de la suma finita.
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Introduciendo el operador de ordenamiento cronoldgico, el lado derecho de la
Ec. (1.111) puede escribirse como
(1.112)

Ul(t)zz(_ilﬂ/j /_t T {Hini(t1) - Hie(tn)} dty - - dty + Ry (t)

=T {nﬁ%% (%Z /too Hini(t) dt’)n} + Ry (t).

Dado que el argumento de T en esta ecuacién es una suma parcial del desarrollo

de una exponencial, suele representarse al operador Uj(t) como

(1.113) Ur(t) ~ Texp {%/; Hini (1) dt’} ,

siempre en el sentido de serie asintética (y sin indicacién del resto).

Por su parte, los vectores de estado evolucionan de acuerdo a una ecuacion de
Schodinger con Hamiltoniano H;,; (Ql(t); t)5,

d . )
(1115) S (0 = Urlt) )y = 3 Hiae(@e(0):0) 19(0);
donde
(1.116) () =Ui(®) [¥) g -

En esas condiciones, la teoria de perturbaciones dependientes del tiempo permite
expresar la amplitud de probabilidad de transicién del estado |g¢;,t;); al estado
| qp.ts)r en el intervalo de tiempo [t;,ts] (donde Q;(t)|q,t)r = ¢q|¢.t)r), como la

serie asintética que se obtiene a partir del desarrollo del orden cronoldgico de la

°Su relacién con el vector de estado en el esquema de Schodinger estéd dada por [¢(t)); =
enHo(QrPOt (1)) o, donde Hy (Qr, Pr) es constante. En efecto,

4 y(t)); = £Ho (Qr, Pr) e# Ho(Qr.Pr)t [Y(t)) g

(1.114) _e%Ho(Ql,PI)% {Ho (Q, P) + Hipns (Q, 1)} e~ % Ho(Qr,Pr) (1)), =

= £ {Ho (Qr, Pr) — Ho(Q1, Pr) — Hint (Qr, )} [¥(1)); = — £ Hint (Qr,1) [(1)); .
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exponencial en el elemento de matriz®
(1.119)
wlagtelatm = 1lap tr | Uit Ur(t) | ai tidr = 1{ap, el Ur(ts,t)] qistidr

i Y
~ {(qs,ts|Texp {_ﬁ/ Hint(Qr(t); 1) dt} | gi, ti)r ==
ti

Z Z/h / dtl.../ dt, x
‘ t; t;

n=0

I<Qf7tf|T{Hmt(Ql(tl);tl) mt(Ql )} |Qz; i1
donde Uy (tg,t;) == Uy (ts)Us ()"

Sea L(q, ¢;t) el Lagrangiano correspondiente al Hamiltoniano H(p, ¢;t),y Lo(q, §)

el correspondiente a Hy(p, ¢). Entonces,
(1.120) Lint(g; ) = —Hine(q3 1) -
Recurriendo al resultado obtenido para los elemento de matriz de un producto

de operadores ordenados cronolégicamente’, Ec. (1.48), podemos escribir

alar tela, tiym =

i [Y
= 1{qs, ty|Texp {_i_i/ Hint (Qr(t); 1) dt} lgisti)r =
ti

i

i [ . ts
wan g [ dtLoGa.d) ;[ de Lo (a0
/ Dqe™ /ti et =
(

(ag:tr) ES t
:/ Dy ch [a( )]’

(gi:ti)
6T¢éngase en cuenta que Q;(t) = en0!Q e~ Hot de modo que | g;,t;); = et ¢). Entonces,
(1.117) alapstelatym = 1lap trlUr(tp ti)l g, ti)r = (ar| Uty ti)] gi)
implica que

(1118) e ﬁHthU](tj, ) wHot: U(tf,ti) = U[(tf,t)_eﬁHoth(tj7 )6 th.

7Téngase en cuenta que la descripcion de Heisenberg se reduce a la descripcion de interaccion
cuando H;,; = 0, de manera que lo que mostramos para la primera cuando el Hamiltoniano no

depende explicitamente del tiempo también vale para la segunda.
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donde

(1.122) Slatt) = [ e L{ato). e

es la accién clasica del sistema.
Nuevamente, este resultado se interpreta como la suma de contribuciones de la
forma e# S9! provenientes de trayectorias que van de (g;,t;) a (gy,t), integradas

con una medida que no depende del potencial.

1.6. Ejemplo: el oscilador arménico forzado. El Hamiltoniano de un osci-
lador arménico sometido a la accion de una fuerza externa dependiente del tiempo

€s

P2 muw?
1.123 H(PQ;t) = —

Q*-QF(t),

donde F'(t) es una funcién suave del tiempo a valores reales. Supondremos que el
soporte de F'(t) es un compacto en el plano complejo de su argumento que contiene
un segmento del eje real.

Nos interesa calcular

i (Y
I<Qfatf|TeXp{ﬁ/ Q1(t) F(t) dt} qi, ti)r =

i

(1.124)
mw

[ G eGS0 o}

(gs,ti)

Para ello consideraremos primero un tiempo euclideo § > 0, para luego tomar
la extensién analitica del resultado a § — iT'(1 — ie), donde T =ty —t; y € > 0.
Supondremos entonces que f(7) = F'(—i7)/m es una funcién real, suficientemente

suave, definida en el intervalo [0, 5] e idénticamente nula fuera del intervalo abierto
(6,6 —46), con § > 0.

Teniendo en cuenta que la medida de integracién, Ec. (1.36), resulta invariante
frente a traslaciones, en la integral funcional del segundo miembro de la Ec. (1.124)

hacemos el cambio
(1.125) q(t) = q(1) + z(7),

donde

B
(1.126) x(T) ::/0 Ga(r, ") f(r')dr',
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donde G(r, ') satisface

(=0 +w?) Gy(r,7) = (1 — '),
(1.127)
Gp(0,7") =0=Gp(B,1').

En consecuencia, x(7) satisface la ecuacién
(1.128) (=0.* +w?) z(1) = f(1)

y condiciones de Dirichlet en los extremos del intervalo de tiempo euclideo, de
manera que la traslacion no modifica los puntos inicial y final de la trayectoria

q(7).

Entonces, reemplazando en la expresion de la accion euclidea obtenemos

m (7 2 2
Selo(r) +2(n] = 5 [ ar {atr) + e} +

8

+m / dr {0: la(r) (7)) + q(7) [=i(7) +wPa(r) = f(7)] } +

m B
(1.129) —|—5 /0 dr {87 [z(7) &(T)] + x(7) [—flf(T) + w?z (1) — 2 f(T)] } —

m 8 2 2
- 5/0 dr {q(r)" +wq(r)"} +mlap (8) — ¢ 2(0)] —
m (BB
_5/0 dT/o dr' f() Gs(7.7') f(7').

Notese que el primer término del miembro de la derecha corresponde a la accion
euclidea del oscilador arménico libre, mientras que toda la dependencia de la fuerza

externa F'(—i7) estd contenida en el segundo y tercer término, cuya contribucién

a la exponencial de —% veces la accion puede factorizarse fuera de la integral

funcional por no depender de la trayectoria.
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La funcién de Green G(7,7') admite el siguiente desarrollo respecto del sistema
{\/% sin (% 7') n=12 ... }, ortonormal y completo® en Ly (0, 3):

(1.132) Ga(r,7) =

donde las condiciones de contorno en la Ec. (1.127) estdn garantizadas por la
convergencia uniforme de esta serie.

En consecuencia,

8 B 0 2
(1.133) / dT/ dr' f(r) Ga(r, 7) f(7) =D f+ ,
0 0 n=1 (E) L2
g
donde los f,, € R son los coeficientes del desarrollo en senos de la fuerza externa,

(1.134) f(r) = ifn% nilf,ﬁ = /OB dr f(1)*.

Por su parte,

(1.135)
»(57)
00 S| — 17
B fu 5
e
B
8En efecto,
2 [P nm n'mw
(1.130) B/ sin (ﬁT> sin <5 7'> =0nn, n,n =12, ...
0
Similarmente,

2 [P nw n'w
1.131 f/ cos ( 7') cos ( T) =0nn, n,m =0,1,2,...
(131 3y <=\ 3 E
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de modo que su derivada es

(1.136) i(r) = i <%> Jn  cos (% 7')

dado que (como consecuencia de (1.134)) esta serie converge absoluta y uniforme-

mente”.

Consideremos el limite de estas expresiones para Sw > 1, para lo que conviene

redefinir 7 — 7 + /2. Para la funcién de Green obtenemos

cos (%” (r — T')) ~ cos (%“ (r+7 + 5)) )

n=1 (WT)Q 2
w)

(1.137)

Tomamos ahora la prolongacién analitica de G(7,7') a tiempo real mediante
los cambios 7 — it(1 —ie) y B — iT(1 — ie),

i (t 4+t +T)
— €

/ 1 —
Gﬁ(T,T) — m n:Z_OO - 5 ) —
(z’T(l—z’e)) T

N in%(t—t’) i (4t + T)

_ il —ie) e —e T _
T 2 (%) - w1~ io)?

(1.138)

dE 2 2
2m oo E? — (w(1 —1e))

— +0 ,
9En efecto, VN tenemos

N @ n N
(5)/
)3 W <3 () 19 = 2V I7la = 151
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donde hemos empleado la féormula de suma de Euler - Maclaurin.

El integrando en el miembro de la derecha de la Ec. (1.138) es una funcién
analitica que presenta polos simples en £ = +w(1 — i€), de modo que la integral
se resuelve cerrando el camino de integracion en el plano complejo de la variable
E. Para el primer término, el camino debe ser cerrado por el semiplano superior
(encerrando el polo en F = —w(1 —i€)) sit —t > 0, y por el semiplano inferior

(encerrando el polo en £ = w(1 — i€)) para t —t' < 0, lo que conduce a

Gr(t,t) = 1m i Girio(it(1 —i€) it (1 — i) =

(1.139)

= 2L {9(t — t’) e_iw(t — t’)(l — ZE) + Q(t/ _ t) eiw(t o t/)<1 . Z€>} |

En cuanto al segundo término, el camino de integracién debe ser cerrado por el
semiplano superior para todo (¢ 4+ t’), lo que conduce a una contribucién
(1.140) 1 it +T)
2w(1 — ie)
que se anula exponencialmente rapido cuando T crece puesto que € > 0.
Por su parte, por efecto de esta rotacion de Wick, la derivada de la funcion de

Green se reduce a

(1.141) 0.Gs(r,7") — _72 (1 — ie) —iwlt —t'|(1 — ie) ’
lo que muestra que
B/2
(1) = 0-Gg(r,7') f(r")dr" —
-B/2

(1.142)

- \2 00 .
N Challldln / o= (1 Hwlt =t pyry gy

2m

que se anula exponencialmente para |t| — oo si F'(t) es de soporte compacto.

En definitiva, podemos escribir

1{qs, 00| T exp {% /Z Qr(7) F(—ir) dT} | g, —00)r =

1 o0 o0
— dT/ dr' F(—it) G (T — ') F (=17’
(1.143) e2mh /oo —oo (=) Gl ) Fl=im) X

oo

1/ m ..
(gf,00) _ﬁ/ dr 5 {Q(T)Q —}—(,4)2(1(7-)2}
X / Dq e - .
(

qi,—0)
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Transformemos ahora esta expresion a tiempo minkowskiano mediante el cambio
T — it(1 —40),
(1.144)

wlar 0lae oo = 1{ag,oc| Texp {1 [~ Qutt) Fo) e 1 ~o0)s =

0

/F _/F/
62mh/_oodt/_oodt OGO F)

o0
Y

v m .

(qf,00) f_i/ dt 5 {q(t)2 _ wzq(t>2}

X / Dq e’ /-
(ql,—OO)

donde F(t) es una funcién suave de soporte compacto y

GF(t) = jli_I)I;OiGiT(l—iE) (Zt(l - ie), Zt/(l — ZG)) =

(1.145) .
L5 {9@) e—iwt(l - iE) 4 9<—t) eiwt(l - ZE)}

T 2w

corresponde al propagador de Feynman.
Esto muestra que la rotacion desde tiempos euclideos a reales, necesaria para dar
sentido a la integral funcional, implica la propagacion de las frecuencias positivas

hacia el futuro y de las frecuencias negativas hacia el pasado.

Tomando ¢f = ¢; = ¢ en la Ec. (1.144) e integrando en ¢ obtenemos la amplitud
de probabilidad de persistencia del vacio (estado fundamental del Hamiltoniano

Hy) en presencia de la perturbacién Hy,,(t),

Tr {Us(T,-T)} = Tr [T exp {—% /i Hg(t) dtH —

-/ " (0. Tlg,~T) dg = / " @ T\ UV (=T g, ~T) 1 dg =

—00 —0o0

(1.146) Z/_OO dqf<q,T|Texp{%/_i@r(t)F(t)dt}Iq, —T)1 =700

[e.e]

- I<O7OO|T6XP{%/_ZQI(t)F(t) dt} |0, —c0); =

l

/_ Z dt /_ Z dt' F(t) Gp(t —t)) F(¥)

, €2mh :

= I<O,OO|0,—OO>
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donde hemos tenido en cuenta la Ec. (1.100) y el hecho de que F(t) es de so-
porte compacto (lo que garantiza la convergencia del exponente). Nétese que, en
el esquema de interaccién, los estados estacionarios para |t| — oo son los que

corresponden al Hamiltoniano libre Hy.

En consecuencia, teniendo en cuenta que para el sistema libre ;(0, 00| 0, —00); =
1 (estrictamente, la fase exp {—% EOT}, con T — o00), dado que ése es el estado
de menor energia, vemos que la amplitud de probabilidad de transiciéon de vacio a
vacio en presencia de una fuerza externa dependiente del tiempo puede ser expre-

sada como

mw2

-~ :]{qu%/idt {%Q(tf— 5 q(t)2+q(t)F(t)} B

(1.147)

— o 2mh

/_ Z it /_ Z it F(t) Gp(t — ') F(¥)

Y

donde la integral funcional se extiende sobre un conjunto de trayectorias cerradas.

Consideremos ahora una variacién infinitesimal de la fuerza externa, 6 F(t), de

soporte compacto. A primer orden podemos escribir
Zy[F(t) +0F ()] =

= 0ol e {1 [~ Qo pioya}

o0

(1.148) % {”%/_OO dt Q (1) 5F(t)} 10, —o0); =

mw?

%qu%/idt{gw St o) PO}

x {1+ %/_Zdtq(t)w(f)} :
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de donde resulta que la derivada funcional

05 [F()]

Sr@ = 1000l Qu(1)]0, ~oc) =

iy =0l [ew{ [ P} Qi) 10,00 -

—00

- f o i [ {2 e F@/)}q@),

donde el subindice H en los vectores de la primera linea hace referencia al Hamil-
toniano que incluye la interaccion con la fuerza externa, Ec. (1.123).

Este resultado se generaliza inmediatamente al caso de derivadas funcionales de
orden superior,
(1.150) -
(=ih)" SF(t) 0[ 5(;1%)

= 1(0,00| T[Qu(t1)...Qu(t,)]|0,—00)y =

10,000 T fexp{ 5 [~ Qi) ) at | Q) @it 10,00 =

2

fou. P e - e o e .

Estas relaciones nos permite dar un desarrollo asintético para la amplitud de
probabilidad de persistencia del vacio para el caso de un potencial polinomial V' (q)
arbitrario (independiente del tiempo).

En efecto, si

1
(1.151) V(g) = 5mw’q” + Viu(q)
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resulta inmediato mostrar que

T—o0

]{DC] 6%/—2 . {%Q(t)Q - V(Q(t))} = lim Tr e—%HT =

(1.152) = 0 ool Texp {1 [ Vi (Qulo) a0, ) =

_, _f% /_Z Vi (_m 5F5<t>> “ ZFO|

F=0

donde H = % + V(Q), el vector |0) es el estado fundamental del Hamiltoniano
libre Hy = % + %ZQQ y la funcional Zj [F(-)] estd dada en la Ec. (1.147).

El desarrollo formal de la exponencial en el miembro de la derecha de la anterior
igualdad, tomado hasta cierto orden en el potencial de interaccion V,; y aplicado
a la funcional Z, [F(+)], permite obtener un desarrollo asintético en el cual aparece
naturalmente la funciéon de Green de Feynman, lo que corresponde al desarrollo
en diagramas de Feynman de la Teoria Cuantica de Campos.

En efecto, podemos definir

1 [ )
—= Vint | —ih d
Z[F()=e N /—oo ( 5F(t)) tzo [F(-)] =
(1.153)

)

ST P [ {5 -vam s anro)
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de modo que
(1.154)

i[> )
" Z[F()] h / . Vins (‘m 5F(t)) dtx
SF(t1) ... 0F (L)

(—ih)"

F(t)=0

0.0l T e { 4 [~ Qi) ) ar Qi) @ite)| 10,000

5 [ V@it
= [<0,00’T e —o0 Q[(tl)Q[(tn) ’0,—OO>[:

= 1(0, 00| T [Ur(+00, —00) Q(t1) ... Qr(ty)] [0, —00); =

= 1(0,00| T [Qu(t1) ... Qu(tn)] 0, —00)x ,

que corresponde a las funciones de Green generales de la teoria de campos.

Los resultados hasta aqui obtenidos se generalizan directamente al caso de varios

grados de libertad.

2. TRAYECTORIAS EN EL ESPACIO DE BARGMANN - FOCK

Cambiando la escala de los operadores P y @) segin

(2.1) P—vVmhwP, Q—m/iQ,
m w

de modo que los operadores P y () resultantes sean hermiticos y sin dimensiones,

con un conmutador

(2.2) [P, Q] = —i,

el Hamiltoniano del oscilador arménico se reduce simplemente a

(2.3) Hy = % {P*+Q°} .
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Los correspondientes operadores de creacion y destruccion se definen como!®

(2.5) a:= Qj;gp . oal =

donde a' es el adjunto de a, y se satisface que

Q — 1P
\/§ )

(2.6) [a,a'] =1, Hy=hw <aTa+ %) .

Los autovectores del operador (no hermitico) a,

Q4P
R

son los llamados estados coherentes del oscilador armonico.

(2.7) alz) |z) =z|z), conz=z+1yeC,

Empleando la representacion de estos operadores en el espacio de configuracion

obtenemos

(2.8) (alalz) = alglz) = % <q+ diq) 6.(a) = 2:(q)

donde 1,(q) = (¢|z). Esta ecuacién implica que

d d 2
(2.9) d—qlong(Q)zﬁz—QZd—q(\/ﬁzq—%> ,

de donde resulta que

(2.10) ¥.(q) = K(2) exp {—q; + \/ézq} € Ly(R,dg), ¥z € C,

donde K (z) es una constante de normalizacién dada por

2

zz z
(2.11) K(z)=nVie 2¢ 2,
donde z = x — 7y.
~ 10De donde resulta que
(2.4) Q:af\/ga v P:iaT\/_;
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Puede verificarse que el conjunto {|z), z € C} constituye un sistema (sobre)completo

en el espacio de Hilbert H. En efecto,
dzd o o
/ ;mz<q/|z><Z|Q> = /_OO dx/_m dy x

1 2 12
> L 6_5 (q +q )6—21’26\/§$(q+q')—i—i\/iy(q—q’) _

(2.12)
1 12 00 2 /
:—fﬁ 6(@<q—q’>)e_5(q o )/ dr 2 V204 +d)

d(q—4q) [~ —(u? =2 2 ,
- (7r1'/_2 )/oodue (W =204+ ) _5(5—¢q),

donde hemos usado que dz dz = 2i dx dy.

Por lo tanto, tenemos la siguiente descomposicion espectral de la identidad,

dzdz

2.1 I =

(213) [

y cualquier vector |¢)) € H puede ser escrito como
dzdz

(2.14) v = [ S ).

Esto implica que la correspondiente funcién de onda esta dada por

@1) v = lal) = [Tl el = [T o) o).

271,
(216)  (2l) = / " dg (el {al) = / T dg (g bl = 2 f(2).
donde
1
(2.17) f(z) = 7r_1/4/ dq 6_5 <z —2q\/§z—|—q ) ¥(q)

es una funcion analitica entera de la variable zZ. En efecto, tenemos que

/ dq \/_q "o 2 (q _QQ\@z> V(q)

2

(2.18)

< {/_qu (Vaa)"e” (‘f‘qm“”)} ()P,
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de modo que converge absoluta y uniformemente en todo compacto del plano
complejo z. Por lo tanto, la integral en el miembro de la derecha de la Eq. (2.17)

tiene derivadas continuas de todo orden.

Por su parte, la norma del vector de estado puede escribirse como

@10) vl = o) = [ S Wl = [ G T ).

271

Ademas, teniendo en cuenta que
(2.20)
Cluy = [ d Glalalw) = | da v vule) =

o —0o0

(5+U))}

az) Lwrar) o {-ee
:%e 2(zz+z)€ 2(ww+w)/ dg o q q 3
™ (e.)
Lo ey L o 1 2 IR .
. 2(zz+z)€ 2(ww+w)62(z+w) . 2(zz+ww)ezw

resulta que f(z) satisface la relacién

= Z
f6) =2 el = e 2 [ Gl wly) =
zZz B 1, _ ww
(2.21) _ .2 d;i.w .72 (Zz + ww) S, Ty f(w)
:/dg’iw ¢~ T 2W f()

Vemos entonces que la proyeccién de los vectores de estado [1)) sobre los vectores
de la base de estados coherentes |z) corresponde a efectuar una transformacion

unitaria (isometria con inversa),

(2.22) [) « f(2) (0, eqivalentemente, 1(q) <> f(2) ,)

que aplica H (o bien, Ly(R, dg)) en un espacio de Hilbert formado por funciones
enteras de la variable z, de cuadrado integrable sobre el plano complejo respecto

dzdz _—zz

de la medida 2% e7**, y dotado de un niicleo reproductor

(2.23) P(z,w) =e*W

(subespacio del espacio de Hilbert Ly (C; €4 ¢=7%)).
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El producto escalar en este espacio, que llamaremos de Bargmann - Fock, esta da-

do por

224) () = / 2z ) = / GZdz 22 pr(2yg(2).

271 271

En esta realizacion del espacio de Hilbert los operadores de creacién y destruc-

cién tienen la siguiente representacién:

(zlat|w) = (al2))|0) = (212))10) = 2 (z[0)
(2.25)

= dlf(2)=2f(2),

Wlalx) = (@) [0 = [ FF e (24) 0(2)

2 - | A2z =2 f(2)g(z) = / Lo {077 ()9l

271 271

:/dZdz e fN(2)0:9(2) = ag(z)=0:9(2),

271
Entonces
(2.27) al=z vy  a=0;,
y se satisface que
(2.28) [a,a'] = [0:,2] = 1.

Con esta representacion, el operador Hamiltoniano del oscilador arménico re-

sulta

(2.29) Ho = hw (aTa + %) = hw (zaz + 1) ,

y el operador ntiimero

(2.30) N=ala=7z0:.
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Naturalmente, ambos son operadores hermiticos en el espacio de Bargmann -

Fock, lo que es facil de ver integrando por partes en el producto escalar

|G e 0.1 -

211

(2.31) :/d“l.z (—8226_2Z> 9°(2) f(2) =

El estado de vacio se define por

4

(2.32) O=c2 (z|a]0) =afo(2) =0 fo(5) = fo(2)=1,

donde fy(Z) estd correctamente normalizado dado que

dzdz _5 1 [ o0 (2 2
(2.33) /ﬂe ZnyO(z)\Z:—/ d:c/ dye— (7).
TJ- —00

271

Por su parte, los estados excitados estan dados por
zz

(2.34) FuB)=e 2 (zln)=e 2 {

at” z

) = \/ﬁfO(z):ﬁ'

a n
2| —=10
Sl
Resulta evidente que

=N

(2.35) N f.(2) = 20 \jm = n f(3)
y
(2.36) o fa(2) = Fus (n + %) 1.2,

Es inmediato verificar que los estados estacionarios asi obtenidos (que forman

un sistema completo) son ortonormales. En efecto, sin pérdida de generalidad
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podemos suponer que n > m en el producto escalar

_ [dzdz _z, 2"
<n’m>_/ 211 € \/m

dz dz i Z

\/nl— / 2mi

(2.37)

/ dz dz
vnlm 27m

—22 {<ai)n zm} =0nm -

Finalmente, senalemos que la evolucién temporal de la funciéon de onda en el

espacio de Bargmann - Fock, f(z), estd dada por

zZz 7 7
= Hyt —— ot
2 (el By = R pz) =
(2.38)
Lt Lt
—¢ 5&) —zwtzagf(g)_e wa<€—zwt)

2.1. Operadores en el espacio de Bargmann - Fock. Consideremos ahora

un operador A, definido en H, que tiene un desarrollo de la forma

(2.39) A= Z In)(n| A |m)(m Z n) Apm

n,m=0 n,m=0

Entonces, de la Ec. (2.34) obtenemos

(2| Alw) = Y (zln) Aum (mlw) =

(2.40)

donde hemos llamado

8

(2.41) Az w) = Y Aum—

n,m=0

que, para A, ,, suficientemente bien comportado, serda una funciéon analitica de z

y de w.
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La accién de A sobre un vector de estado puede describirse como

Clap) = [ Go8 GlA ) ul)

(2.42) :e_?/d“_’d,w e~ Az w) f(@) =

21

271

= Af(z):/dw@ e WU A(z w) f(w).

De ese modo, A actia sobre el espacio de Bargmann - Fock como un operador

integral de nucleo A(Z,w).

En particular, el niicleo del operador identidad esta dado por

(2.43) Z S —

n,m=0

Z w
’

que es precisamente el ntcleo reproductor del espacio.

Similarmente, se puede ver que el nicleo de la composicién de dos operadores

esta dado por

(2.44) (AB)(z,0) — / dwdw —aw 405 ) B, v).

271

La traza del operador A se define por

TrA:= Z<n| Aln) = / d;iz Z<n|z)<z| Aln) =

-5 |A{Z!n n\} - [ 25 Gl

Haciendo uso de la Ec. (2.40) obtenemos

(2.45)

dzdz s
(2.46) TrA:/ 22 e TR Az, 2).

™

Para llevar al operador A al orden normal, a partir de la Ec. (2.39) escribimos

n,m=0

\/_

Senalemos que

3

— > e

n=0

(2.48) 1 0)(0]
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En efecto, tenemos que el conmutador

(2.49) 2253(—1V(ag"namﬁzz_w;e—@m: =3

Entonces,

(2.50) : e—aTa tn)y =0, paran >0,
mientras que

(2.51) re 0 0) =10).

Por lo tanto, la Ec. (2.47) puede ser escrita como

aT" —afq a™
A= Z Ay 1 —= € ==
Vvnl vm!

n,m=0

(2.52)

Z ) () Z 2 !
alm . nm_ . nam
' )
P k‘ vnlm)!

lo que define los coeficientes AY = del desarrollo de a en orden normal.

9]
n-‘,—k
> e

n,m=0 n,m=0

Teniendo en cuenta la representacién de los operadores de creacién y destruccion

en el espacio de Bargmann - Fock, Ec. (2.27), podemos escribir que

= - AnNm Znqgm I~
(2.53) Af@):%io n!m!zaz f(2),

o bien, empleando el nicleo reproductor del espacio, Ec. (2.21),

Af(i) _ / dw dw —ww Z nm nazmefwf(w) _

271

an

(2.54) _ / dl;:iw e—ww—sz{ Z n' m} f(ﬁ)) _

_ [dwdw 4 zw 4N .
- [ ANz w) 7 )
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donde el nticleo auxiliar AN (z,w) se obtiene del desarrollo de A en orden normal
cambiando al — Z y a — w.
De alli surge que el nucleo del operador integral A también puede ser escrito

como
(2.55) Az, w) = e?W AN (z,w)

lo que simplifica su calculo. Ademas, reemplazando en la expresion de la traza, Ec.

(2.46), también resulta que

dzdz
2. TrA= AN(
(2.56) T / 5 (z,2).
Inversamente, dado el nicleo A(Z,w), se reobtiene el operador en orden normal

(2.57) Afal,a) = ({AGE0)} ey gure))

2.2. Integrales de camino en el espacio de Bargmann - Fock. Estamos
ahora en condiciones de considerar el nicleo del operador de evolucion de una
particula en su representacion como operador integral sobre el espacio de Barg-

mann - Fock.

Supondremos que el Hamiltoniano de una particula sometida a la acciéon de
un potencial V(Q) = %mw2 Q? + ..., donde los puntos suspensivos representan
términos de 6rdenes diferente del cuadratico (que pueden incluso tener una depen-
dencia suave en el tiempo), ha sido expresado en términos de los operadores al y

a y llevado al orden normal,
(2.58) H=H (aT,a;t) =:H (aT,a;t) s

Entonces, el operador de evolucion de la descripcion de Schodinger correspon-
diente a un intervalo de tiempo infinitesimal (¢ + At,t) estd dado por

i
—— H (a',a;t) At '
(259) U(t+Att)=e h ( ) =1- %H (al,a;t) At +O(LF)
donde los dos primeros términos del desarrollo del miembro de la derecha estan
expresados en orden normal.

El correspondiente ntucleo auxiliar es

1

—— H (Z,w;t) At

(2.60) UN(z,t+ At;w,t)=e h (1+0(Aat%)
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y para su nucleo como operador integral tenemos

Zw — iH(E,w;t) At
(2.61) Uz, t+ At;w, t) =e h

(1+0(A%)) .
De la composicién de operadores sobre el espacio de Bargmann - Fock, Ec.
(2.44), resulta que
(2.62)
Uz, t+ 20t w,t) =

didn _5
:/ ;7 e MUzt 4+ 208 m,t + A) U@, t + Atyw, t) =
T

X

i i
[ dndn —in Zn—ﬁH(Z,n;t—i-At) At ﬁw—i—iH(ﬁ,w;t) At
) om ¢ € :

I D T
x (14+0(A8%) :/d”d.” JplEn ) Sz =mn—nn-w)}

271

— - {H (2, mt+ 08 + H (7, wi )} Ot

X e (1+ O(AtQ))2 .

Para un intervalo de tiempo finito, (¢;,¢s), tomando At = % con N > 1,

podemos escribir para el nicleo del operador de evolucién de la descripciéon de

Schodinger
Nz dz 1 (Zfzn—1 + Z212)
U(Zs, ts; iati = - - 2 - '
SRR /(g o )e x
/3 z Zn — %
At n+1 = #~n n_,n n — ~n—1
(2.63) P8 K 2iAt )Z © ( 2i/t
X e n=1 X

. N-1
(4 _
— A\t nEZO H (Zyi1, 20 tn)

X e (1 + O(N71)> ,

donde hemos llamado t,, :=t; + nAAt, zp 1= 2z, y Zy = Zj.
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El limite para N — oo del miembro de la derecha sera denotado por

)= 1 Zfz () 2
U(zﬂtf;zz';ti):/( D), ) gLt +2(t)=]

(ti)=z

(2.64) % /t "t {E [Z(t)2(t) — 2(t)2(t)] — H (2(1), 2(¢); t)}

~ (Texp{—%/t;f dt H (a*,a;t)}) (25, 2) ,

lo que se interpreta como una suma de contribuciones provenientes de trayecto-
rias continuas y diferenciables en el plano complejo, (2(t), Z(t)), que satisfacen las
condiciones (inicial y final respectivamente) z(t;) = z; y 2(t5) = Zs.

Nétese que z(t) no es la compleja conjugada de z(t), de manera que z(¢;) es el
valor (no condicionado) que adopta de la trayectoria zZ(t) en t = t;. Similarmente,
z(ty) es el valor que la trayectoria z(t) toma en ¢ = t;. En consecuencia, el primer
factor exponencial en el integrando del segundo miembro depende de la trayectoria

y no puede ser extraido fuera de la integral funcional.

Senalemos que el argumento de la exponencial en el integrando del segundo
miembro de la Ec. (2.64) puede ser entendido (a menos de términos de borde)
como la accion clasica de la particula expresada en términos de las combinaciones

complejas linealmente independientes de la coordenada y el impulso dadas por

(2.65) z:\/zt:;}(q#—i%), zZ= %(q—z%)

En efecto,

mw 21

/: dt o [2(1)2(0) — 2(0)3(0)] = /: at 2L pi— o) =

ty ty
+/ dt pq.
t; t;

Por su parte, la medida de integraciéon asi expresada se reduce a

(2.66)

1
= 2]7(1

dzdz mw\ 2t dp dq
2. = -
(2.67) 2 (47rih>

paq
mw 2rh
lo que muestra que se trata de una suma de contribuciones provenientes de tra-
yectorias sobre el espacio de fase, con condiciones iniciales especificadas para la

combinacion (q - z%) y finales para (q — 2%)
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En particular, esto muestra que la convergencia de las integrales en el segundo
miembro de la Ec. (2.63) requiere (como anteriormente) de la introduccién de una

parte imaginaria negativa en la variable temporal: t — t(1 — ig), con € > 0.
Estos resultados se extienden directamente al caso de varios grados de libertad.

Para el calculo efectivo de integrales funcionales en esta formulacién (también
llamada holomorfa) es necesario recurrir al siguiente resultado.
Consideremos una matriz no singular M cuya parte hermitica, % (M + M T), sea

positiva definida. Entonces, si llamamos

21
_ z2
ZN
y similarmente para W y W, tenemos que
N
dz,dz, \ _7 1 7 1 WM
(2.69) /(H%)e ZMZAWZ+ZW _ (qot ppyt VMW
m

En efecto, si M = H + 1A, con H, A matrices hermiticas y H positiva definida,
entonces una transformacién unitaria U; seguida de un cambio en la escala de las
variables de integracion permite llevar H — 1, donde 1 es la matriz identidad de
N x N:

(2.70) H = Uf diag (hy, ha, ..., hy) Uy,

con h; > 0 para ¢ = 1,2,..., N. Esas dos transformaciones tienen asociado un

Jacobiano igual a (det H) ™", e implican el cambio

W — W' = WU{[diag (h1, ha, .., hn)] 2,

SIS

(2.71)
W W= [ding (hy,ha....h) ]| 2 UV

Por lo tanto, en lo que sigue es suficiente considerar M = 1 + iA;, donde

(NI

(272) Al = [dlag (hl, hg, ey hN)j|7§U1 14(]}L [dlag (hl, hQ, ceey hN)]

Pero A; = A; también es llevada a una forma diagonal y real por cierta transfor-

macion unitaria Us,
(2.73) Ay = Ul diag (ay, ay, . .., an) Us,

cona; € R, parai=1,2,..., N.



Path Integrals 49

De ese modo, llamando W" = W' U2T y W = U, W', podemos escribir la integral

multiple como

k=1 —

(2.74) W [ding (14 dar, 1 +dag, ..., 1 +iay) ] W”

_ detH  W[H+iA]T'W
det (H +1iA) ’
donde hemos usado las Ec. (2.71 - 2.72).
Finalmente, multiplicando por (det H )_1 obtenemos el segundo miembro de la
Ec. (2.69).

2.3. La funcién de particién. Tomando t; —t; — —i8 y haciendo uso de la
Ec. (2.46), obtenemos la siguiente representacion para la funcién de particién de
un sistema descrito por un Hamiltoniano independiente del tiempo,

2= {e i1} = [T TR UG i5i.0) -

211

zdz s, [FPF Z2 z(0) z

21 (0)=z

21

_ [dzdz [FP=E [2(0) — 2]
—/ /z(O):z Dz(1),2(7)] e X

B
_%/ dr {hz(r)2(r) + H(2(r), (7)) }

X e 0 )

donde hemos integrado por partes el término z(7)z(7) en el argumento de la ex-
ponencial.

La integral funcional resultante puede ser interpretada como una suma de con-
tribuciones provenientes de un conjunto de trayectorias continuas y diferenciables

en el plano complejo, (2(7), 2(7')), donde la condicién final para la primera es la



50 H. Falomir

compleja conjugada de la condicién inicial para la segunda (valores sobre los cuales

también se integra finalmente).

Senalemos que también es posible expresar formalmente la funcién de particién
como una suma sobre trayectorias no condicionadas, siempre que se introduzcan
deltas de Dirac que impongan las anteriores condiciones,

2(8) = / dz dz /D[Z(T),Z(T)] 5(= — =(0)) (2 — 2(8)) x

271

B
2(0) — 2]2 —%/ dr {FLZ(T)Z(T) + H(E(T), 2(7'))}

xe[ e

(2.76) Z. [zm) —2(8)
_ / D[z(r), (7)) ‘ x

B
_%/ dr {hz(7)3(7) + H(2(7),2(r))}

X e 0

Pero, a partir de esta expresion, se puede argumentar que al integrar sobre
todos los posibles valores que z(7) puede tomar en 7 = 0 se origina un factor
2mid (2(0) — Z(ﬂ)), lo que sugiere que s6lo contribuyen a la funcién de particion las
trayectorias z(7) cerradas.

Integrando por partes el término zZ(7)Z(7) en la segunda exponencial del inte-

grando de la Ec. (2.75) se llega a la misma conclusién para la trayectoria z(7).

Por lo tanto, la funcién de particion admite ser representada formalmente como
una integral funcional sobre trayectorias complejas cerradas, lo que expresaremos

COo1Mo0

1 [P
—— | dr {hZ(T)2(T)+ H(Z(7), 2(7)

Esta interpretacién se ve reforzada al considerar un Hamiltoniano cuadratico,

H = hwzz, para el cual

B8
— [ dr Z(7) [0- + w] 2(7)
(278) Z0(8) = 74 DI5(r), 2(r)] e / .

Por lo que hemos visto anteriormente, esta integral funcional toma el valor de

la inversa del determinante funcional (regularizado) del operador diferencial de
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primer orden D = [0, + w] definido sobre un dominio de funciones que satisfacen
la condicién de contorno z(f8) = z(0).

El adjunto de ese operador resulta ser el operador DT = [, + w] con dominio
de definicién en el conjunto de funciones que también satisfacen la propiedad
z(B) = 2(0).

Dado que la funcién de particiéon toma valores no negativos, podemos definir el
resultado de la integral funcional de la Ec. (2.78) como proporcional a la potencia
(—%) del determinante funcional de la composicién DTD = —9,2 + w?, la que sélo
es posible en el dominio restringido (pero denso) de las funciones periddicas (es

decir, las que satisfacen ademéds que 2’'(8) = 2/(0)). Tenemos entonces que

(2.79) Zo(B) ~ {Det [—@”Wgﬂc.c.per} )

con lo que recuperamos el resultado obtenido en la Ec. (1.95) del primer capitulo.

=

2.4. Ejemplo: el oscilador arménico forzado en el espacio de Bargmann

- Fock. Consideremos el Hamiltoniano dependiente del tiempo de la forma
(2.80) H(a',a;t) = h{wd'a— f(t)a' — f*(t)a} ,

de donde resulta que el niicleo auxiliar

(2.81) HN(z,w;t) = H(Z,w;t) = h{wzw — f(t) 2 — f*(t)w} .
Reemplazando en la Ec. (2.64) obtenemos
(2.82)
_ _ 1
2(tg)=z2y —[Zez(ts) + 2(t) 2
Urtgant= [ Dl ) 20T
Z(ti):zi

Z'/t_fd’f{%[f(lt)dt) — 2(t)2(t)] = [wz(t) 2(8) — f(2) 2(t) - f*(t)z(t)]}

Busquemos las trayectorias cldsicas de este sistema fisico, vale decir, aquellas
trayectorias (2(t), z(t)) que satisfacen las condiciones inicial y final especificadas en
los limites de la integral funcional y que hacen que el argumento de la exponencial
en el integrando tome un valor extremo. Esas trayectorias estdn determinadas por

las ecuaciones

% 5%) /; dt’ {%[Z(t’)z(t’) —z(t2(t)] - H(Z(t’),z(t’);t’)} =

(2.83)

=iz2(t)—wzt)+ f(t) =0, z2(t;) =z,
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(2.85)
2(t) = 2y e (b — 1) H./tf gt e (1 = 1) prpy

Reemplazadas en el argumento de la exponencial obtenemos

%/tf dt {% [Z(t)z(t) — 2(t)2(1)] — H(E(t),z(t);t)} _

— 5/fdt{f(t)i(t)+f*(t)z(t>}:

t;

t

_ %[t,- at £ {Zfe_w (tf — 1) +@'/tf dt,e—iw (t’ —t) f*(t’)} +

(2.86) +% /ttf dt f*(t){zie_w (t—1t) +i/tdt’e_iw (t=1) f(t’)} -

t;

%

tr t , ,
_%/tifdt/;dt/ £ (1) {e(t—t’)e_’“(t_t)Jr

T P U t)} F(t).

Por su parte, el exponente del otro factor en el integrando del miembro de la

derecha de la Ec. (2.82) (que sélo depende de los valores en los extremos) evaluado
en las soluciones clasicas resulta ser

1 _ _t
§[zfz(tf)+2(ti)zi} =Zse wlty =), 4

(2.87)
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La suma de los miembros de la derecha de las Ecs. (2.86) y (2.87) da £ veces la

accion clasica evaluada en las trayectorias clasicas, S (2f, ts; 2i, ti).

Nétese que, con ¢ cambiado por ¢(1 — i) con € > 0, los factores e (=),
e Tw(tr=t) y ¢ (=) tienden exponencialmente a cero cuando t; — 00 y t; — —00,
de modo que el segundo miembro de la Ec. (2.87) tiende a 0, mientras que del

miembro de la derecha de la Ec. (2.86) s6lo sobrevive el término

(2.88) iw/ dt/ dt' f*(t) Ge(t —=t') f(t'),
donde la funcién de Green de Feynman ha sido definida en la Ec. (1.145),

(2.89) Gult) = - (o)™t 4 o(-ryelwt]

T 2w

Ahora bien, aprovechando que la medida de integracion en la integral funcional
de la Ec. (2.82) es invariante frente a traslaciones, hacemos el cambio en las va-
riables de integracién z(t) — z(t) + w(t) y z(t) — 2(t) + w(t), con w(t;) =0y
w(ty) = 0. Teniendo en cuenta las ecuaciones que satisfacen las soluciones clasicas,
Ecs. (2.83) y (2.84), obtenemos para el nicleo del operador de evolucién

i

U(Zf,tf,zl,tz):eﬁ (f ! ) X

(2.90)

@(t;)=0 i/tf dt w(t) (10 — w) w(t)
« / Dia(t), w(t)] ¢ Ju |
donde toda la dependencia en zy y z; esta contenida en el primer factor. La integral
funcional remanente, que corresponde a un factor constante N (t; — t;), puede ser
interpretada como proporcional a la potencia (—1) del determinante funcional
(regularizado) del operador diferencial de primer orden (id; — w) con dominio de
definicién en las funciones que satisfacen la condicién de Dirichlet en ¢ = t;, w(t;) =
0.

Podemos determinar esa constante N (t; —t;) considerando el caso en que f(t) =

0, para el cual la accién clasica se reduce simplemente a (ver Ecs. (2.86) y (2.87))

(2.91) =S (37t 2 ti) = % e —iw(ty =),
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Tomando ty—t; — —if3, tenemos que la funcién de particiéon del oscilador arménico
libre (descrito por el Hamiltoniano hw a'a, sustraida la energia del vacio) es

Z(B) :/@ e U(z,—if;2,0) =

211

dzdz —= (1 —e _B‘*’) z_ _N(=ib)

2mi ] _e—Bw

(209) =N(—if) /

= N (i) e Pwm,
n=0
de donde resulta que N (—if) =1 = N(T)=1.

Por lo tanto,
1
= 5(z s Uts Ziy L
(293) U(Zf,tf;z,-,ti) =€ h ( A )

que, con t; = —% yitr= %, se comporta para T — oo como

U(2f7 o5 %, _OO> =

(2.94) o0 o
B m/ dt/ dt" f*(t) Ge(t —t") f()

Tomando la traza del operador de evoluciéon obtenemos

dzdz
fm / % e FU(2,T/2; 2, —T)2) =

Yy’

(2.95) o o
- m/ dt/ dt" f*(t) Ge(t —t") f(t)

Teniendo en cuenta que el término de acoplamiento con la fuente externa es

(2.96)
Q—iP Q+iP
V2 V2o

= )4 1 0) (e @i () - £(0) Vi P

vemos que tomando f(t) real e identificando

—h f(t)al = hf*(t)a = —h f(t) — h (1)

(2.97) F(t) = vV2mwh f(t),
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el segundo miembro de la Ec. (2.95) resulta

W/ dt/ dt' F(8) Gt — 1) F()

(2.98)

2mh / dt / it F Gp(t—t’)F(t)_Zo[F(t)]’

con lo que recuperamos el resultado de la Ec. (1.146) para la funcional generatriz.

3. INTEGRALES FUNCIONALES PARA SISTEMAS FERMIONICOS

Consideremos un oscilador fermionico, sistema de un tnico grado de libertad

cuyo Hamiltoniano estd dado por!!
1ot t ty_ 1
(3.5) Hozhwi(aa—aa):hw da=g3 ),
donde los operadores de creacion y destruccion satisfacen
(3.6) {a,aT}:aaT—i-aTa:l, a*>=0, aTZ:O,

lo que implica que el espacio de estados es bidimensional. En efecto, el estado de

vacio |0) se define por
(3.7) al0) =

HEn la representacién j = % del grupo SU(2), los generadores

ny
) B Jimew=TED
satisfacen
3 1 1
72 72 _°2_ 2 _ -
J+J_—J J3 +J3 1 4+J3 2+J33
(3.2)
3 1 1
_2_q2_q _°_ L .1
J_Jp=J J3 J3 11 J3 5 J3,

de modo que
(33) J+J7+J7J+ :{JJF,Jf}:].,

con J+2 =0, J_? = 0. Por lo tanto, una realizacién de este sistema cudntico corresponde a una
particula de spin % inmersa en un campo magnético constante B, cuyo Hamiltoniano esta dado

por

1
(3.4) H =2uBJ; = 2uB <J+J_ - 2) ,

donde p es el factor giromagnético de la particula.
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mientras que el estado con una particula se obtiene como
(3.8) 1) =a'[0),
y satisface af| 1) = 0.

Por analogia con el desarrollo efectuado en la seccién anterior para un grado
de libertad bosoénico, buscamos una realizacion de este espacio de estados de un
grado de libertad fermidnico en términos de funciones analiticas de cierta variable

71, f(7), sobre las cuales el operador de creacién a' actie como el operador de

multiplicacién por 7,

(3.9) ol f(7) =11 f (7).

Pero en este caso (aT)2 = 0, lo que implica que 7 = 0. En consecuencia, 7 no

es una variable compleja sino un elemento nilpotente.

Dado que el espacio de estados es complejo, introducimos un elemento conju-
gado'? de 7, n = (ﬁ)T, que supondremos independiente de 7 y que, naturalmente,

también resulta nilpotente, dado que n* = (772)Jr = 0.

Requiriendo que combinaciones lineales de n y 77 también sean nilpotentes resulta
(3.11) (An+Bn)?=AB (nn+nn) =0, YA BEeC,
de modo que
(3.12) {n.n}:=nn+an=0.

Se dice que elementos nilpotentes y anticonmutantes como 1 y 7 generan un
algebra de Grassman.

También definiremos 7° = 1 = n°.

Con estas propiedades, las funciones analiticas de la variable 7 se reducen sim-

plemente a funciones lineales,

(313) f(ﬁ):f0+flﬁ> COHfO?flE(Ca

las que forman un espacio lineal bidimensional (que es lo adecuado a la situacién

que queremos describir).

129upondremos que esta conjugacion tiene las siguientes propiedades: dados dos elementos de

esa naturaleza, 77 y £, y sus conjugados, 1 y £, entonces

(3.10) @) =¢n, (An+B&'=4"y+B*¢, VA BeC.
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Las funciones analiticas més generales de 1 y 77 se reducen a polinomios de grado

dos con coeficientes complejos de la forma
(3.14) F(n,n) = Fo+ Fion+ Faun+ Fuin, F;eC,

que forman un espacio lineal de dimensién 22 = 4.
A partir de las propiedades de las variables de Grassman es también posible

definir un producto distributivo y asociativo para estas funciones.

Sobre los elementos de este espacio lineal se definen operaciones lineales de

deriwacion mediante las reglas

OF (7,m) = Fio + Fun,
(3.15)

OF (n,n) = For — Fu 1.

Noétese que, para toda funcién F (77,n) tenemos que
(3.16) O {OF (i1,n)} = Fi, = —0{0F (ii,n)} ,
de modo que estas operaciones de derivaciéon anticonmutan entre si,
(3.17) {0,0} =00+00=0.

Ademas, son operadores nilpotentes, dado que
(3.18) FF (.n) = 0 = &°F (7,m) |
cualquiera que sea F (7,1). Entonces, 0° = 0 = 9.

También tenemos que, para toda F' (7,7),
(3.19) O{nF (,n)} = 0 {Foo 7 + Forin} = Foo + Fou 7,

mientras que

(3.20) 1{0F (7,n)} = 1{Fio+ Fun} = Fioi+ Fuuijn,
de modo que
(3.21) (a7} —1.
Similarmente,
(3.22) {o.ny=1, {0.n}=0, {9,7}=0.

Podemos definir las funciones analiticas de 7 (o de n) mediante estas operaciones

de derivacién, imponiendo (por ejemplo) que

(3.23) of =0 = [f=fm)=f+hAn
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El espacio lineal bidimensional que conforman estos vectores puede constituir-
se en un espacio euclideo isomorfo al espacio de estados del grado de libertad

fermidnico si se lo estructura con un producto escalar definido como

(3.24) (f.9) = Jfo'g0 + f1"gq1 = {fl9),

donde ¢(77) = go + g1 7, y los vectores de estado corresponden a las combinaciones

lineales

(3.25) 1£)=fl0)+ fill), |9)=9010)+g1|1).

3.1. Integracién sobre variables de Grassman. Para seguir con la analogia
con el espacio de Bargmann - Fock, buscamos representar (formalmente) este pro-
ducto interior como una integral en las variables 7 y 1. Para definir esta operacion,
le imponemos que sea lineal e invariante frente a traslaciones en 1.

La primera condicién implica que
(3.26) [anta =g [anrsp [ ann
lo que muestra que es suficiente determinar dos integrales, la de 1 y la de 7.

La segunda condicién significa que, si € es otro elemento del dlgebra de Grassman

independiente de 77 y 7 (nilpotente y que anticonmuta con ellos), entonces
(3.27) /dﬁ(ﬁ+@=/dﬁﬁ+/dﬁ15:/dﬁ’ﬁ’,

donde hemos usado la linealidad de esta operacion. Pero esto implica que
(3.28) /dm =0.

Y como no queremos que la operacién en la Ec. (3.26) sea idénticamente nula,

debemos tomar
(3.29) /dnn #0.

Como tenemos la libertad de normalizar esta integral de modo que
(3.30) /dﬁﬁ =1,
la operacion asi definida coincide con la derivacién 0. En efecto,
(3.31) [ans@=r=or@. viw.
Similarmente, adoptamos

(3.32) /dn1=07/dnn=1 = /dnf(n)zf?f(n),
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para toda f (7).
Ademas, para una funcién arbitraria de ambas variables de Grassman tenemos
a3 [a] [anr e} = [dntros R = =008 0
y
3t [an{ [anr@n} = [t~ Fum = -Fi=00r ).
lo que justifica escribir
(3.35) {dn,dn} =0.
Por otra parte, es evidente que
(3.36) [ dnor @ =o= [anor ).

de modo que la integral de una derivada es siempre cero.

Finalmente,

@31 [ dinF () = InF (1) = -4 F (o) = = [ dnF ()
de manera tal que

(3.38) {dn,n} = 0= {dn,7} .

Frente a una transformacion lineal de las variables de Grassman,

w o ()()

donde A es una matriz compleja no singular, una funcién arbitraria F'(7,7) se

transforma segun

(3.40) F(i,n) = F (An &+ Awné An £+ An ) = G (£,€) .
En particular, el término cuadrético se transforma en

Fiiijn=Fii (A4 A f) (A &+ Axné) =
(3.41) = Fi1 (A1 Ay — A1p An) €€ = Fip (det A) €€ =

= Gll =Fn (det A) .
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En consecuencia, como el resultado de la integral no puede depender del cam-
bio de variables, ésta debe estar acompanada de un Jacobiano (que supondremos

numérico) que haga que, para toda funciéon F (7, 7), sea

/dnan(nm) =—In =
(3.42)

— [ €A IA) G (€:6) = ~I(A) Gy = ~J(A4) Fu (det 4)
Por lo tanto,
(3.43) J(A) = (det A)~"

(que es la inversa del Jacobiano correspondiente a una transformacién lineal de un

par de variables complejas).

Con esas reglas de integracion, podemos ahora representar el producto escalar

introducido en la Ec. (3.24) entre las funciones

(3.44) fm)=fo+fin y g()=go+qnn

como la integral sobre variables de Grassman

/ didne =M (§()) g(7) =

_ / dijdn (1 —im) (fi + fin) (90 + 9177) =
(3.45)

:/mmGMm—ﬁwmz

= fig+ fogo = (f,9) -

Notese la analogia formal con el producto escalar en el espacio de Bargmann -
Fock.

3.2. Operadores en la representacién de estados mediante variables de
Grassman. Recordemos que el operador de creacién a! corresponde en esta repre-
sentaciéon del espacio de estados del grado de libertad fermiénico a la multiplicacion

por el elemento de Grassman 17,

(3.46) al f(i7) =7 f (7).
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Para hallar su operador adjunto debemos considerar el producto escalar

<ﬁag>::0ﬂﬁg):1/dﬁdne—"”(dfunfgwﬂ:=
(3.47) zi/dndne—ﬁ"<nmﬂgln=——/ZMdnnnﬁw1=

— [[anane=m s@ytogtn) = [ dndne = s agln).
de donde resulta que
(3.48) ag() = 0g(7) .-
Por lo tanto,
(3.49) al =7, a=0,
de modo que

(3.50) a? =0, a®=0, {aa}={0,9}=1.

En esta representacion, el Hamiltoniano del oscilador fermiénico se escribe como

(3.51) $Ho(a', a) = hw <C‘T“ - %) = e (ﬁé - %)

y sus autovectores, que constituyen un sistema ortogonal y completo en este espa-

cio, son simplemente

hw
fo(m=n1"=1, 550f(0)(77):—7f(0)(77)7
(3.52)
_ I i hw _
fo@m =1 =1, 550f(1)(77):+7f(1)(77)7

correspondientes a |0) y |1) respectivamente. En efecto,

_ -7 WNte /-
(3.53) / dijdne """ (fo () fi) (@) = bij .
para 7,7 =0, 1.

En el caso general, un operador A tiene la expresion

(3.54) A= )" |n)Aum(m],

n,m=0

y su accién sobre un vector de estado arbitrario | f) = fo|0) + f1] 1) resulta

(3.55) Al f) =10) (Aoofo + Ao f1) + | 1) (Ao fo + Awfr) -
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Obtenemos el mismo efecto en la representaciéon mediante variables de Grassman

introduciendo un operador integral
(3.56) (@) = [ dédge=5 a0 £©
cuyo nucleo esté dado por

(3.57) A= 3 7" A ™

n,m=0

En efecto,

1 _
AS@) = 32 0" [ d€dse ™S ¢m 1) -

n,m=0

3.58 -
(3.58) = > 7™ A {Omofo + Smi o} =
n,m=0

= 7" {Aoofo+ An fr} + 7' {Awfo + A f1} .

En particular, para el operador identidad tenemos

L —
(3.59) 1(7,6) =Y q"¢" =1+ =e'l,

n=0

nucleo reproductor de este espacio:

(3.60) o) = [ dgdge =S cTE4(E).
Nétese que esta expresion puede escribirse como
[ dedge =8 eM8pe) = [ agag (n - &) 1) -
(3.61)
=/d§(5—ﬁ)f<€),
lo que da una representacién para la delta de Dirac en el espacio de las funciones

de una variable de Grassman,
(362) 5(E-m)=(E-7).

La composicién de operadores esta realizada en este espacio mediante la com-

posicién de sus nicleos,

(3.63) (AB) (7, €) = /d&dae—fmA(ﬁ,a) B(5,8)

como puede verificarse facilmente.
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Por su parte, la traza del operador esta dada por

TrA=Ay+ Ay = /dﬁdne_nnA(T_], _77) -
(3.64)
= /dndne_ﬁ?7 {Aoo + Ao — Aor — A}

Notese el cambio de signo en el segundo argumento del nicleo.
El proyector sobre el estado fundamental puede escribirse como
(3.65) 1050 =1 —dfa=:e":,

como puede comprobarse facilmente.

Podemos llevar al operador A de la Ec. (3.54) al orden normal escribiendo

1

A= )" a"[0) Ay (0] a™ =

n,m=0

(3.66)

1
= . 4 —ata omo . _ N i m
= E Apm 1a' e %ad™ = A, aa™,

n,m=0 n,m=0

lo que define los coeficientes A~ del desarrollo en orden normal.
En esas condiciones, el operador A en el espacio de funciones de 77 tiene la

expresion

1
(3.67) A=Y AN 0™

n,m=0

que, aplicada a una funcién f(7) y empleando la expresién del operador identidad,
Ec. (3.60), conduce a

_ _ 1 B
(3.68) Af(a) = [ d€dge ™6 eTE ST AN, a1,

n,m=0

de donde resulta que el nicleo del operador integral se obtiene de la expresién del
operador en orden normal, reemplazando a! — 7y a — &, y multiplicando por el

nucleo reproductor,

1
(3.69) A7) =€l > AN e

n,m=0

(expresién enteramente similar a la que obtuvimos en el caso bosénico, Ec. (2.55)).
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Vemos entonces que esta representacion del espacio de estados de un grado de
libertad fermidnico nos permite un desarrollo estrechamente andlogo al del caso
bosoénico.

También puede generalizarse facilmente al caso de un ntimero finito NV de grados
de libertad, mediante la introduccién de N variables de Grassman y sus conjuga-

das, {7m;,m:,i =1,2,..., N}, con las propiedades

(370) {ﬁi,ﬁj}:O, {ﬁi,nj}:O, {T}i,T]j}:O, VZ,jzl,,N

El conjunto de funciones de estas 2N variables de Grassman forman un espacio

22N

lineal de dimension , sobre el cual pueden definirse operaciones lineales de

derivacion e integracion con las propiedades de anticonmutacion

{61'777]'} :6ij> {61777]} :Oa {aiaﬁj}:()a {31',773'}:51‘3‘»

{52'75]'}:07 {5i78j}:07 {ai7aj}zo7

/d_i ) /dea@',

Por su parte, el espacio de vectores de estado de los N grados de libertad es

(3.71)

&7

isomorfo al subespacio de las funciones analiticas de las variables {7y, ...,7n}, de

dimensién 2V, estructurado con un producto escalar dado por
al T
(3.72) /dﬁ1 dny ... din dnn exp {— Z’f_]ﬂh} @]9 @) -
i=1

En las aplicaciones resulta necesario considerar integrales de gaussianas sobre

variables de Grassman, de la forma

(3.73) I = /ﬁ dii, dn, AN+ e+ 5“77
n=1
donde
m
(3.74) TIT:<771 .. 77N>> n= 77:2 ;
Uhy

y similarmente para &'y €, y donde A es una matriz compleja no singular arbitraria.
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Completando cuadrados y teniendo en cuenta que la medida de integracién ha

sido construida de manera que resulte invariante frente a traslaciones, obtenemos

N
_ AT _ —ntAn _
] =€ H dnn dnn € -
n=1

N N
(3.75) _ LA / T ditwdna > (_k—l,)k (n'An)" =
n=1 k=0

e al —1)N
=44 15/Hdnndnn ( N? (nfAn)"™
n=1

dado que los términos de mayor orden se anulan por contener mas de 2NN factores
anticonmutantes, y a la integral sélo contribuyen los términos con exactamente
2N elementos de Grassman (todos distintos).

Cada factor (T}TA 77) en el integrando contribuye a cada término no nulo con un
factor (7;A;;m;), y cada contribucién de la forma de un producto de N de tales
factores puede ser obtenida de N! formas distintas, dado que pares de variables de

Grassman conmutan entre si. Podemos entonces escribir

N
I= egTA_lg/Hdﬁn dn, (—1)N x
n=1

N
XY (A (Asimiy) - - (v Aiy i) =

11,82, iN=1

3.76 fA-te [
) =t f/1_[d77n dnp e - vy (—1)N %
n=1

. 11 19 ... 1IN
X Z 81gn<1 _ N)A1i1A2i2---ANiN:

Permut.de N

t -1
= (detA) €A 5,
donde el signo (—1)" es compensado al ordenar las variables de Gassmann para la
integracién y solo se suma sobre las permutaciones de N en razén de su nilpotencia.
Notese que la integracion sobre variables de Grassman no presenta los problemas
de convergencia que hemos encontrado en el caso de variables reales o complejas

(no ha sido necesario requerir la positividad de la parte hermitica de la matriz A).
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3.3. Integrales funcionales para sistemas fermiodnicos. Dada la estrecha
analogia de esta formulacién con la correspondiente al caso bosonico, podemos
operar de manera similar.

Consideremos el Hamiltoniano de un grado de libertad fermiénico expresado en

orden normal,
(3.77) H (aT,a; t)=:H (aT,a;t) :

expresién a lo sumo cuadratica en los operadores de creacién y destrucciéon (que
también puede tener una dependencia suave en el tiempo). Dadas las propiedades
de anticonmutacién de estos operadores, supondremos que el acoplamiento en los
términos lineales de H se da con objetos que anticonmutan con a' y a (y también
con los elementos del dlgebra de Grassman).

Entonces, el operador de evolucién de la representacion de Schodinger para un
intervalo de tiempo infinitesimal (¢t + At,t) estd dado por

L H (aT,a;t) At

(3.78) U=e h —1-1H (aT, a;t) At + O(At?)

h

de modo que el nicleo del correspondiente operador integral, a menos de correc-
ciones del orden At?, es

7E— 1 H (.60 A

(3.79) Uit + At € t) =e (14+0(At%) .

De la Ec. (3.63) para el nicleo de la composicién de dos operadores obtenemos
para el cuadrado de U
(3.80)
UM, t+2A0L€,t) =

Z/dﬁldm e T U (it + 206y, b+ AU (T, t+ AL € t) =

) )

| EUR i
< (1+0(A2)) z/dm in, JplmmAme) oA —mm —min =t

— - {H (2, mt + O8) + H (7, wit)} Ot

X e (1+0(a8%)*,
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donde estamos suponiendo que los distintos términos de H son pares en el niimero

de objetos anticonmutantes.

Para un intervalo de tiempo finito, (¢;,¢s), tomando At = % con N > 1,
podemos escribir para el nicleo del operador integral correspondiente al operador

de evolucion de la descripcién de Schodinger

7 P ! (Menn—1 + Tn;)
Ut trmt) = [ | ] dindna ) e? «

n=1

Mn+1 — Tn _ [ M — Th—1
(3.81) mtz K 2it )”” _77”( 2iAt )]

X e X

X N-1
_% A\t Z H (ﬁn+1, Tin; tn)
X e n=0 (1 + O(N_l)) ’

donde hemos llamado t,, := t; + nAt, no :=n; y iy = 7.

Si bien, como hemos senalado, las integrales sobre variables de Grassman no
presentan los problemas de convergencia que en el caso bosénico nos llevaron a
introducir una parte imaginaria negativa en la variable temporal, nada nos impide
hacerlo aqui también, puesto que los resultados que se obtienen son analiticos en

El limite para N — oo del miembro de la derecha sera denotado por

n(ts)=1y 1. o
Uy, tyim.to) :/ D). (0)] ¢ 2 TAn]

n(t:)=mni

(382 P [ ad i) — nwie) - # oo |

~ (Texp{—%/t;f dt H (a, a; t)}) (g m:) 5

lo que se interpreta como una suma de contribuciones provenientes de trayectorias
continuas y diferenciables a valores en un algebra de Grassman', (n(t),7(t)), que

satisfacen las condiciones (inicial y final respectivamente) n(t;) = n; y 71(ty) = 74.

Bpor ejemplo, si el dlgebra de Grassman estd generada por los elementos nilpotentes y an-

ticonmutantes {7y ,0k; k = 1,2,...}, podemos construir trayectorias continuas y diferenciables
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Nétese que 7j(t) no es la conjugada de n(t), 77(t) # (n(t))", de manera que 7j(t;) es
el valor (no condicionado) que adopta la trayectoria 7(t) en ¢ = t;. Similarmente,
n(ts) es el valor que la trayectoria n(t) toma en ¢t = ¢;. En consecuencia, el primer
factor exponencial en el integrando del segundo miembro depende de la trayectoria

y no puede ser extraido fuera de la integral funcional.

3.4. La funcion de particion. Para calcular la funcién de particién de un gra-
do de libertad fermionico descrito por un Hamiltoniano independiente del tiempo,
tomamos (¢ — ¢;) — —if en la anterior representaciéon del nicleo del operador
de evolucion como integral funcional y empleamos la expresién hallada en la Ec.

(3.64) para la traza de un operador,

23) =1 {e "} = [andn MU (g, -5 -n,0) =

&(B)=n B _
:/dndn/g D[g(r),g(f)} 677[5(5)—77} X

(0)=—n

[ i (80 é0) + 1 (E0) 8}
X e 0 ,

donde hemos integrado por partes el término f_ (7)&(7) en el argumento de la ex-

ponencial.

La integral funcional resultante puede ser interpretada como una suma de con-
tribuciones provenientes de un conjunto de trayectorias a valores en un algebra de
Grassman, (5 (1),& (T)), donde la condicién final para la primera es (—1) por la
conjugada de la condicién inicial para la segunda (valores sobre los cuales también

ha de integrarse finalmente).

tomando
(3.83) n(t) = Z hi(t)Gr, n(t) = Z hi(t) o,
k k
donde las funciones a valores complejos {hy(t),hi(t); k=1,2,...} son continuas y

diferenciables.



Path Integrals 69

También en este caso es posible expresar formalmente la funcion de particion
como una suma sobre trayectorias no condicionadas si se introducen deltas de Dirac
(ver Ec. (3.62)) que impongan las condiciones que pesan sobre las trayectorias y se

integra sobre los valores que ellas toman en los extremos del intervalo de tiempo

euclideo,
2(p) = / didy / D[E(r), £(r)] (£0) +n) (E(8) — 7) %
B _ _
e - {rE@éE @)}
(3.85)

X e

Ahora bien, a la integral sobre los valores de £(f3) sélo contribuye el segundo

término del desarrollo del primer factor exponencial en el integrando,

(3.86) LB +EO] 14 g(5)[e() + 0] .

de modo que

(3s7) - / d€(p) de(p) S [E(B) +£O0)] _ / dE(B)E(B) +£(0)]

lo que corresponde a imponer sobre las trayectorias £(7) que sus valores en los

extremos satisfagan

(3.88) £(8) = —£(0).

Integrando por partes el término £(7)E(7) en la segunda exponencial del inte-

grando de la Ec. (3.85) se llega a la misma conclusién para la trayectoria &(7), es

decir, £(8) = —€(0).

Por lo tanto, la funcién de particiéon de un grado de libertad fermiénico admite
ser representada formalmente como una integral funcional sobre trayectorias a
valores en un algebra de Grassman, cuyos valores en los extremos del intervalo de

tiempo euclideo [0, 3] son opuestos por su signo.
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Esta interpretacién se ve reforzada al considerar un Hamiltoniano cuadratico,

H(E,€) = hw &€, para el cual tenemos simplemente

B _
- / dr €(7) 0, + w]E(7)

(339) 4 / D[E(r).&(m)] e Jo

Por lo que hemos visto anteriormente, esperamos que el valor de esta integral
funcional sea proporcional al determinante funcional (regularizado) del operador
diferencial de primer orden D = [0, + w] definido sobre un dominio de funciones
que satisfacen la condicién de contorno () = —£(0).

El adjunto de ese operador resulta ser el operador DT = [~9;, + w] con dominio

de definicién en el conjunto de funciones que también satisfacen la propiedad

£(8) = —£(0).

Dado que la funcion de particiéon toma valores no negativos, podemos definir el
resultado de la integral funcional de la Ec. (3.89) como proporcional a la potencia
(%) del determinante funcional de la composicién L, = DID = —0.% + w?, com-
posicién que sélo es posible en el dominio restringido (pero denso) de las funciones
antiperiddicas (es decir, las que satisfacen ademds que £(8) = —£(0)). Tendriamos

entonces que

(390) Zo(ﬁ) ~ {Det [_87'2 + WQ] ’c.c, antiper.}E ’

Consideremos el problema de autovalores de ese operador de Sturm - Liouville,

Lopa(1) = [-0:% + W] ¥a(7) = Ahn(7),
(3.91)

Un(B) = —x(0),  ¥a(B) = =1 (0),

cuyas soluciones son

Uy (T) = eztiT\/)\ — w? : iV —w? 1

con e
(3.92)

2m(n + 3

2
:6mz(2n+1>w;mn:< 5 2)> +w?, neZ.

Un analisis similar al realizado en la Seccién 1.4 conduce a que
2

2
N |14 (Lo B\ 2
(3.93) Det (L, L)) := lim H <2W("+5)> _ (COSh( 0) ) .

2
NS00 Bw 2 cosh (B2
n=0 | 1+ <2ﬂ(ni%)> ( 2 )
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Teniendo en cuenta que este es un sistema de so6lo dos estados, vemos que

_pw o pw
(3.94) Zo(B)=e 2 +e 2 =2cosh (%)
de donde resulta que
ZO(/Baw) _ — %
(3.95) Zoon) {Det (L, L)) }*.

3.5. Ejemplo: el oscilador fermionico forzado. Consideremos el Hamilto-

niano dependiente del tiempo
(3.96) H(a',a;t) = h{wd'a—a' f(t) = f(t)a} ,

donde f(t) y f(t) son funciones suaves a valores en un &lgebra de Grassman.
Reemplazado en la Ec. (3.82) obtenemos
(3.97)

n(ts)=s 1. .
U(nf,tf;m,ti):/ Dl m(0)] 21D T A

n(ti)=n;

i/fﬁ{%Mwn@—w@M@ﬂ—wm0M0+mwﬂﬂ+f@n®}
X e Jti .

Las trayectorias (7](t),n(t)) que hacen que el argumento de la exponencial en el
integrando tome un valor extremo y que satisfacen las condiciones inicial y final

especificadas en los limites de la integral funcional son soluciones de las ecuaciones

15 tf/hL// AN — (/! IAVFTA N G
b L {5 0O - 2] - H.000) | -

h
(3.98)
=in(t) —wnt)+ f(t) =0, nt)=mn,
y
1 0 R O i noany L
(3.99) h W(t)/ti at {z[n(t)n(t)—n(t)n(t)] —H(W(t)ﬂi(t%t)}—

=in(t) +wilt) — f(t) =0, q(ty) =1y,
cuyas soluciones son
n(t) = e~ (E=t) 4 /t a1 (t = 1) pyy
(3.100) Z
. ty _ . /
T_](t) — T—Ife—zw (tf — t) +i/ dt/f(t/> e_Z(JJ (t — t) )
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Reemplazando estas soluciones en el argumento de la exponencial obtenemos

%/tif dt {% [71(t)n(t) — 7@)nt)] — H(7(t), n(t); t)} _

- /t Cat (i) £ + Ft)yn()}

—%/t;f dt/: dt’ f(t){H(t—t’)e_iw (=)

Ot — ) e~ (= t)} F(t).

El exponente del primer factor en el integrando del miembro de la derecha de
la Ec. (3.97) (que so6lo depende de los valores de las trayectorias en los extremos
del intervalo de tiempo) evaluado en las soluciones de la Ec. (3.100) se reduce a

1. _ _ — ¢t
S e n(ty) + (k) m) = e (s = 1)

ni+
(3.102)

7 _

=1 Y (g e =0 ) 4 Feye i 10y )

La suma de los miembros de la derecha de las Ecs. (3.101) y (3.102) da + veces

la accién del grado de libertad fermionico evaluada en las trayectorias cldsicas,
S (0, temisti).-

Aligual que en el caso bosénico, cambiando ¢ por ¢(1—ie) con € > 0, los factores
e wlts=t) e=iwlts=t) y ¢ ~w(t=t) tienden exponencialmente a cero cuando t; — oo

y t; = —00, de modo que el segundo miembro de la Ec. (3.102) tiende a 0, mientras

que del miembro de la derecha de la Ec. (3.101) sélo sobrevive el término

(3.103) z'w/oo dt/oo dt’ f(t)Gp(t—t) f(t'),
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donde la funcién de Green de Feynman Gg(t) es la misma que la que aparece en
el caso bosdnico,

(3.104) Grlt) = i {67190 p o)t

Teniendo en cuenta que la medida de integracién de la integral funcional de la
Ec. (3.97) ha sido definida de manera que resulte invariante frente a traslaciones,
podemos hacer el cambio en las variables de integraciéon 7(t) — 7(t) + £(t) vy
n(t) = () + €(t), con £(t) = 0y E(ty) = 0.

Empleando las ecuaciones que determinan los extremos de la accién, Ecs. (3.98)
y (3.99), obtenemos para el nicleo del operador de evolucién

i
=5(7 7t s Mis L
Uig,ty;mi,ti) = el (s, s ) X
(3.105)

Y

ty_
fepmo i [ aéw o - w
x / DE).E(0)] e u
£(t:)=0
donde toda la dependencia en 7y y 7; estd contenida en el primer factor. La integral
funcional remanente, que corresponde a un factor constante N (t; — t;), puede
ser interpretada como proporcional al determinante funcional (regularizado) del
operador diferencial de primer orden (i0; — w) con dominio de definicién en las

funciones que satisfacen la condicién de Dirichlet en t = ¢;, w(t;) = 0.

Aqui también podemos determinar la constante N (7 —t;) considerando el caso
en que f(t) = 0y f(t) = 0, para el cual la accién evaluada en sus extremos se
reduce a (ver Ecs. (3.101) y (3.102))

l —g —t
(3.106) %S(ﬁfatﬁni?ti) = e iw(ts tz)m,

Tomando ty—t; — —if3, tenemos que la funcién de particién del oscilador fermiéni-
co libre (descrito por el Hamiltoniano hw a'a, con la energia del vacio sustraida)

€s

Zo(B) = /dndn e U(7,—iB; —n,0) =

(3.107) = N(-iB) /dﬁ dn e~ MM e —pw n_—

= N (=ip) /dr‘] dn 17 (1 +e —5°~’> = N(=iB) (1 +e —ﬁw> ,
de donde resulta que N (—iff) =1 = N(T) =1.
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Por lo tanto,

i
7 ST t; ’i7ti
ftpmit) =eh (7. te; mis t)

(3.108) U(n

que, con t; = —% yitr= %, se comporta para T — oo como
U(7y, 0051, —00) =

(3.109)

:ez'w/:dt/_zcit’ f(t)GF(t—t’)f(t’)‘

Tomando la traza del operador de evolucién obtenemos

Jin [ dgdy UG T /20, ~T/2) =
—00

(3.110) z‘w/oo dt /Oo dt' f(t)Gp(t —t) f(t)

= ZO [f_(t)? f(t)} )

donde Z, [f(t), f(t)] es la funcional generatriz del sistema fermicnico.

Las derivadas funcionales del segundo miembro respecto de las fuentes externas
permiten calcular valores medios de vacio de productos de operadores de creacién

y destruccién ordenados cronolégicamente.

4. INTEGRALES FUNCIONALES EN TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

La accién cldsica de un campo escalar real p(z), de masa m y sin autointeraccién,
acoplado a una fuente externa (escalar) de soporte compacto j(z) esta dada por
(4.1)

Wl = [ do {5 0@ - g e + 0ot} = [arLie00i).

El campo conjugado se define por

oL
S () 0P

y, mediante una transformada de Legendre funcional, se define el Hamiltoniano

(4.2) m(z) =

del sistema como la funcional

(43) H [x(@, 1), ¢(&,1)] = { [tz vt - 1 [%&mﬂ}

0o (Z,t)—m(Z,t)
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De ese modo se construye el operador Hamiltoniano como

H(t) = Hy — /d3xj<x) os(T).

(4.4)

= [ {g@@u 5 (Vos(@)? + 5 m? @s(f)Q}

donde el orden normal (: ... :) estd tomado respecto de los operadores de creacién

y destruccion del campo, CLET y aj respectivamente, que satisfacen las reglas de

conmutacién '

(4.5) laz, a,;ﬂ =2wid </§ - /5’) :

con wy := Vk? +m?, y en términos de los cuales los operadores correspondientes

a los campos conjugados (en la descripcién de Schodinger) tienen el desarrollo

1 3k i i
¢S(f) — / ( ) a- ezk’-x + CL"T e—zk’-x ’
(27-[-)% 2wy { k K }

—1 3k o -
Ws(f) = ' 3 / W {a,‘g’elk'x — CLEJr eflk"r} ,
(2m)2 2wg

donde se integra sobre el espacio de impulsos lineales respecto de una medida

(4.6)

invariante frente a transformaciones de Lorentz'®.

En efecto, resulta un ejercicio directo verificar que las reglas de conmutacion
de la Ec. (4.5) implican las relaciones candnicas de conmutacion entre los campos
conjugados,

[ms(2), ps(9)] = —i6 (¥ =) ,
(4.8)
[ms(Z), ws ()] = 0 = [ps(T), @s(7)] -

Asi definidos, estos operadores actian sobre vectores del espacio de Fock del
campo escalar, que se construye a partir de un estado de vacio |Qq), de norma 1
y caracterizado por la condicion ag| ) =0, Vi € R3, mediante la aplicacién de

operadores de creacién: ’ Qn <kz, kg, - - ,k?v>> = cz,;lTCLk;T . ak;VT] D).

1Ppara simplificar la notacién adoptamos las unidades naturales, en las que h = 1 ye=1-

ver nota al pie Nro. 3 en pag. 14.
5En efecto,

(4.7) / (dgk) flacd) = [t 00k0) 8 (K2~ m?) f(ko.1o).

2w,§
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76
En términos de operadores de creacién y destruccion, el operador Hamiltoniano

del campo libre se reduce a

d3k
(4.9) Hy, = / (ﬁ) wi a;'a;
k
y satisface [HO, aE(i)} = j:wkag(i), mientras que para el término de acoplamiento
con la fuente externa tenemos

) =

- [ e et
>{(i/d3xj(:c)e“g'f+%/d%j(:c)e“z'f}

A3k
(4.10) :_/<2wz .y
A3k
- [ (52) {r o+ sk}
donde
- 1 o
*(k,t) = - | dPxj(z,t) et
P = [dri@
(4.11) 1
/;, = - [ Brj(Et)e ik-2
0 = o [ st

En definitiva,
A3k

H [aET,aE;t} = / <2wg> {w,; aglap — f*(E,t) ap — f(k,1) aET}

(4.12)

Este Hamiltoniano resulta diagonal en los modos normales del campo, de modo

que una generalizacion directa de la representacion como integral funcional del
nicleo del operador de evolucién de la descripcién de Schodinger para un solo
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grado de libertad, Ec. (2.64), nos permite representar

2(k,tp) =% (k)

Us [srRtr ] = [

2(kyts)=2 (k)

%/ (d?’k) [zf(§)2(15, tr) + z(k, ti)zi(E)}

X e 2&),;;

1) e { Z/ (ji’z) /t;f dt (2% [Z(E, t)2(k,t) — 2(k, t)2 (K, t)} -

~ (Texp{—i /t i H (o o t]}) =), 2]

Por su parte, una generalizacién directa del resultado encontrado para un grado
de libertad en las Ecs. (2.93) y (2.86 - 2.87) conduce a que

Us [20(R) 128, 1] = exp { / (d?’k > (2R e ~r(tr = 1) By +

20.)];

i [ {5f</2) e ~Wiltr =) £k 1) + (k) e~ = f@'>zi(/§)} -

(4.14)
1 [t tr - TR
—5/ dt/ dt' (k1) {Q(t—t’)e_wk(t )+
t; t;

Ot — t)e iwp (U= DY )]}

4.1. Operador de dispersién. Supondremos que j(Z,t) es de soporte com-
pacto, de modo que existe un 7 finito tal que para |t| > T la fuente es nula y el
Hamiltoniano de la Ec. (4.4) se reduce al del campo libre, Hy.

Teniendo en cuenta que entre los distintos esquemas tenemos la relacién
(415)  w(Qy, byl ti)m = s(Qp|Us(ty, 10)[Q)s = 1(Qp, 84 |Us(tr, 1) |0, 1)1,

y dado que operadores y vectores de estado en el esquema de interaccion se obtienen

de los correspondientes en el de Schodinger mediante la transformacién unitaria

(4.16) Or(t) = eriOge 10t 1Q 1), = enfo|Q)g
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concluimos que el operador de evolucién en el esquema de interaccion esta dado

por
(4.17) Uplty, t;) = e H10tr Ug(t,1;) e ~HHoti
Por su parte, el operador de dispersién (o matriz S) se define como

(4.18) Solj] :== Um lm U(ty,t;).

ty—o0 tj——o0

Ahora bien, en la representacion holomorfa de la integral funcional para la
teoria del campo escalar, los operadores de creacién estan representados mediante

el producto por la funcién a valores complejos z(k), de modo que las relaciones de

conmutacién de la Ec. (4.5) requieren que

- )

4.19 a:t — z(k), ap = 2wy ——=-.
(4.19) P (k) P =
En efecto,

(4.20) 2p 2 2(7)| = 2y 6 (E - 157) .
0z (k)

Entonces, de la Ec. (4.9) vemos que el Hamiltoniano Hj esté realizado en el

espacio de Bargmann - Fock para el campo escalar por el operador

3
2wy 0z (k) dlog z(k)

-,

generador de las traslaciones en la variable log Z(k) en la cantidad w;. En esas
1Hot

-

condiciones, actuando con el operador e""°* sobre una funcional de z(k) se obtiene

(4.22) e Mot [z(%)} —F [eiwﬂ z(E)] .
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En consecuencia, a partir de la Ecs. (4.17) y (4.14) obtenemos

U [Zf(g),tf;zi(l;),ti] — Us [e Wils 5 (K), t; e Wil zi(E),ti] -

—on{ [ (52) [ st

(4.23) +i /tf dt {Zf(E) eiw;;tf(lg, t) + f*(E, t)e —iw;;tzi(];’)} _

1 [t ty R ST
—5/ dt/ dt’ (k1) {G(t—t’)e_wk (t=1)
ti ti

Ot — 1) e Wi (= DY pe]}

El nicleo auxiliar del operador de evolucién de la descripcion de interaccion se
obtiene multiplicando la anterior expresion por la inversa del nicleo reproductor
del espacio de Bargmann - Fock (ver Ec. (2.55)), que en el presente caso se escribe

CcOo1mo

(4.24) exp{ / (;%) zp (k) zi(E)} :

lo que compensa exactamente el primer término del argumento de la exponencial
en el segundo miembro de la Ec. (4.23).
En definitiva, para el nicleo auxiliar del operador de dispersién obtenemos la
expresion
(4.25)
So' [21(R), 5 (R)] =

e { [ (5] |i [ ar{as et s+ e ~iota i} -

QCUE — 0o
1 o0 o0 . . . N
—5/ dt/ ' (k. t) {e(t—t’)e_“"k (=),

4Ot — t)e i —t)} (K, t’)]} ,

a partir de la cual podemos obtener la expresion de este operador en orden normal

mediante el cambio

(4.26) SN [zf(/;’),z,-(/z)} — SN [agT az] 1= Sy
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En términos de la fuente externa j(x) podemos escribir

1 3k 1R -
:i/d‘*a:j(f,t) 3/( )e”“f T zp(k),
(2m)2 2wy

(4.27)

y similarmente

z/ (SZ) /Zdt FH(E ) e (L —i0) gy =

1 B\ k.o -
:i/d4xj(a?,t) / e "1k T (R,
(2m)2 2wy

expresiones en las que hemos introducido el tetravector k := (w,;» , E), que satisface

k? = wp? — k* = m2

(4.28)

Por su parte, para el dltimo término en el argumento de la exponencial en el

segundo miembro de la Ec. (4.25) tenemos

L () [ [ o fouore st

(4.29) o —tye ~E U p(Ey) =

— %/d%/d%’j(x) Gp(z —2)j(2),

donde la expresion escalar

Grlr) = — 3/(d3’“>{e(z)e—@'k'he(_t)eik-w}:

(27) 2wi

(4.30)
- lim [d%
(2m)* e—0t k% —m? +ic

es la funcion de Green de Feynman del operador de Klein - Gordon,

(4.31) (07 +m?) Gp(z) = 0(z).
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Reemplazando en la expresion del nicleo auxiliar del operador de dispersion
dada en la Ec. (4.25) obtenemos

S5 |21 (), z:(8)] =
(4.32) .
_ exp{i [tz i@ty + 3 [ @ [ @i one —y>j<y>} ,

donde el campo cldsico asintético definido como
1 A3k L. - ik -
(4'33) 90a5<x) = 3 / ( ) {eZk xzf(k> +e ik sz(k?)}
(2r)2 2wy

es una solucion de la ecuacién homogénea de Klein - Gordon,

(4.34) (0% +m?) pas(z) =0,

determinada por condiciones de contorno de Feynman, vale decir, condiciones ini-
ciales (para t — —oo) para las frecuencias positivas (e ~***) | y condiciones finales

(para t — +00) para las frecuencias negativas (e**?).

- -

Nétese que la expresién encontrada para SYY [Zf(k), zz(k)} es covariante relati-

wvista y que en ella ha aparecido naturalmente la funcién de Green de Feynman.

Finalmente, la expresion del operador de dispersion en orden normal se obtiene

So [i(x)] = : S(J)V [aET7aE] f=
(4.35)
= :exp {z’/d4x j(x) 4,01(:17)} L Zolj(2)],

donde el campo cldsico asintdtico p.s(z) aparece reemplazado por el operador de
campo en el esquema de interaccion,

eiH()t @S(f) e —iHOt —

1 d?’/{: . .
o >‘°’/(2w){“E”Zk'“%”k'W
2m)2 k

también solucién de la ecuacion de Klein - Gordon homogénea, y donde

as zbe) e {S [at [ a6 - i)}

es la funcional generatriz del campo escalar libre.

p1(z) = p1(Z,t) =
(4.36)

En particular, para el valor medio de vacio tenemos

(4.38) (o] So [1(2)] | Q0) = Z0 [j(2)] ,
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de modo que Zy [j(z)] representa la amplitud de probabilidad de persistencia del

vacio en presencia de la fuente externa.

Teniendo en cuenta que la teoria de perturbaciones conduce a

(439) Solje)] = Tesp {i [ ¢ j0)er(o)}

vemos que de la igualdad (4.35) se deduce de inmediato el teorema de Wick (que
relaciona productos de campos libres en orden cronolégico con productos en orden

normal). En particular, el propagador del campo escalar estd dado por

(4.40) (Qol T{er(x) er(y)} ) = —iGr(z —y).
Similarmente,

(Qo| T {pr(x1) pr(x2) ... or(wan)} | Qo) =

5 5 . B
(4.41) 6j(x1)  0j(wan) Zoll] @m0

(=)™
2NN

Z GF<xk’1 - .73].32) GF(xks - xk4) s GF(xk'QN—l - mkzN) )

permut.
donde la suma se realiza sobre las permutaciones de los 2N argumentos de los
campos, {1, s, ..., Ton}, mientras que el valor medio del producto cronoldgico

de un nimero impar de operadores de campo es nulo.

De la expresién para la funcional generatriz, Ec. (4.37), y de la Ec. (4.31) resulta
que

J
0j(x)

@+ m) |~i 5] i) -

(4.42)
= @+ ) [ty Golo =) ) 2010 =40 201

de manera que el operador de dispersién dado en la Ec. (4.35) también puede ser

escrito como

So [j(x)] =

= :exp {i/d4x pr(z) (97 +m?) {_i 5;5(3;)} } F 2]

expresion que nos facilitara dar una solucién perturbativa para la funcional gene-

(4.43)

ratriz en el caso de campos en autointeraccion.
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4.2. Operador de dispersion para campos en autointeracciéon. Conside-

remos ahora un campo escalar en autointeraccion descrito por la accion

4a0) 1l = [ {300 - G el <V (p(o) + o) ) |

donde supondremos que el potencial V (¢) es polindémico y que cada uno de sus
monomios tiene un coeficiente dependiente de las coordenadas de soporte compacto
(que tendera a cubrir todo el espacio de Minkowski al final del célculo). Asi, para
|t| > T el campo serd libre y podremos definir correctamente la representacién de
interaccion.

En esas condiciones, la teoria de perturbaciones nos provee del siguiente desarro-

llo asintético (en las constantes de acoplamiento) para el operador de dispersién,

Si()) = Texp {z‘/d4a: () or(z) =V (gol(x))]} =

(4.45) = exp {—i/d4x v <—i %) } T exp {z‘/d‘{x j(z) ¢,(x)} =
= exp {—i/d‘{r v (—@' %) } So lj(x)] -

Empleando la Ec. (4.43) y teniendo en cuenta que las derivadas funcionales
respecto de la fuente externa conmutan entre si y con las derivadas respecto de las

coordenadas, podemos escribir

Sli@)] =

= oo {i [t ot @2+ mt) [H 2 Z00,

donde la funcional generatriz de funciones de Green del campo escalar en autoin-

(4.46)

teraccién, Z [j(x)], tiene el desarrollo asintético (en los acoplamientos)

(4.47) Z [j(x)] ~ exp {—z/d% 1% (—z %) } Zy [j(2)] .

Estas expresiones, obtenidas de la formulacién de la Teoria Cuantica de Cam-
pos en términos de integrales funcionales, son idénticas a las que resultan de la
formulacién operacional (Cuantizacién Candnica), de manera que este desarrollo
asintotico puede ser igualmente representado en términos de diagramas de Feyn-

man. De hecho, las reglas de Feynman pueden ser derivadas de las Ecs. (4.47) y

(4.37).
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4.3. La funcional generatriz como integral funcional sobre los campos
conjugados. A partir de la representacion del niicleo del operador de evolucion
de la Ec. (4.13), y teniendo en cuenta la relacién que lo liga al nicleo del operador

de dispersién, Ecs. (4.17) y (4.18), podemos escribir

So [zf(/z),zi(%)] — lim lim U Zf(/;),tf;zi(/;),ti] —

tf—>+OO ti——o0

= lim lim Usg [e iwl?tfif(lg),tf;e_iwl?tizi(lg),ti] =

tf~>+oo t;——o0

~ lim lm | . W D[E(k,t),z(k,t)} x
ty—+o00 tj——00 Z(k,ti) —¢ —wy ZZZ(IC)

« exp{%/ (dgk) [Z(l;,tf)z(l;,tf)+2(l§,ti)z(l;,ti)]} «

xexp{i / (%) /t Y (% (35, 0)2(5.1) — 2(F.0)2(F. 1) -

—wp 2k 4)2( t) + (B 8) 2(k. 1) + F(k. 1) Z(F, t))} .

(4.48)

Reemplazando f(k,t) en términos de la fuente externa j(x) (ver Ec. (4.11))

obtenemos

Ii Ii (
= 1m 1m . . 5
tf—+00 tj——00 Z(l{i, tz) —e —ZWEtZZZ(k)

(4.49) X exp { %/ (d3k> (2. 1)2(F. 1) + 2(F. 1) (F, t,-)]} «

2(4),;

« exp{i/ (gi’z) /tjf dt (212 (25, 0)2(5.1) — 2(F.0)2(F. 1) -
s B 0s(E0)} oo {i [ [ e sy}
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donde el campo ¢(x) es definido como

450) p(r) = — / (d3k> [oh 0y % 1 2(F, 1) 57

(271—)% 2wy

Definiendo el campo conjugado 7(x) como
i d3k - Pz S e
4.51 = 232k, t) e T — 2k, t) P
@s) ) (2@3/(2%)%{4 )R (R ) 7

resulta un ejercicio directo comprobar que

Holr(o),p(a)] = [ o {370 + 5 (Tple)l + Jmela)' | =
(4.52)
- / (%) wy Z(k, t) 2(K, t) .
Similarmente,
5 [ Prla) ¢la) - #(o) o)) =
(4.53)

1 <d3_k> [g(E,t)z(/Z, t) — z(k,t) 2(k,t)

- Z 2 wE
Entonces, el exponente en el segundo factor en el integrando del segundo miem-

bro de la Ec. (4.49) es (a menos de términos de borde) i veces la accion cldsica del

campo escalar libre evaluada en [7(z), ¢(x)],

o fr(a), o(a)] =
(4.54) v
- [ {5 [ e ln@) 6a) = 70 o12)] ~ Holn (o), @(w)]} ,

de modo que el nticleo del operador de dispersion puede representarse como

So [27(8). 2(F)| =

I I (
= lim im . . B
tp—+00 ti——00 Z(k, ti) —¢ _Mﬁtizi(k)

(4.55)
X exp { % / (d3—k) (=R, t9)2(F ) + 2(F, 1)=(F. 1)

2&),;

—_
——
X

X oxp {uo (@), ()] +¢/t;f dt/d3x j(x)so(:v)} ,
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donde la integral funcional se interpreta como una suma de contribuciones prove-
nientes de configuraciones de los campos conjugados sometidos a condiciones de
contorno que corresponden a requerir un comportamiento asintdtico libre (super-
posicién de ondas planas) para las frecuencias positivas en el limite ¢ — —o0 y

para las frecuencias negativas en el limite ¢ — +oo0.

Teniendo en cuenta las Ecs. (4.17), (4.35) y (4.38), dado que Hy|2) = 0 (ver Ec.
(4.9)), y recordando que la convergencia de las integrales requiere la introduccién
de una parte imaginaria negativa en la variable temporal (que, en el limite de la

traza, hace dominante la contribucién del vacio), vemos que

Zolj(x)] = lm  lm (Qo|Us(ty,ti) | Qo) =

ty—+00 t;——00

= lim I (Q|eHotr Ug(ty, t;) e ~HHoti| Q) =

tf—>+00 t;——00

= lim lim TrUs(ts,t;) = /D [w(%),w(l?)] X

ty—+oo t;——00

X e/ (gwi) e Us [w(g),+oo.w(;g),—oo} -

(4.56)

JEG wlh)

— lm lfm D[w(%),w(ﬁ)}e/(mg

tf~>+oo ti——o0

2kt p)=w(k) ~ ~
x/d D [EE0).2(F.0)] x
z2(k,t;)=w(k)

%/ (d%) [@(E)z(/;, tr)+ z(k, ti)w(E)]

X e 2wy X

X exp {uo [W(m),go(x)]+i/titf dt/d?’xj(x) @(x)} |

Argumentos similares a los invocados en el caso de un tnico grado de libertad
(ver Seccién 2.3) sugieren que a esta integral funcional sélo contribuyen configu-
raciones de z(k,t) y z(k,t) (v, por lo tanto, de o(Z,t) v 7(Z,t)) que se cierran
al cabo del intervalo de tiempo T' = t; — ¢;. Para ellas los términos de borde se

cancelan exactamente con la medida de integracion de la traza.
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Por otra parte, el cambio de variables de integracion [E(E, t), z(lg, t)} —
[gp(f, t), m(Z, t)] va acompanado de un Jacobiano constante, dado que la relacién
entre ellas es lineal (ver Ecs. (4.50) y (4.51)).

En consecuencia, incorporando ese factor constante en la medida de integracién,
podemos representar formalmente a la funcional generatriz del campo escalar sin
autointeraccién como una integral funcional sobre trayectorias cerradas de los cam-
pos conjugados, cuyo integrando es la exponencial de i veces la accion clasica del

campo,

(4.57)
5 (Vo)) = el + ) ota)| }

Integrando sobre el campo 7(x) (aprovechando la dependencia cuadratica en

este campo conjugado y generalizando lo hecho en la Seccién 1.1) obtenemos

Zo ()] =

4.58
( 1

| - 742)@(;;;)] exp {i/d4m {5 (Dp(x))” - %m%(w? +j(:r)so(rc)]} :

donde hemos incluido un factor constante en la medida de integracién y el ar-
gumento de la exponencial es ahora i veces la accion clasica del campo escalar

acoplado a la fuente externa, escrita como la integral de su densidad Lagrangiana,

(4.59) Iolo,d] = / 2 [Lo(p(z), Bp(x)) + j(z) 9(2)]

4.4. Funciones de Green generales de la teoria. De las Ecs. (4.39) y (4.35)

vemos que tenemos la siguiente representacion para los valores medios de vacio de
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productos cronolégicos de operadores de campo en la descripcion de interaccién,

i [ dte @) orto)

Q| T qe or(z1) ... pr(zan) ¢ [ Qo) =

(4.60) =0 T iy (Sl Solil190) =
N 0 o
= (—1) 5@ 5w Zolj]
%D ZIOSO]} <P( ) “SO(@N)

que, para j(x) = 0, se reduce a

(Qo| T {pr(x1) ... pr(ran)} | Qo) =

(4.61)
i | d*n Lo(o(x),0p(x))
— f’D [()p(;(;)] e / 4 4 gp(q}l) .. gO(LL’QN) .

Empleando el desarrollo asintético de la Ec. (4.47) y la representacién de la
Ec. (4.58), podemos escribir para la funcional generatriz del campo escalar en

autointeraccién

Zlj(x)] e _i/d% v (_i 5]('5—(@) j{p ()] e Hole: 7] ~

(4.62) ]{D )] exp {i/d% E (0p(2))? — %mzso(:fc)2 — V(p(x))+

donde

T, 4] = T[] + / &'z j(z) plz) =
(4.63)
- / & [L(p(x), Bp(x)) + §(z) ol)]

es la accion cldsica del campo escalar en autointeraccion acoplado a la fuente

externa, escrita como la integral de su densidad Lagrangiana.
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Consideremos ahora el producto ordenado cronolégicamente de n operadores de
campo en la descripcién de Heisenberg (con autointeraccién y en presencia de la

fuente externa),

(4.64) T{ou(x1)pn(zs) ... on(xn)} = ou(r1)on(z2) ... on(T,)

Sity >ty >...>1,.

Teniendo en cuenta que
(4.65) ou(E,t) = Ur(t)'or(Z,t) Ur(t) |

donde U;(t) admite el desarrollo asintético

o) v =Tenfi [ Lt [ @ ) - v (er}

podemos escribir
(4.67)

eu(r1)on(r2) ... on(r,) =

= Un(T)'U(T, t1)pr(21)Us(tr, t2)pr (22) - . 01 (@) Ui (tn, =T)U(=T) = Uy (T)"x

@/ dt/d3a: () pr(z) =V (¢1(2))]
xT< e J-T or(x)er(x2) ... or(zn) p Ur(=T),

para todo T > |ty| k= 1,...,n, con U(t,t) := U (t)U; ()"
En el limite T — oo obtenemos

T {on(z1)en(zs) .. pu(r,)} =~ S[j]' x

(4.68)
x T

/ diz [(z) o1(z) = V (01(x))]

er(z1)pr(xa) ... or(wn)

Ahora bien, para j(z) = 0 el valor medio de vacio de la anterior expresion es
(4.69)
Qo[ T{pn(z1)en(r2). .. oulzn)} [Q0)];0 >

~i [tV (i)

~ (Q|S[j=0"T<e or(z1)er(w2) .. or(r,) p | Qo) -
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Y si suponemos que el estado de vacio del campo en autointeraccién es estable (en
efecto, si [ Q) es el estado de minima energia del campo, éste no puede decaer en

el tiempo), entonces debe ser

(4.70) Sl = 01]Q0) = e 20).

con 6 € [0,27) dado por

(4.71) e = (] S[j = 01] ) = 2[j = 0].
En consecuencia, tenemos que

Z[j=0] (| T{en(x)en(x2) .. ou(za)}|Qo)];—g =

(4.72) e_z- / d*z V (¢r(z))

~(Q|T wr(z1)er(r2) .. or(ra) ¢ | Qo).

Finalmente, haciendo uso de las Ecs. (4.45), (4.46), (4.47) y (4.62), obtenemos
para los productos de operadores de campo en la descripcion de Heisenberg orde-

nados cronolégicamente la expresién

Z[j = 0] (Q| T {en(z)en(z2)...om(a)} | Q)0 =

L | -
LG 5ol
B (_Z) 5](I1) 5j(:1€n) Z[j] =0 N

(4.73)

El desarrollo asintético (en las constantes de acoplamiento) del miembro de la

derecha de esta ecuacién conduce al desarrollo perturbativo de las funciones de
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Green generales de la teoria, definidas como
G™ (w1, 2, 20) = (Qol T{eu(@1) .. pu(zn)} [ Q)]0 =
(4.74)

1 n O o .
Z[j =0 (=) oj(zr) ~ 0j(zn) 2Vl =0

Estas son funciones simétricas de sus argumentos cuyo desarrollo puede ser
representado graficamente mediante diagramas de Feynman (ver Seccién 5). En
particular, el factor Z[j = 0] en el denominador del miembro de la derecha de la
Ec. (4.74) cancela la contribucién de los subdiagramas de vacio a la funcién de

Green.

Formalmente, la funcional generatriz de funciones de Green de la teoria admite

el siguiente desarrollo en serie de Taylor funcional,

1T exp {i [ 12 (o) (into], o) 190 =

— 1" 4 .
:Zﬁ/"'/d4$1"'d4x”]($l) @) G () =
n=0

(4.75)

%) 1 ) .
:ZE/-../CZA‘:cl.--d%nj(xl) cJ(an) %
n=0

(0 )
Sja) 5 '

lo que justifica su denominacion.

4.5. Ecuacién de movimiento para Z[j]. El desarrollo perturbativo de Z|j]
permite justificar una serie de manipulaciones formales a las que es posible someter
a las integrales funcionales, como cambios de variables o integraciones por partes.

Por ejemplo, consideremos un cambio infinitesimal en las variables de integra-

(4.76) () = x(x) + eFx](x),

donde € # 0 con |e] < 1,y F[x|(z) es cierta funcional con dependencia de la
posicion, que supondremos admite un desarrollo en potencias del nuevo campo
x(x). En ese caso, la relacién entre ¢(z) y x(z) puede ser invertida a un dado

orden en los campos, de manera que esta transformacion es no singular.
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Tenemos entonces

do(x) =2 dx(z) + 5/d4y %(]y()x) )

= [y {5<x_y>+g%}ax<y>,

de modo que el Jacobiano de la transformacion es

SF[x](x) }
ox(y)

x(y) =
(4.77)

J[x] & Det {(5(:1:—y) +e

S}

(4.78) = exp Tr log {(5(35 —y)+e¢ ()

w1aend EN@ _ L o, @)
=i T{ ox(y) } b /d ox(y)

Entonces, de la representacién de la Ec. (4. 62) resulta que

- oot

y=r

(4.79) g?{D[X('” ethe] {H

€/d4x {Z.F[X](w) Ol d] | 5F[X](m)]

=2y e [ate fD00O] 5 {Fhdt) e 00T}

lo que debe ser cierto para todo € pequeno, cualquiera que sea la funcional F'[x](x)

y=z

y cualquiera que sea su dependencia explicita de x.
Por lo tanto, la integral funcional (sobre trayectorias cerradas) de una derivada

funcional siempre es nula.

Ademas, el coeficiente de € dentro de la integral también puede ser escrito como

oIlx, 5] | OF[x](=)
ox(y)  xW) Lo(mip)

(4.80) iF[x](z) Z[j] =0,

lo que debe ser cierto para toda funcional F[y|(x).
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En particular, para una traslacion rigida arbitraria de la variable de integracion,

(4.81) Fl() = f(x), % —o,

debe satisfacerse para todo x que

1[x, jl L
[5X(w) ]Xﬁ(_ié_) Z[j] = léx(@

(4.82)

=@ ) (S )~V (Figg) i) 2 =0,

Esta expresién constituye una ecuacion cudntica de movimiento®® para la funcio-
nal generatriz que, habida cuenta de su desarrollo de Taylor funcional, Ec. (4.75),

impone una serie de relaciones entre las funciones de Green generales de la teoria.

5. FUNCIONES DE GREEN - DIAGRAMAS DE FEYNMAN

A partir de la definicién de las funciones de Green generales, Ec. (4.74), la teoria

de perturbaciones conduce al desarrollo asintético

o o

Z[j =01G™ (x1,29,...,2) = (—i)" 5@ 5 Z[j] B ~
—~ . (_Z.)l 4 4 — 0 _25_
(5.1) _; 7 /dyl.../dylV( —6j(y1)>...v< 5j(yz))x
o O ) .
< S w2

Para fijar ideas, consideremos el potencial de interaccién

A 4
(5.2) V(e1(y)) = A [@I(y)} -
Para este caso, las funciones de Green con un nimero impar de argumentos son

nulas, mientras que para las otras es necesario el calculo de valores medios de vacio

16Compérese con la ecuacién cldsica de movimiento,

6I[x]

(4.83) (o)

+j(x)=0.
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de productos cronolégicos de la forma

(Q|T {w(%) o pr(Tan) [w(yl)r Do [g@z(yl)]4 1} | Q) =
(5.3)
= (_i)N Z GF('Z’ﬁ - Zkz) s GF(ZkzN—l - ZkzN) )

contrac.

donde 2N = 2n + 4l y la suma se realiza sobre todas las posibles contracciones
entre pares de campos no contenidos en un mismo orden normal dentro del orden
cronolégico del miembro de la izquierda (Teorema de Wick - Ver Ecs. (4.35) y
(4.39)).

De esa manera, cada término del desarrollo perturbativo de la Ec. (5.1) puede
ser asociado a un diagrama en el cual los puntos {z1,...,%on,y1,...,y} estan
unidos por lineas correspondientes a los propagadores, —i Gp(z; — z;). Las lineas
externas nacen en uno de los puntos externos {xy,. .., s, }, mientras que las lineas
internas unen dos de los vértices {yi,...,y}.

El nidmero de lineas (internas o externas) que salen de cada vértice depende
de la interaccion; en el presente caso ese nimero es cuatro. El haber tomado la
interaccion en orden normal hace que no haya lineas que se cierren sobre el mismo
vértice. Ademds, para esta autointeraccion, a cada vértice corresponde un factor
—iA/4l

Entonces, para calcular las contribuciones de orden [ de la teoria de perturbacio-
nes a la funcién de Green G®™(zy,. .., x4,) se deben considerar todos los posibles
diagramas con 2n lineas externas y [ vértices, descartando aquellos que contienen
subdiagramas de vacio, es decir, partes no conexas del diagrama sin lineas ex-
ternas (s6lo propagadores entre vértices), ya que su contribucién se ve cancelada
exactamente por la del factor Z[0] en el miembro de la izquierda de la Ec. (5.1).
Finalmente, se debe integrar sobre todas las posibles posiciones de los [ vértices,

dividir por [! y sumar las contribuciones de todos esos diagramas.

Reemplazando los propagadores por sus transformadas de Fourier (ver Ec. (4.30))
e integrando primero sobre las posiciones de los vértices, obtenemos las reglas de
Feynman en el espacio de impulsos.

Eso conduce a asociar con cada linea del diagrama un propagador de la forma

?

5.4 -
(5:4) k2 —m2 440’
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donde k es el tetraimpulso transportado por la linea, y a cada uno de los [ vértices

una delta de Dirac que impone la conservacion local de esos impulsos,

(5.5) (2m)* 6 (Z k:)

donde la suma en el argumento de la delta se hace sobre los impulsos entrantes al
vértice considerado.
La invariancia traslacional de la teoria permite factorizar una de esas deltas para

dar cuenta de las conservacion global del tetraimpulso,

(5.6) 2116 (i pi>

donde la suma se realiza sobre los 2n impulsos p; entrantes al diagrama a través
de las E lineas externas.
Finalmente, se debe integrar sobre los I impulsos transportados por las lineas

internas,

(5.7) / (6;4:)14 o / (65:)[4

Pero [ — 1 de estas integrales se realizan trivialmente debido a la presencia de

las [ — 1 deltas de conservacion local del tetraimpulso restantes. En consecuencia,
solo restan por realizar L = [ —[+1 integraciones sobre impulsos internos, niimero
que coincide con el de los circuitos independientes, o loops, que es posible trazar

sobre el diagrama.

5.1. Funciones de Green conexas. Cabe senalar que, a un dado orden [ de
la teoria de perturbaciones, habra contribuciones a la funcién de Green de 2n
argumentos que provengan de diagramas no conexos, formados por subdiagramas
conexos que representan contribuciones a funciones de Green de menor nimero de
argumentos y de orden < /.

En consecuencia, a un dado orden [ de la teoria de perturbaciones, las funciones
de Green completas pueden construirse recursivamente a partir de las funciones
de Green conexas, definidas como la suma de las contribuciones provenientes de

diagramas de Feynman conexos inicamente,

(58)  G®(wy,... w0) =GE (@, wa) + Y ]G0 (=},
U{z},={a} o

donde la suma se realiza sobre todas las particiones del conjunto de 2n argumentos

{z}, | a| es el nimero de elementos en cada subconjunto y las funciones de Green
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conexas que aparecen en el producto estan evaluadas al orden [/, reteniéndose de ese

producto términos de hasta ese orden. En particular, G(CQ) (z1,15) = G (21, 25).

En esas condiciones, se define la funcional generatriz de funciones de Green

conexras COIIlO17

(5.9) iWlj] ::Zi—n!/d%l.../d4an(Cn)(:171,...,xn)j(xl)...j(:pn),

de modo tal que

(5.10) —i G (@, ) = (=) 6j(xy)  0j(xn) =0

La relacién dada en la Ec. (5.8) permite verificar que

(5.11) LWl = _2Ul

5.2. Elementos de matriz del operador S. La amplitud de probabilidad de
transicién de un estado inicial a tiempo t; que describe la presencia de n particu-
las de impulsos {p1,...,p,}, a un estado final a tiempo ¢; con m particulas con

impulsos {q1, ..., qn}, estd dada por
Q- Gty | P DRt =
= (g1, @i tp | Ur(tr, ti) | 1, - oo pns ti)r =

(5.12)

= @y G | €U (8, 1)

pl?"'7pn>5 =

:eiaS<QI7-..7QTn|UI<tf7ti>|p17".’pn>57

donde el factor €' representa una fase (dependiente de las energfas de las particu-

las) que no influye en la determinacién de la probabilidad de transicién.

17Suponemos que (Qg | oz (z)| Q) = 0. De no ser asi, siempre es posible redefinir el campo

suméandole una constante de modo que esa condicién sea satisfecha.
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Entonces, en el limite ¢; — —o00,ty — +o00, interesa evaluar el elemento de

matriz

<q177Qm|S[j:0]|pla>pn>:

(5.13) = (@1, g exp{ /d‘*:v e (@) (9 +m?) {—@' (;@Hx

exp{ /d% o (@) (62 + m?) [—z‘ 5;5(36)]}Ipl,..-,pn>2[j(:c)]

=0’
donde hemos llevado explicitamente a S[j] al orden normal.

Si los impulsos son tales que g; # p;, V4,7, al segundo miembro de la anterior
ecuacion solo contribuyen el término de orden m del desarrollo de Taylor de la
exponencial de la izquierda y el término de orden n del de la derecha, dado que
son necesarios exactamente n operadores de destruccion y m de creacién para
obtener un resultado no nulo. De ello resulta que ese elemento de matriz queda
expresado como la transformada de Fourier (en todos sus argumentos) de

(5.14) (02, +m?) ... (02, +m*) Gy, T

Tntm
evaluada en los valores fisicos de los impulsos entrantes y salientes (para los cuales

tenemos que p; = m?, ¢; = m?).

Pero los operadores de Klein - Gordon en esa expresién corresponderian al pro-

ducto por
(5.15)
n n+m n m
H (k7 +m?) H (ki +m?) — H —p; +m? H —q; +m?)
i=1 Jj=n+1 i=1 j=1

factor que se anula para los valores fisicos de los tetraimpulsos, lo que muestra
que a la amplitud de probabilidad de transicién sélo contribuye el residuo de la

transformada de Fourier de la funcién de Green,

n+m
(5.16) F [G(n+m) (x1,... ,xn+m) = <Z k. ) (n+m (k1y oy knam)

en el polo multiple que ella presenta para valores on-shell de sus argumentos.
En particular, la transformada de Fourier de la funcién de Green de dos puntos

(el propagador completo) debe ser de la forma

1
k2 — m2

(5.17) —i G (k) ~ +0(1),
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para k? ~ m?, donde m es la masa fisica de las particulas (y el residuo igual a 1
como consecuencia de la condicién de (re)normalizacion del campo que estamos

adoptando).

Consideremos ahora una funciéon de Green conexa con N patas externas, cal-
culada a cierto orden de la teoria de perturbaciones. Su transformada de Fourier
recibe, en particular, las correcciones a las funciones de Green G(Q)(ki) asociadas a
esas patas externas (hasta el orden que estamos considerando), las que presentan
polos para valores on-shell de los impulsos entrantes. Esos polos son cancelados
por los factores (—k? +m?) provenientes de los operadores de Klein - Gordon, de
modo que lo que contribuye a la parte conera de los elementos de matriz del ope-
rador S son en realidad las funciones de Green truncadas de la teoria, definidas
como

N -1
(5.18) Glrme kit k) = | T[GP (k)| GE (ks o) -

i=1
Esto corresponde a la suma (hasta el orden considerado) de todos los diagramas
de Feynman conexos truncados, es decir, aquellos en los que se desechan tanto los
propagadores correspondientes a las lineas externas como las correcciones radiati-
vas a las mismas, elementos a los que no se atribuye ningin factor para el calculo

de la contribucion del diagrama.

5.3. Funciones propias - Accion efectiva. Un diagrama conexo truncado se
dice propio (o irreducible de una particula®) si sigue siendo conexo luego de cortar
una cualquiera de sus lineas internas.

Los diagramas propios son los elementos fundamentales de la teoria de pertur-
baciones, puesto que a partir de ellos es posible construir cualquier otro diagrama
combinandolos en ordenamientos tipo arbol mediante el reemplazo de sus patas
amputadas por factores G (el propagador con sus correcciones radiativas hasta
el orden considerado).

Tienen la particularidad de que todo loop de un diagrama reducible esta con-
tenido en uno de sus subdiagramas propios, por lo que es posible integrar sobre
los impulsos internos de cada uno de esos subdiagramas sin que los demas se vean
involucrados. En particular, es necesario y suficiente eliminar las divergencias ul-

travioletas de las funciones propias para eliminarlas completamente de la teoria.

18En inglés, one-particle irreducible.
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Las funciones propias pueden ser derivadas de una funcional generatriz llamada
accion efectiva, que resulta ser la transformada de Legendre funcional de W(j].
En efecto, definamos la funcional de j

(5.19)
~ oW[j] )

eli](z) : =—i

=) s el

0 g1 " . .
= Z m /d4x1 .. ./d4$n1 G(C)(Z',Il, c.. ,,In,l)j(l’l) .. .j($n71> .
n=2 :

Como Gg) (x,y) se reduce a Gp(z,y) al més bajo orden de la teoria de per-
turbaciones, ella define un operador integral con inversa (perturbativa). En esas
condiciones, la relacién entre ¢ y j puede ser invertida como una serie de potencias

funcional en la primera, para obtener

(5.20)
jlel(x) = Z (n%ll)' /d4x1 . / d*z, 1 F(”)(x, 1oy Tpo1) (1) oo @(Tp1) .

En esas condiciones, ¢ =0 < 7 =0.

La transformada de Legendre funcional de W[j] se define como

rll = {wiil - [ o) 2 )

67 (x)

J=jlel

(5.21)
:wmm—/&mmmwm7

y se verifica que

or oy fOW[] 0j(y)  6i(y) o e
7w~ T\ T) e ~ e 70 o)

(5.22)

= —jl¢l(x),

donde hemos empleado la regla de derivacion funcional en cadena.

En definitiva, la accion efectiva
1
(5.23)  Tg] = Zﬁ/d%l.../d%n PO (2, 20) o) . o)
n=2

donde los coeficientes '™ (zy, ..., z,) (funciones simétricas de todos sus argumen-
tos) son las funciones propias de la teoria.
Esto puede verificarse tomando derivadas funcionales sucesivas respecto de ¢ de

ambos miembros de la Ec. (5.19) y teniendo en cuenta la Ec. (5.20).
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En efecto, de la Ec. (5.20) resulta que

52T
(z) 0p(y) dp(u)

d*u,

(5.24) = 6(z —y) = — / 5]’(2)?;

que para 7 — 0 se reduce a
(5.25) i / GO (2, 0) T (u,y) d'u = 3(z — ),

lo que muestra que —iG® (z,y) y '®(x, y) son nticleos de operadores (integrales)
inversos uno del otro: I'® = j (G(2))_1 (o bien, (F(Q))_1 = —iG®).
Tomando una nueva derivada funcional respecto de ¢(z) en la Ec. (5.24) obte-

nemos

/ 52V 5°T e
0j(u)0j(x) dp(2) dp(y) dp(u)
(5.26)

d*ud*v .

B / SW 52T 52T
) 65() 65(u) 0j(x) deply) dp(u) de(z) dp(v)

En el limite j — 0 esta igualdad se reduce a

/iG(2) (u, 2) T®) (2, y,u) d*u =
(5.27)
= —/Gg’)(v,u,x) Ty, u) TP (z,v) d*ud*v,

de donde resulta que
(5.28) Gg’)(x,y,z) = i/G(Q)(x,u) G (y,v) G (z,w) IO (u, v, w) dud*v d*w,

o bien formalmente, a nivel de los operadores integrales definidos por esos nicleos,

(5.29) GY =ir® (G(z))3
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Una nueva derivacién en la Ec. (5.26) permite mostrar que
(5.30)

/ S*W 5T e
0(u) 9j(x) 0p(t) 0 (2) dp(y) dp(u)

_/ oW o o dudts =
67(s)0j(u)dj(x) dp(t) dp(s) dp(2) dp(y) dp(u)

- / SAW 52T 52T 520
B 07(s) 0 (v) 87 (u) dj(z) dep(t) dp(s) dp(y) dp(u) dp(z) dp(v)

+ / > oL o d*u d*v+
0j(v) 05(u) 05 (x) dp(t) dp(y) dp(u) dip(2) dp(v)

d*u d*v d*s+

F*W 52T PN o
+/ 57(0) 33 () 8j(z) 3(y) dop(uw) dp(0) bip(2) o) © “ Y

expresion que, para j = 0, se reduce a

/ iG (z,u) TW (u, y, 2, t) d*u+
+/G(C3)(:E,s,u) I (s, ) TO(y, 2, u) d*ud's =
(5.31) = /iG(g)(s,u,v,:v) T (5, ) T@ (u, ) TP (v, 2) d*u d*v d*s—
—/G(g)(x,u,v) O (y,u,t) TP (v, 2) d*u d*v—

- / GE (1, 0) T (u, y) T® (0,1, 2) d*ud*v,
o bien, formalmente,

(5.32) G’(C4) =T (G(Q))4+ (G(2))2 (i F(3)) G? (i F(3)) (G(Q))Q—l—permutaciones.

Notese que el conocimiento de las funciones propias permite la construccion de
las funciones de Green conexas asocidandolas a diagramas tipo drbol en los que sélo

entran en juego propagadores completos y vértices propios.

5.4. Desarrollo en loops. El desarrollo perturbativo de las funciones de Green
puede ordenarse de acuerdo al nimero de loops de los diagramas de Feynman, lo

que puede entenderse como un desarrollo semi-clasico.
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Consideremos un diagrama conexo con E lineas externas, I lineas internas y V'
vértices. Segun las reglas de Feynman en el espacio de impulsos, a cada vértice le
corresponde un factor (27)*§ (3_ k;) que impone la conservacién local del tetraim-
pulso. Una de ellas puede ser factorizada para dar cuenta de la conservacién global

del impulso en el diagrama, mientras que las V' — 1 restantes dejan un nimero
(5.33) L=I-V+1
de impulsos independientes sobre los cuales ha de integrarse.

Recuperando la constante h en la Ec. (4.62), vemos que la expresién de Z[j]
corresponde a la suma de contribuciones de la forma exp {% Ipl+i[j go} sobre
las distintas configuraciones del campo ¢(z).

Podemos eliminar la constante i de los términos cuadraticos del Lagrangiano
mediante el cambio de escala del campo ¢(z) — h2 ¢(z), de modo que
%E(%WHN% Lo (,0p) ~ %V (nh )+t e,

donde L (p, dp) es el Lagrangiano del campo escalar libre.

(5.34)

Ese cambio de escala introduce un Jacobiano constante (que puede ser absorbido
82204

en la medida de integracién), y un factor A en el propagador del campo, 552

=0’

Cambiemos también la escala de las constantes de acoplamiento de manera tal
que se compensen los factores adicionales de h%, dejando al término de interaccién
completo multiplicado por un factor A~t. Por ejemplo,

B2 -2
o 5 x o, (he) L ey
(5.35) 3 o+ i ot — 2 h2 @® + i B2 ot

En esas condiciones, cada linea del diagrama de Feynman queda multiplicada
por un factor h, mientras que cada vértice gana un factor A~!. En consecuencia,
el diagrama queda multiplicado por un factor A¥+ =V,

Ahora bien, teniendo en cuenta que de la Ec. (5.33) resulta que I —V = L — 1,

podemos escribir

(536) hEJrIfV — hE+L71

Y

de modo que las contribuciones a una dada funcién de Green (F fijo) estan caracte-
rizadas por una potencia de h que crece con el nimero de loops del correspondiente
diagrama.

En particular, la contribucién de un diagrama propio (irreducible y truncado) a

la funcién de vértice I'™ queda pesada por un factor A1
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En una teorfa para la cual V(p) estd dada por un tinico monomio en el campo,
el nimero de loops cuenta el nimero de vértices y este desarrollo coincide con el
perturbativo en potencias de la tinica constante de acoplamiento presente.

Por ejemplo, para V() = X p? /4], el ntimero de lineas que sale de cada vértice
es 4, y esas lineas pueden ser externas (que llegan a un vértice) o internas (que

unen dos vértices). Por lo tanto,

E
(5.37) 4V =FE+2 = I:2V—5
y la potencia de h correspondiente al diagrama es
E
(5.38) E+L—1:E+I—V:§+V.

Pero en el caso en que V(p) sea la suma de varios monomios, el desarrollo
en loops es un desarrollo en una constante que multiplica a todos los términos
de interaccién. Eso mantiene en cada orden del desarrollo las relaciones entre los

distintos términos, preservando (formalmente) las simetrias de V().

Consideremos ahora las contribuciones a la accién efectiva I'[¢] del campo escalar
con una autointeraccién cuartica al orden més bajo del desarrollo en loops (0-loops
o nivel drbol).

Para la funcién de vértice propio de dos puntos, I'® = i/G®, tenemos

(5.39) IP(k) = k> —m?,
de modo que
(5.40) \ \
M= = [ e [ famge e BT E D ) s k) (1 =) =
:/% otk (v —vy) (k2—m2) =— (0.2 +m?) 5 (z—y)

que es ¢ veces la inversa del propagador de Feynman.
Su contribucién a la funcional I'[¢] estd dada por

% d*z / d'y TE (x — y) o(2) o (y)

(5.41) = —% d*z o(z) (8, +m?) () =

= %/d% {8(,0@)2 —m? go(x)2} .
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Al mismo orden del desarrollo en loops, el resto de las transformadas de Fourier
de las funciones propias se reducen simplemente a menos los valores de las cons-
tantes de acoplamiento que aparecen en el Lagrangiano original. En nuestro caso,

s6lo tenemos la contribucién de

. A
(5.42) i TS (K, kg, ks, k) = —i (E) A= i),

de manera tal que

(5.43)
F§)4) ('Tla L2, T3, $4) -

4 4 .
[ R R k) () =

= —A(x1 —xa) 6(xy — x3) 0(21 — X4) .

Su contribucién a I'[¢] es

1
o d*zy ... /d4x4 T$) (21, 29, w3, 34) (1) - . . p(4) =
(5.44)
= d*zx p(x)".

En definitiva, la funcional I'[¢] al orden de 0-loops coincide con la accién clasica

evaluada en el argumento ¢(x),

545 Tlol= [ate {500 - Jute -V (e() | + 00,

lo que justifica el nombre de accion efectiva.

En ese sentido, la relacion

o[
dp(x)

puede ser entendida como una ecuacion efectiva de movimiento, cuya solucion

(5.46) = —j(x)

determina la funcional ¢[j] (necesaria para calcular W/[j] mediante la transforma-

da de Legendre de la accién efectiva I'[¢]).

Finalmente, dado que las funciones de Green conexas se construyen sumando
las contribuciones de diagramas tipo arbol formados por propagadores completos
y vértices propios, elementos que pueden ser derivados de la accion efectiva, con-
cluimos que el conocimiento de la accién efectiva equivale a la resolucién completa

del problema del campo cuantico.
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6. CONSTRUCCION DE LA ACCION AFECTIVA A PARTIR DE LA
REPRESENTACION DE LA FUNCIONAL GENERATRIZ MEDIANTE INTEGRALES
FUNCIONALES

La representacién de Z[j| mediante integrales funcionales sugiere la siguiente
aproximaciéon: como la tnicas integrales funcionales que pueden calcularse exac-
tamente corresponden a Gaussianas, emplearemos el método de la fase estaciona-
ria (o del descenso empinado - steepest descent - en la formulacién del espacio
euclideo) para determinar la configuracién ¢g(x) del campo mds apropiada para
desarrollar en su entorno el integrando como una serie de potencias.

Adoptaremos como parametro del desarrollo a la constante A, de modo que este
desarrollo puede ser entendido como una aproximacion semicldsica, y veremos que
esto conduce a una serie de diagramas de Feynman ordenada segin el nimero de
loops.

Partimos de la representacion
(6.1) Z[j] = N/DSO o [ d'2{3(00)* ~§ m*e?~V (o) +iv} ;

donde V(y) contiene sélo términos de orden superior al cuadrético en ¢ y N es
una constante de normalizacién elegida de modo que Z[j = 0] =1 (es decir, N'7!
estd dada por la misma integral funcional pero tomada para j = 0). Buscamos
el extremo del argumento de la exponencial del integrando, que corresponde a la
configuracién ¢g(z) que satisface la ecuacién cldsica de movimiento en presencia

de la fuente externa j(z),

(6.2) (0" +m?) go(@) + V" (o()) = j(@) .

Supondremos que la tnica solucién de la esta ecuacién para j(x) = 0 es la trivial.
Entonces, su solucién puede ser obtenida formalmente como una serie de potencias
de la fuente j(x) (lo que es consistente con el desarrollo para la funcional generatriz

W/j]) iterando la ecuacién integral

po(z) = [d*yGr(z —y) {jily) = V' (¢o(y))} =
(6.3)
NGFOj—GFOV,(GFOj_GFOV/(GFOj_"'))7

donde Gr(z—y) es la funcién de Green de Feynman del operador de Klein-Gordon.

En la vecindad de esa solucion efectuamos el cambio de variables

(6.4) p(r) = po(z) + ¢(x)
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en la integral funcional, teniendo en cuenta que este cambio no afecta la medida

de integracién (que es invariante frente a traslaciones), Dy = D¢:
Zlj] = N/D¢eéfd4m{§(3wo+3¢)2%m2(500+¢)2V(<P0+¢)+J'($0o+¢)}

(6.5)
iz fd4x{l(8¢)2—% m2¢2—% ¢2V"(<ﬂ0)_zn>3 V<7njl$¢0) ¢n}

:eéf[vo,j]N/D¢eﬁ 2 = ! ’

donde hemos usado la Ec. (6.2) para eliminar el término lineal en la fluctuacién

¢(x).

En el argumento de la exponencial del integrando retenemos sélo la parte cuadrati-

ca en ¢(x),

[d*z {3 (06)* — & [m? + V"(go(2))] 6*} =
(6.6)

—5 [ d'zé(2) {0° + m* + V"(po(2))} $() ,

y desarrollaremos perturbativamente al resto. Para ello, hacemos el cambio de

escala
(6.7) ¢(x) = Vho(r),

incluyendo en la constante de normalizacién el jacobiano constante que ese cambio

produce,

2= e {1 11t + [ soo<x>j<x>] b

(6.8) /\//Dgp exp{——/d“w ) {0% +m? + V" (po(x)) } o(x }

exp { /d%Z h*_l (x)) cp(x)”} .

n>3

El exponente del primer factor dentro de la integral asigna al campo ¢(x) un
propagador con dependencia en la las coordenadas a través de su dependencia del
campo ¢o(z). El segundo factor ha de ser desarrollado en serie, la que debe ser
ordenada en potencias de h. El teorema de Wick asegura que en la serie resultante
s6lo aparecen potencias enteras de h, las que estan en correspondencia con el

niumero de loops de los diagramas que se obtienen.
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Proponemos para la funcional generatriz de funciones de Green conexas un de-

sarrollo de la forma

(6.9) Wi =D Wil
n=0

De la Ec. (6.8), obtenemos al orden A°

(6.10) Woli] = Tipo(@)] + / &'z j(z)golz)

La integral funcional de la exponencial de la parte cuadratica da el término de

orden h',

(6.11)
M x7 [ D exp {_;‘ [tz o) {0+ m* 4 Vi(a(o)) 90(56)} -

= Det /% [Gr o (8% +m* + V" (¢0))]

= Det 2 [5(z —y) + Grlz — y)V" (po(y))] -

Téngase en cuenta que hemos supuesto que ¢o(z) = 0 para j(z) = 0, y que la
constante de normalizacién N (que debe ser elegida de modo que W[j = 0] = 0)

se reduce a este orden a
(6.12) Nt = /Dgp exp {—% /d4x o(z) [6% + m?] gp(x)}

(a 6rdenes superiores, N también recibe contribuciones de V(¢) que se calculan
similarmente, mediante el cambio de escala de la Ec. (6.7) y desarrollando en serie
los términos de orden superior al cuadratico).

En consecuencia,

. Z 1
Wilj] = 3 log Det [1 +Gr o V(o) =
(6.13)
- % Trlog[1 + Gr o V" ()] ,

y para la funcional generatriz a este orden tenemos

WU = Il + / &'z j(2)po(x)+
(6.14)

+%:L Trlog [l + Gr o V"(p0)] + O(R?).
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La accién efectiva se obtiene de la anterior expresiéon mediante una transforma-

cién de Legendre. Para ello, definimos

= po(x) + dp(x),
donde dp(z) es de orden f, dado que el término contenido en la llave dentro de la
integral es nulo por ser pg(x) solucién de la ecuacién de movimiento clésica (ver
Ec. (6.2)).
Entonces, al méas bajo orden en £, la relacién entre p(z) y j(x) puede ser facil-

mente invertida (ver Ec. (6.2)),
(6.16) jlel(@) = (0% +m?) p(z) + V'(p(z)) + O(h) .

En esas condiciones, de las Ec. (6.14) y (6.15) podemos escribir para la funcional

accion efectiva

rlel = {Wlil - [ atej(eebito

J—ilel
_ Ip— 6]+ / &z jlol(2) [p(x) — ()] +
0 rlogl1+ G o V()] + O0) — [ e jlel(a)ete) =
L[ ol |
(6.17) ~ 1~ [ ata {216+ el oot
+% Trlog [l + GroV"(p)] + O(h*) =

— 1l [t {2 + o) f ao(o)+

—l—%i Trlog [l + Gro V" (o) + O(h?).

Teniendo en cuenta que {#(Im)[goo] +j[g00](x)} = 0 (ver Ec. (6.2)), obtenemos

finalmente que la accién efectiva para una configuracioén arbitraria ¢(x) se expresa
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CO1mo

(6.18) Tl = Ilg) + 5 Triog 1 + Gr o V()] + O().

Ahora bien, para hallar las funciones de vértice se debe desarrollar la accién
efectiva en serie de potencias funcional de su argumento. Para el término de orden
h tenemos

(6.19)
iT1[p] = —% Trlog[l+ GroV"(p)] =

=3 B [t V)GV )G ),

lo que corresponde a la suma de diagramas de vacio de 1-loop construidos con el
propagador de Feynman —iGg(x,y) y con vértices dobles en el campo cuéntico y
un acoplamiento efectivo —iV"(p(x)), dependiente de la posicién. El factor % da
cuenta de la simetria del diagrama frente a permutaciones ciclicas, mientras que
el factor % da cuenta de su simetria frente a reflexiones. De ese modo, se toma en
cuenta la contribucién de cada diagrama una tnica vez!'®. Nétese que se trata de
diagramas irreducibles.

La funcional I'1[p(z)] depende del potencial elegido. Por ejemplo, si V(p) =

% ¢, entonces V" (o) = % ©?, la correccién de orden h a la accién efectiva resulta
(6.20)

: RS (_%)n 4 4 2 2

il [p] = 5 Z T d*xy - d*xpp(21) Gp(xy, x) - - 0(2n) Gp(xn, 21),

n=2
y su contribucién a las funciones propias se obtiene por derivacion funcional. Resul-

ta inmediato verificar que de ese modo se recupera la contribucion a cada funcién

de Green de los correspondientes diagramas de Feynman irreducibles con un loop.

Las correcciones a W[j] de orden superior en A reciben contribuciones de los
términos de interaccién de la fluctuacién ¢(x) alrededor de la configuracién clasica

@o(x) en la Ec. (6.8), dados por

(6.21) Z B2t VO (go(x) o(z)".

n!
n>3

9E] primer término de ese desarrollo estd mal definido, pero puede ser eliminado si se con-
sidera que el potencial de interacciéon es tomado en orden normal, dado que corresponde a una

contraccién de campos en el mismo punto.
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Esas contribuciones se corresponden con diagramas construidos a partir de dichos
vértices (con dependencia en las coordenadas) y el propagador

[e.9]

= ~iGro Y [-V"(¢0) xGrl" .

n=0

-1

(6.22) —i [0* 4+ m® + V" (o())]

Se verifica que la funcional W([j] sélo recibe contribuciones de los diagramas
de vacio conexos de esta teoria, mientras que su transformada de Legendre, I'[¢],

selecciona de los anteriores sélo los diagramas irreducibles, en los que se reemplaza
wo(z) por ¢(x).
Se puede demostrar inductivamente que, para la accién efectiva desarrollada

(6.23) Tle] =Y A TLlg],

el coeficiente i[';[p] es la suma de las contribuciones de todos los diagramas irre-

ducibles de vacio con L loops de la teoria descrita por la accién clasica dada por

(6.24) Tlo.gl = 1o+ ¢l ~ 1) - [ d's % o).,

donde ¢(x) es una configuraciéon clésica (el argumento de la accién efectiva).

Por ejemplo, en el caso en que V(p) = %904, el propagador es (—i) veces la
inversa del operador diferencial [(’92 +m?+ % go(:z:)ﬂ, mientras que el potencial de
interaccién para la fluctuacion cuantica ¢(x) estd dado por

V) (p(x \ \
625 o T e 2 ce® + 2 o).

n! 3!
n>3

La relacion entre el nimero de loops y el niimero de vértices de tres y cuatro lineas,

V3 v Vi, en diagramas de vacio estd dada por
1
(6.26) 20=3Va+4Vs = L=1—(Va+Vi)+1=VatVit1.

Esto muestra que el numero de diagramas con L loops que es necesario calcular
en esta teoria es finito, ya que el nimero de combinaciones de V3 y V, con L fijo

es finito.

6.1. Desarrollo en gradientes - Potencial efectivo. La accién efectiva es la

funcional generatriz de funciones propias de vértice,

(6.27) Cle] = Z i‘ /d4:1:1 . /d4xn T (g, . xn) @lzy) .. () .
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En términos de sus transformadas de Fourier, esas funciones se expresan como

(6.28)

) -
F(n) (.CE]_’ e 7xn) = /H (2:;4 e ZZZ:lpl xl<27-(->45<p1 + e +pn) F(n)(pl’ e 7pn) .
k=1

Ahora bien, en ausencia de divergencias infrarrojas, las funciones ) (p1y-++ ,Dn)
pueden ser desarrolladas en serie de Taylor de sus argumentos alrededor del origen,

de modo que

T orm
(6.29) T™(py, -+, py) = L™ (0 +ZZ L 0) ()4 )

k=1 1>k o(px - m1)

dado que son escalares y, en consecuencia, sélo pueden depender de invariantes

construidos con los impulsos. Reemplazando este desarrollo en la Ec. (6.28) resulta

PO (g, ) =TM(0, -+ ,0)0(z1 — 23) -+ - 6(21 — T,)
(6.30)
=D ket 2k 8?5,52 (0,++,0) (Op - O)o(21 — m2) -+ 6(m1 — ) + -+,

y reemplazando este desarrollo en la Ec. (6.27) obtenemos a la accién efectiva como

una integral sobre el espacio-tiempo del Lagrangiano efectivo,

031 Tlgl= [ ate { Vi (o(o)) + 3 2 (6le) (0v(@)* + O @(a))' |

donde el primer término en el integrando (que no contiene derivadas de (z)),

o 1 N
(6.32) Vers (o g EF -, 0)p(2)",
n=2

es llamado potencial efectivo, el factor de 5 (8¢(x))? en el segundo término esté da-

do por

(6.33) Z ZZ or (0,-++,0)p(x)" 2,

L )

y los términos siguientes contienen un numero creciente de derivadas del campo
(en combinaciones locales invariantes de Lorentz), lo que justifica el nombre de

desarrollo en gradientes.

Noétese que el potencial efectivo (tomado como funcién de la variable ¢) es la
funcién generatriz de las transformadas de Fourier de funciones de vértice tomadas

a impulsos nulos,

(6.34) (i) vestol|  =-F0.-0).

»=0
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En particular, hemos visto que, por invariancia traslacional, (€| om(2)]Q0)],—, €s

una constante (que hemos fijado a 0). Entonces

03 5B = V0= 0 e 0.

de modo que el valor medio de vacio del campo es un extremo del potencial efectivo.

Es posible asociar el valor del potencial efectivo V.;r(¢) con el minimo de la
densidad Hamiltoniana tomada en el conjunto de estados en los cuales el valor
medio del campo cudntico toma el valor (pg(z)) = ¢, constante. En consecuencia,
el valor medio de vacio del campo corresponde al minimo absoluto del potencial

efectivo.

6.2. Ejemplo: el potencial efectivo para V(y) = % A¢*. El potencial efec-

tivo al orden de 1-loop puede escribirse como

(6.36) Vers(9) = VEH@) + VS (0) + O (1)
donde
1 1
(6.37) ViHe) = 5m*e” + 5 At
y
) A
(6.38) - / d'z V1 (p) = %Tr log {1 +3 wQGF] .

Como en esta expresion ¢ es tomado constante, el operador en el argumento del

logaritmo es diagonal en el espacio de impulsos, de modo que

A
- [awvSie) =5 [ ate aliog [1+§¢2GF} 2) =

(6.39)
p?
d*z [ d*p (z|p)1 ¥
/ / (z|p) og[ e S (plx)
Entonces,
d4p A 902

v — _f/ 1 1 2 =

eff(sp) 2/ (2m)t ©8 p? —m? +ie
(6.40)

~ 1] X, d*p i "
_Z;%{_ZW} /M4(27r)4 (p?—m?ﬂ'e) ’

es decir, —zVe(J}})c(gp) es la suma de contribuciones de todos los diagramas de vacio

A

con un loop construidos con el propagador de Feynman usual y el vértice [—i 5 gpz}

(tomados una sola vez cada uno).
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Notese que los dos primeros diagramas, que corresponden a las contribuciones
de orden £ a las funciones de vértice (en el origen del espacio de impulsos) I'® (0)
y f(4)(0, 0,0,0) respectivamente, son divergentes en el ultravioleta, mientras que
el resto (de orden mayor que 4 en ¢) da lugar a integrales convergentes.

Emplearemos la regularizacion dimensional para dar sentido a esas dos primeras
integrales. Para el primer diagrama, tras una rotacion de Wick en el camino de
integracion de la variable py e introduciendo un parametro con unidades de masa

para mantener las unidades de la integral, tenemos?

1 A 4—d/ d’p i
5| Tt P H a\ 2 2.0/
2 2 we (2m)4 \ p?2 —m? +i0
A _ d? —1?
:_2_@2M4d/ pd g ~) =
4 ra (2m)T\p? +m
B /\ o ud do 27Td/2 /oo .Td_l B
=iy ey ), M \ey1) T
o (m/p)*™*  T(d/2)L(1 —d/2)

)\ 2
m
322 ¥ " )T (d)2) 2

(6.41)

=

donde la integral converge para 0 < d < 2 a una funcién analitica cuya extension
meromorfa presenta un polo simple en la dimension fisica d = 4. Los primeros

términos de su desarrollo de Laurent alrededor de d = 4 son

A 5, o1 m?
(6.42) ol {E — {log <4WM2> +v— 1] +O(€)} :

donde € = 4%d, expresion que constituye la version regularizada de la contribucion

del primer diagrama. Nétese la dependencia en el parametro p (de valor arbitra-

rio!).

20
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Similarmente, para el segundo diagrama tenemos

— |5 i =
4 2 ra  (2m)4 \ p? +m?

:Z)\2g04 (m//L)d_4 e8] . xd—l
T

8 (4m)4/2T'(d/2 2 4+1)?
6.49 vt (#8) T rapre-de)
12872 T'(d/2) 2

N m? %F 4—d\

~ " 95672 \ 4mp2 2 )~
ot (1 m2

(2 [ () +] +o@)

donde la integral en la segunda linea converge para 0 < d < 4 y, nuevamente,

las divergencias ultravioletas quedan regularizadas en la forma de un polo que su

extension meromorfa presenta en el valor fisico de la dimension del espacio tiempo.

Estas divergencias ultravioletas pueden ser canceladas mediante la introduccion
de contratérminos (de orden h y con dependencia en el pardmetro €) en la masa
y la constante de acoplamiento iniciales de la teoria, de modo de hacer que el
potencial efectivo resulte finito (a ese orden en h).

Ahora bien, como la eleccion de un esquema de regularizacién resulta arbitraria
(en la medida en que respete ciertas simetrias), la separacién de partes divergentes
(en la forma de polos en e en nuestro caso) implica a la vez dejar indefinidas
aquellas partes finitas que tienen la misma dependencia funcional en los campos
que las partes divergentes. En esas condiciones, los coeficientes de esas partes finitas
no pueden ser predichos por la teoria, sino que son parametros libres que deben ser
fijados por comparacion con el experimento. Esto se hace mediante la imposicion
de un numero suficiente de condiciones de renormalizacion que, en nuestro caso,
permitan definir los parametros m? y \. Si esas condiciones son satisfechas al
mas bajo orden de la teoria de perturbaciones, entonces su imposicién en cada
nuevo orden determinard univocamente las partes finitas de los contratérminos

necesarios.
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En nuestro caso, hemos visto que a orden arbol tenemos que f‘éz) (p)=p*—m?y

f‘gl)(k:l, ko, k3, ky) = —A. Entonces, podemos adoptar como condiciones de renor-
malizacion
dQ‘/eff _ fw(2)(0) _ m2’
de* |,
(6.44)
d*Vesy

En consecuencia, si introducimos contratérminos en la masa y la constante de

acoplamiento de la forma,

(6.45) m? = m*+homi+O (F*), A= A+hér + O (R

las condiciones de renormalizaciéon implican que

A I m?
2 A o)1 _ _
domJ 392 {5 _log (47TM2) + 1] —i—O(e)} 0,
(6.46)

las que determinan univocamente tanto las partes divergentes como las partes
finitas de los contratérminos, como funciones del parametro regulador, de modo
que el potencial efectivo (evaluado a orden h) tiende a un limite finito cuando

e — 0.

Como los contratérminos en la Ec. (6.46) cancelan exactamente la contribucién

de los dos primeros términos en la Ec. (6.40), y el resto de los términos es finito,
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podemos escribir?!

n=3
1 [ A ,]" 2n? 2n [ z®
=25 {_E “02} (2m)? (%) / ) U
n=3 0
_omt i (—A¢?/2m?)"
32m%? £ n(n —1)(n — 2)
4 5 x
S /2 de | dy | dzz""3 =
(6.47) "
4 2m?2 z Y
- 5 dx dy dz =
1 2
=t 1.2 {2 (2m2 + /\g02) log (—2 + 1) — \p? (4m2 + 3>\<p2)} =

( ASLPG (p 2
o (O )
1536m2m? < +0 m )

)\2904 )\2904 o 2
v s () =] (0 (%)

Se ve que a pequenos valores de £ las correcciones al potencial clasico son do-

12

minadas por la contribucién del tercer diagrama en el desarrollo de la Ec. (6.40),
de orden %/m?, pero a grandes valores de £ hay un apartamiento por un factor

logaritmico de la potencia o*.

La expresion resultante para el potencial efectivo no es adecuada para estudiar
su limite de masa nula, dado que las correcciones logaritmicas encontradas son
responsables de introducir divergencias infrarrojas. Esto esta relacionado con el
hecho de que las condiciones de renormalizacién elegidas introducen contratérmi-

nos dependientes de la masa m. En efecto, si bien el contratérmino de masa en la

21




Path Integrals 117

Ec. (6.46) tiene un limite finito, dm? — 0 para m — 0, la condicién d?ﬁﬁ = A
fuerza una singularidad logaritmica en d\;. .

Pero como las condiciones de renormalizacién no son tnicas (sélo es requerido
que se satisfagan a orden cero), también es posible elegir condiciones que hagan
que los contratérminos sean independientes de la masa m. En efecto, podemos
elegir una escala de masa arbitraria M e imponer la condicién
d*Ver

6.48
(6.45) -

=y -

=M

A partir de la expresién hallada para el potencial efectivo, Ecs. (6.37) y (6.47),

resulta que el pardmetro Ay (funcién de M) queda expresado como®

A AM? m? )
(6.52) AM_A{1+71327T2 [310g<2m2> +8}}+O<EW) +0 (1) .

En el desarrollo semiclédsico a que conduce la teoria de perturbaciones, esta relacién

puede ser invertida para obtener

/\M )\]\/[]\42 m2
(6.53) A:AM{l—hgzﬁz {3log( S )+8”+O(hw + O (n?)

que, reemplazada en la expresién del potencial efectivo, conduce a
(6.54)

1 3\ 02 25 m?
%ff(go) = a/\M@4 (1 + h32ﬂ_2 |:10g (W) - E:|> + 0 (hm + 0 (712) ,

22N 6tese que esta redefinicién de la constante A corresponde a introducir una renormalizacién

finita adicional en dicho pardmetro. En efecto, de la Ec. (6.48) obtenemos
(6.49)

322 1 m? 322 AM? 8
AN B ] O e (222) 42
)\+ﬁ6/\1+h327r2 { -t {og (47TM2) +7} +O(a)}+h327r2 [og<2m2> + 3} +

m? 9
+0 hw —|—O(ﬁ ) = Ay,
donde los dos primeros términos en el miembro de la izquierda provienen del potencial clasico
(més contratérminos), el tercero es producto del segundo diagrama en el desarrollo de la Ec.
(6.40) y el resto es el resultado de los demés diagramas (finitos). Juntando los términos de orden
h, en el limite m — 0 resulta
322 1 AM? 8
6.50 A+hodM+h——sq—=+|log| — | + - O O (R*) =
(6.50) +hoA + 3%2{ E+{og(gwg)+3+v]+ (s)}+ (7%) = Awr,

o bien,

32 1 Ay M? 8
bl = — M — 1 _ 2 .
(6.51) A+ hoAN = Ay h327r2{ €+[0g<8ﬂu2>+3+7}+0(5)}+0(71)
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expresiéon en la cual ahora puede tomarse el limite m — 0 (manteniendo Ay,

constante).

El potencial efectivo asi obtenido depende de una escala de energia arbitraria
M, tanto explicitamente como implicitamente a través del parametro \y;. Pero un
cambio en M, con el correspondiente cambio en \,;, deja invariante el potencial
efectivo. En efecto, de la Ec. (6.53) tomada para dos escalas M y M’ podemos

escribir (en el limite de masa nula)

B 3\ M )

De la Ec. (6.54) resulta inmediato verificar que
(6.56) Vers (03 s M) = Vegp (03 s, M) + O (B7)

Este resultado también puede expresarse como la anulacion de la derivada total

del potencial efectivo respecto de la escala M,

AVery o OVeyy Oy OVerpp
M dM =M oM +M@M oy
(6.57)
2 4 2 4
= M NP 6 12y — 0 (1?)

12872 1672 24

Se define la funcién S(Ays) como

0 By
(6.58) Br) = M 20 = h 2l

Este resultado muestra que, a pesar de que la constante de acoplamiento clasica
A es un parametro sin unidades, la constante de acoplamiento efectiva Ay, gana
una dependencia de la escala de masa de referencia M como consecuencia de
las correcciones cudnticas. En particular, si tomamos M’ = e'M, y llamamos
A(t) := Ay, de la Ec. (6.55) tenemos

3\
6.59 At) =y 1+h t+0 (h
(6.59 (0= {1+ ngek 0 ()]
de donde resulta que la constante efectiva para la teoria del campo escalar con-
siderada aumenta o disminuye junto con la escala de energia de referencia que se

adopte para definirla segin la Ec. (6.48).
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7. RENORMALIZABILIDAD

Para evitar la aparicion de posibles divergencias infrarrojas, supondremos en lo
que sigue que los campos presentes son masivos.

Consideremos un dado diagrama de Feynman irreducible F' que contribuye a
cierta funcién de Green conexa G, y en él dilatemos todos los impulsos internos de
manera tal que k; — Ak; y consideremos el comportamiento del diagrama cuando
A — oo.

Teniendo en cuenta que, para grandes impulsos, los propagadores de campos
bosénicos (escalar o electromagnético) se comportan como (k2)", mientras que el
de los campos fermiénicos (campo spinorial) se comporta como (kQ)_I/ 2, esta claro
que ante ese cambio de escala cada linea interna bosénica ganard un factor A=2 y
cada linea fermiénica un factor A=

Por otra parte, cada vértice v contribuye con un factor A%, donde §, es el
nuamero de derivadas que actian sobre los campos del monomio de esa interaccién
que estén contraidos en lineas internas. Finalmente, la medida de integracién sobre
cada impulso interno da lugar a un factor A*.

En resumen, si L es el namero de loops del diagrama F', este cambio de escala

hace que su contribucién I(F) gane (a primer orden) un factor
(7.1) I(F) — A2l 4,0 f(f) 4o

donde Ir es el nimero de lineas internas fermiénicas e Ig es el nimero de lineas
internas bosoénicas del diagrama.

Se define el grado de divergencia superficial del diagrama F' al exponente

(7.2) W(F) :=AL—1Ip =25+ 4y,

o bien, teniendo en cuenta que L = Ip 4+ I —V + 1, donde V es el nimero total

de vértices del diagrama,

(7.3) W(F) :=3Ip+2Ip+ > (6, —4) +4.

Resulta evidente que la contribucion del diagrama F' sera divergente ultravioleta
si w(F) > 0. Pero que w(F) < 0 no significa que el diagrama sea convergente,
porque puede contener subdiagramas con grado no negativo que hagan que su
contribucion sea también divergente. Esa es la razon por la cual estos diagramas
se dicen superficialmente convergentes.

Si llamamos f, y b, al numero de lineas internas fermiénicas y bosénicas res-

pectivamente que salen del o llegan al vértice v, y dado que toda linea interna une
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dos vértices, tenemos que

(7.4) 2Ip =Y fu,  20p=) b,.

En consecuencia, podemos escribir que

) .3
(7.5) w(F)—4—Z(wU—4), con wv—2f,,+bv—|—5y.

v

Recordando que las dimensiones (en unidades naturales) de los campos bosénicos
y fermiénicos estédn dadas por [p] = M, [A,] = M y [¢] = M3/2, vemos que @, es la
contribucién a las dimensiones (en unidades de masa) del monomio correspondiente
a la interaccién en el vértice v proveniente de los campos contraidos en lineas
internas y de las derivadas que sobre ellos actian. Entonces, si F, y B, son los
ntimeros totales de lineas (internas y externas) que salen de o llegan al vértice v,
y A, es el numero total de derivadas sobre esos campos, vemos que la dimension

del monomio de la interaccion correspondiente al vérice v puede ser escrita como

3
(7.6) wvzéFv+Bv+Av.

Si empleamos w, en lugar de w, en la Ec. (7.5), debemos restar las dimensiones de
los campos correspondientes a las Er y Eg lineas externas fermiénicas y bosénicas

de F'y de las A derivadas que son aplicadas sobre esos campos:

(7.7) w(F)—4:Z(%—4)—§EF—EB—A.

v
Vale la pena senalar que, como el Lagrangiano tiene dimensiones de M* (para
que la accién sea adimensional en estas unidades naturales), las dimensiones de la
constante de acoplamiento que acompana al monomio del vértice v estan dadas
por [g,] = M4,

En esas condiciones, las teorias de campos pueden ser clasificadas en tres clases,
segun los valores de las dimensiones de sus interacciones w, 0, equivalentemente,

segtn las dimensiones de las constantes de acoplamiento:

= Teorias no renormalizables: son aquellas cuyo Lagrangiano de interac-
cién contiene al menos un monomio con dimensién w, > 4 (o, equivalente-
mente, al menos una constante de acoplamiento con dimensiones negativas
en unidades de massa). Para estas teorias, el grado de divergencia super-
ficial de los diagramas irreducibles F' que contribuyen a una dada funcién
conexa G (con Er, Ep y A fijos en la Ec. (7.7)) crece con el nimero de
vértices de dicha interaccién que contenga. Por lo tanto, toda funcion de

Green conexa y, en consecuencia, toda funcién de vértice propio, reciben
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contribuciones divergentes ultravioletas a un orden suficientemente alto de
la teoria de perturbaciones.

Hemos visto que cada contribucién divergente a una funcién de vértice
debe ser cancelada mediante la introduccién de contratérminos adecuados,
cuya estructura estd determinada precisamente por la estructura de la fun-
ciéon de vértice considerada, los que quedan acompanados de parametros
fenomenoldgicos (finitos pero indetermiandos) cuyo valor debe ser fijado
mediante la imposicion de condiciones de renormalizacion, por compara-
ciéon con la experiencia. En las teorias no renormalizables todo monomio
hermitico e invariante de Lorentz debe ser introducido en el Lagrangiano
como contratérmino a un orden suficientemente alto del desarrollo en loops,
por lo que el nimero de parametros libres crece con dicho orden.

Estas son consideradas como teorias efectivas, en el sentido de que se fija
a priori un orden del desarrollo en loops al que se va a trabajar (y, por lo
tanto, un numero finito de pardmetros libres), y se trata de ajustar con ellos
el resultado de los experimentos.

Teorias renormalizables: son aquellas para las que las dimensiones de
todos los monomios que contiene el Lagrangiano de interaccion son w, < 4,
con al menos un vértice para el cual w, = 4 (es decir, un Lagrangiano de
interaccion con constantes con dimensiones no negativas, con al menos una

de ellas adimensional). En este caso, (w, —4) < 0 implica que

w(F):4+Z(wv—4)—gEF—EB—Agzl—gEF—EB—A

y, por lo tanto, s6lo un nimero finito de funciones propias recibe contribucio-
nes de diagramas superficialmente divergentes. Esto significa que habra sélo
un numero finito de funciones de vértice que renormalizar y, en consecuen-
cia, s6lo un nimero finito de monomios en el Lagrangiano de interacciéon con
coeficientes libres a determinar experimentalmente.

En una teoria en la que haya sélo monomios de interacciéon de dimensién

w, = 4 (es decir, [g,] = MY para todo v),

3
w(F):4—§EF—EB—A

y todos los diagramas que contribuyen a una dada funciéon propia tienen

el mismo grado de divergencia superficial, con independencia del ntmero
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de vértices que contengan. Por ejemplo, para la teoria del campo esca-
lar descrita por el Lagrangiano £ = 3 (9p)* — Im2p? — 2 ¢, la condi-
cién w(F) =4 — Egp — A > 0, la invariancia de Lorentz y el teorema de
Wick dejan sélo tres posibilidades®: (Ep =2,A =0), (Eg=4,A=0) o
(Ep =2,A = 2). Esto significa que los tnicos contratérminos que es nece-
sario incluir a cualquier orden (finito) de la teorfa de perturbaciones son de
la forma: —1dm2p?, —2 oty & (8¢)?, los que, por otra parte, tienen una
dependencia funcional en el campo que ya estaba presente en el Lagrangiano
original.

La QED es también una teorfa renormalizable ([e] ~ M?), Para ella te-
nemos (Ep =4, Erp=0,A=0) conw, =4, (Eg=2,Er=0,A=0) con
wy=2,(Fp=2,Er=0,A=2)conw, =4, (Fg=0,Er =2,A =0) con
wy =3, (Fp=1,Ep=2,A=0)conw, =4y (Eg=0,Er=2,A=1)
con w, = 4, si bien la invariancia de gauge limita atin méas la forma de los
contratérminos.

Teorias super-renormalizables: son aquellas para las cuales todos los
monomios de interaccién tienen dimensién w, < 4 (es decir, sélo constantes
con dimensiones positivas). En estos casos, (w, —4) < 0 implica que el grado
de divergencia superficial de las contribuciones a una dada funciéon de Green
decrece con el orden de la teoria de perturbaciones (decrece con el nimero
de vértices del diagrama). En esas condiciones, no sélo hay un niimero finito
de funciones propias de vértice que requieren ser renormalizadas, sino que el
numero de diagramas superficialmente divergentes que a ellas contribuyen

es también finito.

Es posible hacer un listado completo (a menos de la multiplicacién de especies de

cada tipo de campo) de las interacciones renormalizables y super-renormalizables.

Para ello es necesario construir todos los monomios hermiticos e invariantes de

Lorentz y con dimensiones w, < 4 que es posible formar con campos escalares,

pseudo-escalares, vectoriales, pseudo-vectoriales, espinoriales y sus derivadas. Con

w, = 4 tenemos

(7.10)

(09)7 ¢t (8,A,) (9" AY) | (9,A,) (8"A") (8- A) A%, (A)* i,

o A% 10,0 AM D o by @ DAY DAy

23La combinacién (Ep = 3,/ =0) estarfa vedada por la simetria ¢ — —¢.
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lo que agota la lista de las interacciones renormalizables, a menos de la introduccion
de indices que diferencien campos del mismo tipo (lo que puede estar relacionado
con la existencia de simetrias internas).

Los monomios super-renormalizables (con w, = 2,3) son

(7.11) 0 ARAL 0% AR AL Y s
lo que agota el listado a menos de la multiplicidad de especies.

Como ejemplos de interacciones no-renormalizables (con w, > 4) podemos men-
cionar

(7.12)
@" conn>5, Doy, Oup by s, (Y (L —ys)1) (Vyu(1 —5)0) | ete.

Consideremos una teoria que a nivel clasico s6lo incluye interacciones renormali-
zables (w, —4 < 0), y consideremos un diagrama de Feynman conexo e irreducible
superficialmente divergente. Entonces,

3

(7.13) ng(F)§4—§EF—EB—A.
La cancelacion de la divergencia ultravioleta que introduce F' en la correspondiente
funcion de Green G requiere de la introduccién, en el Lagrangiano de partida, de
un contratérmino consistente en un nuevo monomio (local, hermitico e invariante
de Lorentz) con Er campos fermiénicos, Ep campos bosénicos y A derivadas
aplicadas sobre ellos. Este contratérmino (de cierto orden en %) debe ser tenido en
cuenta como una nueva interaccién al orden adecuado del desarrollo en loops (es
decir, del desarrollo semi-clésico en potencias de k). La dimension de este nuevo
monomio estara dada por

3
(714) wctzéEF—FEB—f—ASZI
y, por lo tanto, también corresponde a una interaccién renormalizable.

Estos monomios pueden estar ya presentes en el Lagrangiano de partida (como
vimos que sucede en la teoria del campo escalar considerada), en cuyo caso son
correcciones de orden superior (y dependientes del regulador) a los pardmetros
de que depende el Lagrangiano, o pueden corresponder a nuevas interacciones no
contempladas en el Lagrangiano clasico. Por ejemplo, en la electrodinamica escalar,
en la que no suele incluirse un término de autointeracciéon para el campo escalar
complejo,

1
(7.15) L=, —ieA,) o> —m?|g|* — 7 ™
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al orden de 1-loop encontramos una contribucion a la funcién de Green de cuatro
lineas externas escalares que proviene de un diagrama con dos vértices (cuérticos)
y dos propagadores del campos electromagnético. Este diagrama es divergente
ultravioleta y requiere la introduccién de un contratérmino de la forma % (]gp|2)2.
De ese modo, las correcciones cuanticas inducen una nueva auto-interaccién para
el campo escalar; la teoria permanece siendo renormalizable, pero depende de un
parametro fenomenoldgico adicional. En esas condiciones, sera necesario imponer

una condicién de renormalizacién adicional para fijar ese parametro.

En principio, cabe esperar que el proceso de renormalizacion de una teoria
renormalizable (es decir, la cancelacién de divergencias ultravioletas orden por
orden del desarrollo en loops) introduzca todos los contratérminos renormalizables
(monomios locales, hermiticos e invariantes de Lorentz) que sea posible construir
con los campos presentes. Ya sabemos que hay un niimero finito de tales monomios,
y entre ellos podré haber algunos que deban ser descartados por consideraciones
de simetria adicionales.

Por ejemplo, para la teoria de un campo escalar real a la que imponemos ademas
la simetria discreta ¢ — —¢, a cierto orden del desarrollo en loops y empleando
la regularizacién dimensional, tendremos que el Lagrangiano renormalizado (La-

grangiano cldsico mas contratérminos) puede escribirse como

1 | A
Lp=L+0L=5(0p) - om*" — '™ 5 o'+

2 4!
1 2 1 2 oy 2 Lo d—dy\ 4
(7.16) +§(z—1)(8g0)—§(zmo—m) _E(Z)\O_u A) gt =
1 1 Ao
25(3%)2—57”3@3—]@3,

donde hemos llamado ¢y = 2'/%¢, v donde
( m
z ()\7;7€> = 1+O(h>7

(7.17) m (\,m, m;e) = m? (1 + O(h)) ,

Xo (Am, pie) = A (14 O(n))

\

siendo p una escala de masa arbitraria, necesaria para mantener al parametro A

sin unidades en un espacio de d = 4 — 2¢ dimensiones.
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Pero entonces, todo sucede como si pudiéramos partir del Lagrangiano renor-
malizable méas general, combinacién lineal de todos los monomios renormalizables
(hermiticos, invariantes de Lorentz y que respeten las simetrias que se requieren del
sistema) construidos con los campos desnudos (o para un campo escalar) y con
pardmetros desnudos como coeficientes (Ag y m3 en nuestro ejemplo) de modo que,
en cada orden del desarrollo en loops, la imposicién de las condiciones de renor-
malizacién adoptadas (que deben satisfacerse a orden arbol) permitan determinar
la escala de los campos (z, constante de renormalizacion de funcion de onda) y
los parametros desnudos a un nuevo orden en A (tanto en sus partes divergentes
como finitas).

En ese sentido, el proceso de renormalizaciéon de una teoria renormalizable puede
entenderse como la redefinicion de los parametros desnudos orden por orden del
desarrollo en loops de manera que, a cada orden en A, las divergencias ultravioletas
sean canceladas y las partes finitas queden univocamente determinadas por las

condiciones de renormalizacion.

De ese modo, la condicion de renormalizabilidad de una teoria de campos reduce
las posibles formas de las interacciones, dejando sélo un nimero finito de parame-
tros libres. Eso sugiere la adopcién de un principio de renormalizabilidad que guie
la construccién de teorias que describan las interacciones fundamentales.

Esa hipétesis se ve sustentada, por ejemplo, por el hecho de que ella impide la
introduccién en el Lagrangiano de la QED de un término de Pauli, de la forma
U [V, 7] ¥ F*, de dimensién w = 5 > 4. Los contratérminos que requerirfa tal
interaccién (inevitable a partir de algin orden del desarrollo en loops para una
teoria no-renormalizable) harfan que el momento magnético del electrén fuese un
parametro libre cuyo valor deberia ser determinado mediante el experimento. Por
el contrario, la renormalizabilidad de la QED permite predecir un valor para el
factor giromagnético del electron que coincide con asombrosa precision con el valor
experimental?,

No obstante, y a pesar de que es posible elegir un gauge en el cual el propa-

gador del gravitén se comporta como 1/k? para grandes impulsos, el Lagrangiano

24A1 orden de 1-loop, g = 2 (1 + %) =2 (1 + Z—i) = 2,00232, mientras que el valor expe-
rimental es g¢*? = 2,0023193043617(15). Ordenes superiores del desarrollo en loops permiten

€

reproducir una decena de decimales del resultado experimental.
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de Hilbert-Einstein (proporcional al escalar de curvatura dividido por la cons-
tante de Newton®®, Gy ~ M~2) desarrollado alrededor de la métrica del espacio
de Minkowski contiene interacciones no-renormalizables para la fluctuacién de la
métrica?®. En consecuencia, una teoria de la gravitacién construida siguiendo el

principio de equivalencia de Einstein es necesariamente no renormalizable.

8. ECUACIONES DEL GRUPO DE RENORMALIZACION

Partimos del Lagrangiano renormalizado de la Ec. (7.16), escrito en términos
de los campos y pardmetros desnudos, y estudiamos las funciones de Green de la
teoria en el marco de la regularizaciéon dimensional. Tenemos
(8.1)

G ({x}; Ao, mose) = (Q | T {0 (1) . .. po,m ()} Qo) =

= "2 (Q|T{pu(r1) .. pu(r,)} Q) = 2 ()\am/ﬂ;ﬁ?)n/ZGg) ({zhs A m, pse)

donde {z} = (z1,...,2,) y e = 5%

La funcion de Green renormalizada, GE,;?) ({z}; A\, m, u;¢), es analitica en € =
0, ya que los pardmetros desnudos y la constante de renormalizacién de funcién
de onda z han sido calculados como funciones de A\, m,u y £ de manera tal las
singularidades se cancelen (al orden considerado del desarrollo en loops).

Similarmente, para las transformadas de Fourier de estas funciones tenemos

(8.2) GO ({p}; hoymoie) = 2z (N m/p; )" GF ({p}y: \om, s )

25a relacién entre la constante de Newton y la longitud y masa de Planck estd dada por
Gy = heMp ™2 =1p*c*h !, donde

Gy = 6,67428 x 10711 m3 /kgseg?, Ip =/ S4" =1,61625 x 10~%m,
(7.18)
Mp = - =217644 x 10~ 8kg.

lPC -

En unidades naturales, Mp = lp ' = 6,18716 x 1034m~1.

261,a accién de Hilbert - Einstein se escribe como

1
(7.19) S d*z+/—det (g#) R,

- 167TGN

donde Gy ~ M~2 es la constante de Newton, la metrica Guv ~ M 9 no tiene dimensiones y

R ~ M? es el escalar de curvatura. Para pequefias fluctuaciones alrededor de la métrica del
espacio de Minkowski, g, = M + Khy, donde k := /87TG N ~ M~'y h ~ M, la accién

resultante se expresa esquematicamente como
(7.20) S = /d4x {h. " 4 khh, B 4 -}

donde el monomio del segundo término del integrando tiene dimensién 5.
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y la misma relacién vale para sus partes conexas.
Para las funciones propias, para las que se debe dividir por la contribucién de los
propagadores correspondientes a las lineas externas del diagrama (proporcionales

a z), tenemos

(8.3) T ({p}s Aoy mos€) = z (A, m/p; ) T ({p}: Am, pie)

donde la funcién propia renormalizada, fg”) ({p}; A, m, p; €), es analitica en € = 0.
Dado que i es una escala de masa arbitraria, introducida por la regularizacion

127

dimensional®’ en la relacion entre Ay y A (ver Ec. (7.17)), el miembro izquierdo de

la Ec. (8.3) no depende de . Entonces, usando la regla de la cadena, tenemos que

d ~ B, )\ 9
_F(n) -\ . — () — ~—"n/2 I i s
(”du reg ({P}; 07m075))%7m0 0=z {Maﬂ + (Maﬂ)mmo ot

om o n [ 0logz ~n)
- — == T )\ s
" (,u a:u )Ao,mo om 2 (u a,u ))\077710} R ({p}’ ) TT A5 5)

Esta es una ecuacién diferencial homogénea que deben satisfacer las funciones

(8.4)

propias de vértice, cuyos coeficientes también deben ser analiticos en € = 0. Defi-

nimos
( B, m/p;e) = (Mg—i)w
(8.5) m(A m/u;€) = (%%_on,mo ’
YA m/p;e) = (gag)l%Z)Ao,mo

\
de modo que la ecuacion del grupo de renormalizacion se escribe como

0 0 0 ~n
(8.6) {M@Jrﬂaﬂmm@—m —m} I ({p}; A,m, pse) = 0.

Ahora tengamos en cuenta que, en unidades naturales, con la accién efectiva
sin dimensiones y con los campos (en unidades de masa) [p] ~ M(@=2/2 = pfi=e

[Ao] ~ M?¢ y las dimensiones de las funciones de vértice son [Fg)} ~ MUF/2) —

2TToda regularizacién introduce un parametro externo con unidades de masa, de modo que

esto no es una peculiaridad de la regularizacién dimensional.
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M™37¢), Para sus transformadas de Fourier (sin incluir la ”§” de conservacién global
del impulso) tenemos que? [fg)] ~ MAAn(1=d/2) — pd-nte(n=2)

Estas dimensiones coinciden con el grado de homogeneidad de las funciones de
vértice en sus variables con dimensiones de masa: {p}, m y p. Entonces, multipli-
cando los impulsos por un factor s, podemos escribir

{ui 15Dy mi} L% ({sp}s Aom, s €) =

0 0s om
(8.9) a

=[d—n+en- 2T {sp}i Am, pe) .
Eliminando la derivada respecto de la escala de masa p entre esta ecuacion y la
Ec. (8.6) obtenemos la ecuacion de Callan-Symanzik,

0 0 0
{=sge + BOm 35 + binh i) — gt

(8.10)

FU-nten-2) - mu,m/u;a)]} B (Laphi A, s 2) = 0,

cuyas soluciones permiten, en principio, relacionar las funciones de vértice para
distintos valores de sus argumentos, pero referidas a la misma escala de masa .
Sin embargo, la dependencia de los coeficientes de esa ecuacién diferencial en dos
variables, A y m/u, complica su resolucién.

Consideremos el origen de esa complicacién. Hemos visto que el proceso de renor-
malizacion puede ser entendido como la definicién de las constantes que acompanan
a los monomios renormalizables (cuya suma constituye el Lagrangiano renorma-
lizado) mediante la imposicién, orden por orden en el desarrollo en loops, de un
conjunto suficiente de condiciones de renormalizacién (que deben ser satisfechas a
orden arbol, de modo de permitir la determinacién de los contratérminos en cada

orden del desarrollo, pero por lo demas arbitrarias).

2B cfecto,
. 0 (@] ~ a5 | [T a \ 60 ()|~ a4 [
7 6@~ M [/j]]ldpa(ng)(; (#) | ~ MOV GO p)]

de modo que [é(") (p)} ~ MA(55?) = pra=3n+e(n=2) ¢ entonces

G )]

w

M(4—3n+5(n—2))+2n — M4—n+s(n—2) ]
[ERIB)

(8.8) L )] ~
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Por ejemplo, para la teoria del campo escalar en el marco de la regularizacion
dimensional, los pardmetros desnudos Mg, mo® y z deben ser determinados en fun-
cién de los pardmetros fenomenolégicos X y m? y de la escala externa p mediante

la imposicién de tres condiciones, para obtener desarrollos de Laurent de la forma

(N,
/\OZN{ (A, m/p;€) +Zak m/“}
k=1

e S S

ck
k=1

(A
log z = co(A\,m/u;€) +ch m/,u
=1

donde ag(A, m/u;e), bo(A,m/u;e) y co(A, m/u;e) son funciones analiticas de € en
un entorno del origen, tales que hagan que las funciones propias renormalizadas

Fg) ({p}; A, m, p; €) tengan un limite finito para e — 0.

Dado que f‘((f)(p) =p?P—-m?y f(()4)({p}) = —)\, en el Ejemplo 6.2 adoptamos

como condiciones de renormalizacion a

T (p; A, m, s €)

p=0

0 ~

(8.12) o 2F (p,)\ m, ;)

Y ({p); A,m,u;e)’{p}{o} ==
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y calculamos los correspondientes contratérminos. La comparacién con ese ejemplo

(ver Ec. (6.46)) nos permite escribir en este caso que

3hN? m? 9
ag(A\,m/p;e) =\ — 3972 {log (47W2) +7+ O(e)] +0 (n?),
Do) = 210 (1)
ay\A,m/p) = 3271'2 )
8.13 hA m?
(8.13) bo(A,m/u;e) =1— 3972 [log (47TM2) +y—1+ 0(5)1 +0(n?),
hA

co(A,m/u;e) =0 (h2) ., aa(Am/u)=0 (hQ) :
Vemos en esas expresiones que los residuos en los polos (coeficientes de los térmi-
nos singulares en ¢ = 0) no dependen de la masa de las particulas, sino que la
dependencia en m/u esta contenida en las partes finitas de esos pardmetros y ha
sido forzada por las condiciones de la Eq. (8.12).

En efecto, las partes singulares representan las divergencias ultravioletas de los
diagramas de Feynman, contribucién de la region de muy grandes impulsos y
energias donde, en principio, los parametros finitos con dimensiones de masa no
juegan otro papel que el que se requiera por razones dimensionales.

Estos resultados sugieren la posibilidad de simplificar la soluciéon de la ecuacion
de Callan-Symanzik adoptando un conjunto de condiciones de renormalizacion

independiente de la masa.

8.1. Prescripcién de minima sustraccion. En 1973, t'Hooft y Weinberg

9 consistente en definir los

propusieron la prescripcion de minima sustraccion?
contratérminos de modo que, empleando la regularizacién dimensional, cancelen
unicamente las partes singulares de las funciones de vértice propias. En esas con-
diciones, los coeficientes ag, by y ¢o resultan independientes de m/u, aunque el
significado de los pardmetros A y m? no es tan directo.

En efecto, con esa prescripcion las funciones propias fg) y fg) resultan ser
ciertas funciones de A y m? (y de p), y su determinacién experimental para ciertos
valores de referencia de los impulsos permite, en definitiva, establecer los valores

29G. ’t Hooft (1973), Dimensional regularization and the renormalization group, Nuclear Phy-
sics B 61: 455 (doi:10.1016/0550-3213(73)90376-3). — S. Weinberg (1973), New Approach to the
Renormalization Group, Physical Review D 8 (10): 3497 (doi:10.1103/PhysRevD.8.3497).
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de esos parametros fenomenologicos. Por ejemplo, el cero de fg) (p?) corresponde
a la masa fisica de las particulas y su derivada respecto de p? en ese punto debe
ser igual a la unidad.

Con esta simplificacion, las funciones coeficiente de la ecuacion de Callan-Symanzik
son funcién de A (y de ) tnicamente. Por ejemplo, tenemos que ay = Ay

ar = ax(A), de modo que

(8.14) A0:M2E{A+i@}.

Entonces,
8)\0> ) { 2 ar(\)
= =0=p"4q2 |2+ +
< aILL Ao,mo ; gk
(8.15)
' (V)
+ (u —) 1+ ;
a/'L )\0 mo [ ; Ek
donde () e) = (u g—l’))/\ es una funcién analitica de € y esa igualdad vale
uniformemente en un ento()fnoo del origen.
Escribiendo
(8.16) BN e) = BN) +ebi(N) +2Ba(N) + -,

vemos que la nulidad de los coeficientes de las potencias de € mayores o iguales

que 2 puede expresarse como

Ldd o [ B0 0
0 1 a) ay, ay --- B3(A) 0
0 0 1 a, a, --- A 0
(8.17) L S
00 0 1 d - Bs(\) 0
00 0 0 1 - Bs(\) 0

Dado que esa matriz es invertible, la tinica solucién es la trivial: 5;(A) = 0 para
k > 2. Por lo tanto S(\, &) = B(A\) +eB1(N).
El coeficiente de €' en el lado derecho de la Ec. (8.15) es

(8.18) 2A+B1(AN) =0 = Bi(N\)=—-2\.
El coeficiente de € es

(8.19)  2a1(\) + BNd,(N) + BA) =0 =  B\) =2 (1 - A%) ar(N),
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lo que muestra que la funcién B(\) estd completamente determinada por el residuo
en el polo simple en el desarrollo de Laurent de Ay, Ec. (8.14).

Finalmente, para el coeficiente de e con k& > 1 tenemos

20 (N) + B (Ntrs (V) + BN (A) = 0
(8.20) ;
. 9 (1 - Aa) aei (V) = —BOVGLN) |

lo que permite determinar recursivamente los residuos en lo polos miiltiples a partir
del residuo en el polo simple.

Este resultado refleja el hecho de que la regularizacién dimensional aisla las
divergencias ultravioletas de las integrales sobre impulsos circulantes en los loops
de los diagramas de Feynman en la forma de polos simples en ¢ = 0, mientras
que los polos de orden superior son producidos por la insercién de contratérminos
(singulares en € = 0) en dichos diagramas.

Para el campo escalar del ejemplo tenemos que

d \ [ 3h\? ) 3R\ )
_ el = >
B(A) 2(1 )\d/\){327T2+O(h)} 167T2+O(h)_o,

(8.21)
ar(A) = O (R*) [k > 2.

Como hemos visto, el valor de los parametros fenomenoldgicos depende de la
eleccién de la escala de referencia externa. Si variamos dicha escala de modo que
1= €', tenemos que

ox  OX 3hA\? (
Fan = ot ~ 1672

(8.22) +O0(h)) ,

ecuacion que puede ser integrada para obtener

A gx 1 1 3ht
P — 1
/A X 16m L TOM)
(8.23)
A 3hAt
0= o {1 e 100}

lo que significa que, en este caso, la constante efectiva A(t) aumenta cuando au-
menta la escala de referencia.

Noétese que este comportamiento es consecuencia de que 5(A) > 0 (Ec. (8.21)).
Un cambio de signo en esa funciéon implicaria que la constante efectiva disminuya

al aumentar la escala de referencia.
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Analicemos el comportamiento de la constante efectiva para las distintas situa-

ciones que pueden imaginarse mas alla del régimen perturbativo.

Si B(A) > 0,¥Y A > 0, entonces A\(t) es una funcién siempre creciente, con

concavidad determinada por el signo de 5'(\),

PA(t) 0 B ,
o2~ ot AE) = BA®)FAD) -

Por lo tanto, en esas condiciones la teoria de perturbaciones sélo esta justi-

ficada para las bajas escalas de energia.

At) d\
t_/)\ B’

si B(A) crece suficientemente rdpido con A (es decir, A/B(A) =500 0), €l

Dado que

limite de la integral para A(t) — oo converge, por lo que la constante efectiva
diverge para una escala de energia finita (¢ finito). La teoria presenta un polo
de Landau.

Si B(\) > 0 en un entorno del origen pero tiene un cero en A\r > 0, entonces
Ar es un punto fijo estable ultravioleta. En efecto, A(t) sera creciente en el
intervalo (0, \r), pero %‘)\:)\F = B(Ar) = 0. En particular, si A < A\p <
1, entonces siempre se estara dentro del rango de validez de la teoria de
perturbaciones.

Alrededor de un punto fijo tenemos 3(\) = (A — Ap)B3 (Ar) + O(X — Ap)?,

de modo que es el signo de 5'(Ar) el que determina el comportamiento de

A
ot

fijo estable ultravioleta (A(t) — Ap cuando t crece, de ambos lados del cero

en un entorno de Ap. En el caso en que 3'(Ar) < 0 se tiene un punto

de B(N)). Por el contrario, si '(Ar) > 0 entonces se trata de un punto fijo
estable infrarrojo.

Similarmente, si 5(0) = 0y 5(0) > 0, o bien S(A) > 0 en un entorno del
origen, entonces A = 0 corresponde a un punto fijo estable infrarrojo. Este
es el comportamiento perturbativo que presentan la teoria del campo escalar
y la QED. Por ejemplo, Bopp = he? /1272 + O(h?).

Pero si 5(0) = 0y #(0) < 0, o bien S(A) < 0 en un entorno del ori-
gen, entonces A = 0 corresponde a un punto fijo estable ultravioleta. Es-
te comportamiento, conocido como de libertad asintotica, se presenta en
teorias de gauge no Abelianas (como la QCD) y justifica el empleo de la
teorfa de perturbaciones a grandes escalas de energia. Por ejemplo, Bocp =
— (11 — 2Ny) hg?/167%+O(h?), donde Ny es el nimero de especies fermidni-

cas presentes. Aqui la libertad asintética (que se verifica experimentalmente)
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impone un limite al nimero de sabores (flavors) de quarks: Ny < 16. Como
parece haber sélo seis sabores de quarks®’, la teorfa de las interacciones fuer-
tes presenta libertad asintética y, a altas energias, puede ser bien descrita

por la teoria de perturbaciones.

Por otra parte, en el marco del esquema de minima sustraccién, las Ecs. (8.11)

y (8.13) dan para la masa desnuda el desarrollo de Laurent

(8.24) me® = m? {1 + i b’“g(,?) } .

k=1

Para determinar el comportamiento del pardmetro fenomenolégico m? para la

=

teoria del campo escalar tomamos la derivada

8m02 2 C bk(/\)
—0=2m2y,(\,e) {1
u( on )AWO MY ( 8){ +; o

(8.25)
— 0N
m*B(Ne) )
k=1
donde v, (A, €) = 555 (%—"j) es una funcién analitica de £ en un entorno del
Ao,mo

origen. Como en el segundo término del lado derecho sélo aparecen potencias no

positivas de €, v,, sélo puede ser funcion de \ y

B
2

de modo que esta funcién también estd determinada completamente por el residuo

(8.26) Tm(A) = 1 (A) = Ab(A),

en el polo simple del desarrollo de Laurent de m?.

Para los residuos en los polos de orden superior obtenemos la relacién
(8.27) 29N B(N) + BOV BN — 208 () =0, k> 1,

que permite la construccién recursiva de esos residuos.
Al orden de 1-loop, de la Ec. (8.13) obtenemos simplemente

B
T 3272

(8.28) Ym(N) +0(R*), b(N)=0(r") k>2.

Finalmente, de

— ci(A
(8.29) log z = Z Ckg(k )
k=1

30up, down, charm, strange, top y bottom.



Path Integrals 135

obtenemos
1 9logz  B(Ae) o= dp(N)
(8.30) 109 = gt = ER TS A,
de donde resulta que v sélo depende de A\ y que
/ / >\ /
(8:31) ) = AW )= T gy k21

Hemos visto que para la teorfa del campo escalar, v(\) = O (h?).

8.2. Solucién de la ecuacién de Callan-Symanzik. Vemos entonces que,
dentro del esquema de minima sustraccién, los coeficientes de la ecuacién de
Callan-Symanzik para el campo escalar (que hemos tomado como modelo) son
funciones de la constante de acoplamiento A inicamente y estan determinados por
los residuos en el polo simple en € = 0 que presentan los parametros desnudos.
Por otra parte, esos residuos contienen toda la informacion necesaria, dado que
los coeficientes de los polos de orden superior pueden obtenerse recursivamente a
partir de los primeros.
Se trata entonces de resolver una ecuacion de la forma

o (3) = 2t

{—s2 + [B(N\) — 2)X¢] 0 -

O0s O\ +
(8.32)

fd-nten—2) —mm]}f&;” ({sp}: s 2) — 0,

en la cual ahora puede tomarse el limite € — 0 directamente, ya que las funciones
de vértice renormalizadas son analiticas en ese parametro!.

Esa ecuacién puede ser resuelta mediante el método de las curvas caracteristicas:
consideremos en el espacio de pardmetros (s, A\, m) una curva parametrizada por

una variable ¢ definida por

( s(t):=e's, s(0)=s,
(8.33) R ag—i’f) ZBOM). A0) = A,
L 220 ) b @) -1 m(©) =,

3lEgscribimos fg) ({p}; \,m, ) por fg) {p}; A,m, u;e =0)
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sobre la cual, empleando la regla de la cadena, obtenemos
(8.34)

%fg) ({s(t)p}: A(t), m(t), p) =

{=5(t) 555 + BOW) 58 + BmA®) = 1m(0) 525 TR ({s(p} s A®), m(t), )

= {n[1+7(A®)] — 4} 7% ({s(O)p}; M), m(t), ) .

o bien

835)  losT) ({s0p) M) m(t).m) = n[1+A(AD)] ~ 4.

Integrando la anterior entre 0 y ¢ obtenemos
(8:36) T3 ({esp}; Alt), m(t), p) = e JorCENTE (Lop} s X m, ) -

Teniendo en cuenta que

t At) /
(8.37) /0 Y (#)dt = A %dx

y que s es arbitrario, podemos tomar s = e' para escribir

(8.38)
At) ,}/()\/)

S dN
o BIV) }fgL)({p};A(t),m(t),u)-

B {(4—n)t—n
F%) ({etp} T, m, ,u) =e

Esta igualdad implica que el resultado de un cambio de escala ¢! de los impulsos
externos de la funcién propia, p — €e'p, es equivalente a mantener inalterados los
valores de los impulsos y de la escala de referencia externa p, cambiar A\ y m por
las constantes efectivas A(t) y m(t) (lo que justifica su nombre) y multiplicar por el
factor exponencial que la acompana en el lado derecho de esta ecuacion. Senialemos
que (4 —n) es la dimensién de la funcién de vértice, fg) ~ M4 de modo que
esas funciones desarrollan una dimension andmala y(A(t)) por cada uno de los
campos correspondientes a lineas externas.

Notese que una teoria de campos con masa nula seria cldsicamente invarian-
te frente a transformaciones conformes (dilataciones, en particular). Pero a nivel
cuantico, el proceso de renormalizacion introduce una dependencia en un parame-

tro externo con dimensiones de masa (y, en el caso en que se emplee la regulari-

zacién dimensional), lo que rompe la invariancia de escala.

Se concluye entonces que son las constantes efectivas las que gobiernan el com-

portamiento asintético de una teoria de campos a grandes energias - impulsos.
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Por ejemplo, supongamos que 3(A) tiene un punto fijo estable UV32 B(Ap) = 0
con B'(Ar) < 0, de modo que cerca de ese punto fijo B(A\) =~ (A — Ar) 5'(Ar).

Entonces,
A®) d\ 1 At) — Ap
t—/A C—An) F0w) 0w log( X—Ar )

= At) 2 Ap + PO (N = Ap) > \p,

(8.39)

si se parte de un valor de A muy proximo del punto fijo.

Con la misma aproximacion, para la masa efectiva tenemos

m®)\ [ ) 1
(8.40) log (7) _//\ 0= A B0 d\.

Si (9m(A) — 1) no se anula en Ap,

7m<)‘F> —1

(8.41) m(t) ~m (Agt)_—_)\;‘F) B'Ar) o et im(p) = 1]

Esto muestra que las masas son irrelevantes a grandes energias sélo si v, (Ar) < 1.

Para la contribucion de la dimensién andémala tenemos

(8.42) /0 tv(t) dt ~ /A " ( () A\~ v(\p)t

A= Ap) B'(Ar)
si v(Ar) # 0.
Entonces tenemos que, aproximadamente,
(8.43)

fg) ({e'p} s A m, 1) ~ A4 —n[l+~v(Ar)l} fg) ({p}; )\F’methm()\p)—l}’lu) _
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