CURSO DE METODOS DE LA FiSICA MATEMATICA
AXIOMAS DE LA MECANICA CUANTICA

1. MECANICA LAGRANGIANA

La accion de un sistema clasico descrito por las coordenadas g,k = 1,2,-, N
estd dada por la integral

ta
(1.1) Slq()] = /t L (g, qx; t) dt,

1
donde el Lagrangiano L (gx, gx; t) es una funcién de las coordenadas (generalizadas),
sus derivadas respecto del tiempo y, eventualmente, del tiempo.

Las ecuaciones cldsicas de movimiento se deducen del principio de Hamilton

(accidn extrema): para variaciones arbitrarias de soporte compacto contenido en el
intervalo (¢1,t2) (con d¢k(t1,2) = 0) se impone que

oL d 0L
1.2 dS[qg()] =0 — = =
(1.2) [q(.)] dae dt 9a
que son las ecuaciones de Euler-Lagrange del sistema. En particular, p; := % es

el momento conjugado de la coordenada qy.

2. FORMULACION HAMILTONIANA

Mediante una transformacion de Legendre, que elimina la velocidad ¢ en favor
del momento pg, se define el Hamiltoniano del sistema por

(2.1) H(p,q) == prir(p, @) — L (qr, dr; t),

donde se supone que es posible despejar las velocidades en términos de coordenadas
y momentos.
Para la diferencial de H tenemos

oL oL OL
dH = dpiq dg, — 4 —d ——dg —dt, =
PLqk + DLaqk {aqk QkJraqk qx + o }
(2.2)
. oL OL
= qrdpr — (r“)iqkd% — Edt,

lo que muestra que, efectivamente, sus variables independientes son py y ¢k, con
k=1,2,--- N, aparte de su eventual dependencia en el tiempo. De alli resulta

OH oH oL

2.3 = =@ q), H—=—5—(24dpq

(23) S = P0). G = =5 (0.d(p.0)

que, sobre las trayectorias cldsicas (1.2), se reducen a las ecuaciones de Hamilton,
OH OH

2.4 =g o=k

24) Ok Iqx,

Actualizado el 21 de junio de 2022.



2 AXIOMAS DE LA MECANICA CUANTICA

Se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden que tiene solu-
cién tnica una vez especificados (por ejemplo) los valores iniciales de coordenadas
y momentos. En ese sentido, el estado del sistema cldsico queda univocamente de-
terminado por esos valores iniciales.

En términos del Hamiltoniano, la accidon puede escribirse como funcional de dos
argumentos,

(2.5) Slp(.)sa()] = | A{prix — H (p,q; 1)} dt,

ty
donde ¢y, es la derivada de la funcién g (t) respecto del pardmetro de integracién. A
partir de ella, las ecuaciones de Hamilton (2.4) se deducen del principio de accién
extrema frente a variaciones independientes (y de soporte compacto en (t1,t2)) de
coordenadas y momentos,

(2.6) 5[p(.),q(.)] =0,

como puede verificarse facilmente.

Esta formulacién es invariante frente a transformaciones candnicas, (p,q) —
(P, @), donde las nuevas coordenadas y momentos son funciones de las anteriores
que satisfacen que

. ) dF
(2.7) H'(P,Q) = PuQx = H(p,q) — prdn + —r
donde H' (P(p,q),Q(p,q)) = H(p,q), y % es una derivada total de una funcién
de un conjunto de 2N de esas variables (funcién generatriz de la transformacién
candnica), que evidentemente no contribuye a las ecuaciones de movimiento, las
que entonces mantienen su forma.

3. CORCHETES DE POISSON

Se define el Corchete de Poisson de dos magnitudes representadas por sendas
funciones de coordenadas y momentos, f(p,q) v g(p,q), por la forma bilineal y
antisimétrica

Opr Oqr.  Oqy, Opy;

(3.1) (fg} =Y

k=1

a (6f dg  Of ag>

En particular,

(3.2) {pi, a5} = di5, {pi,pi} =0, {a,q} =0.

Se demuestra que el resultado de evaluar el corchete de Poisson de dos magnitu-
des es independiente del conjunto de coordenadas candnicas que se emplee,

(33) {fvg}(P,Q) = {fvg}(p,q) .

Es decir, independientemente del conjunto de coordenadas canénicas respecto de las
cuales se expresen las funciones f y g, su corchete de Poisson representa a la misma
magnitud fisica (aunque resulte expresada en términos de distintas variables). En
particular

(3.4) P Qid gy = 0 AP Pitpq =0 {QiWikgq =0
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Las ecuaciones Hamiltonianas (2.4) pueden expresarse en términos de corchetes
de Poisson como

oH OH

3.5 k=—-—=1{H = ———=1{H .
(3.5) =g, {H. qc}, Dr 2 {H, pr}
Y, para la evolucién de cierta magnitud M (p, ¢,t) sobre las trayectorias cldsicas,
tenemos
AM g~ (OM M LN M
e~ 2= \op " 0, ) T Tor
(3.6)
N
oM 0H O0M 0OH oM oM
= e el T (H. M)+ =
Z( . ae O 8pk>+ gt~ ULMI+ 50

k=1

donde el miembro de la derecha ha de evaluarse sobre las soluciones de las ecuaciones
(3.5).

4. AXIOMAS DE LA MECANICA CUANTICA

A nivel cudntico, el principio de incerteza de Heisenberg establece que no es
posible fijar simultaneamente los valores de las coordenadas y de sus momentos
canodnicos conjugados. Entonces, el estado de un sistema cudntico no puede ser
especificado a partir de los valores iniciales de las variables candnicas.

Esa imposibilidad implica que coordenadas y momentos no son simplemente
variables que toman valores reales que estén simultdneamente especificados en un
dado estado del sistema. Mds generalmente, debemos admitir que existan diferentes
magnitudes fisicas que, ain teniendo una definicién precisa en la teoria cudntica, no
adopten simultaneamente valores definidos en un determinado estado del sistema
cuantico.

Por ello se postula que, en la teoria cudntica, las magnitudes fisicas estdn repre-
sentadas por operadores autoadjuntos (observables) definidos sobre un espacio de
Hilbert H, que el estado del sistema esté especificado por un vector de ese espacio,
y que el resultado de una medida individual de una magnitud M sélo puede tomar
el valor de alguno de los autovalores del correspondiente operador!,

M(p,q) — M:H —H,
(4.1)
Mp) = plp), conp€a(M)CR, [u) €H.
Dado que todo operador autoadjunto tiene un sistema ortogonal y completo de
autovectores, el vector de estado |¢)) € H es el limite de un desarrollo de la forma

(4.2) W)= > culp), donde ¢, = (uly)
/LEO'(M)

(con los autovectores convenientemente normalizados).
Se postula que la probabilidad de que al medir la magnitud M cuando el sistema
se encuentra en el estado [1)) se obtenga el valor u € o(M) estd dada por |c,|> =

IRecordemos que el espectro de un operador autoadjunto, unién de su espectro puntual y su
espectro continuo, estd contenido en la recta real.
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|{u|¥)|?, de modo que el valor medio de un gran nimero de medidas de M en el
estado |¢) estd dado por

(4.3) (M) =" plea> =@ > lwulul p ) = @|M[)).

p€a (M) p€a (M)

Naturalmente, esta interpretacién probabilistica impone que |¢) sea un vector uni-
tario,

(4.4) Why= 3 e’ =1.

pwEa (N

Entonces, para que una magnitud fisica M tenga un valor definido pu, el estado
del sistema debe estar representado por un autovector del operador M correspon-
diente a ese autovalor (definido a menos de una fase). Pero, en esas condiciones,
la medicién de una segunda magnitud NV representada por un operador N que no
conmuta con M no resultard en un valor determinado, sino que coincidird con al-
guno de los autovalores de N con probabilidad |(v|u)|?, donde |v) es un autovector
(normalizado) de N correspondiente al autovalor v. Su valor medio estars dado por

(4.5) (V)= Ny = S il = S vlwlwf

vea(N) vEa(N)

Dado un vector unitario |x) € H, podemos definir el operador de proyeccion?

Px = ) (x| (: P;), e interpretar a su valor medio en el estado |¢) como la

probabilidad de encontrar al sistema en el estado |x) (o probabilidad de transicion®

de |¢) a |x)),

(4.6) (Py) = (|PyJ0) = [(xI¥) [,
donde (x|v¥) es la amplitud de probabilidad de transicion.

Por otra parte, el corchete de Poisson de dos magnitudes (forma bilineal y an-
tisimétrica) da por resultado una tercera magnitud que, por lo que hemos visto,
estd univocamente determinada. Por consistencia, los correspondientes operadores
deben satisfacer una relacién similar. La operaciéon de conmutacién nos provee de
una forma bilineal y antisimétrica sobre operadores. Para hacer coincidir las dimen-
siones del operador resultante, debemos dividir el conmutador por una constante
h con unidades de momento angular: [p][g] =masaxlongitud?/tiempo. Y para que
de esa operacion resulte un operador hermitico debemos ademéas multiplicar al con-
mutador por la unidad imaginaria <.

En consecuencia, si a nivel cldsico tenemos {f,g} =h, y

(4.7) = f g h—h, entonces % f.g] =h.
En particular,

(4.8) [Drs @] = —ihdre,  [Pr, o] =0, [Ge, @] =0,

2Nétese que |x) es autovector de st correspondiente al autovalor 1.
3Con (x|®) la correspondiente amplitud de probabilidad de transicion.
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mientras que, para la evolucién temporal del operador M, la ecuacién (3.6) implica
AM i, o1 OM

e LR

dt h ot

donde H es el operador Hamiltoniano del sistema y el dltimo término da cuenta de
la dependencia ezplicita de la magnitud M con el tiempo. Las constantes de movi-
miento son magnitudes sin dependencia explicita del tiempo que se corresponden
con operadores autoadjuntos que conmutan con el Hamiltoniano.

(4.9)

En resumen, en esta descripcion de la Mecdnica Cudntica, denominada mar-
co o picture de Heisenberg, el estado del sistema estd especificado por un vector
(constante) del espacio de Hilbert, mientras que los operadores que representan las
magnitudes fisicas que caracterizan las propiedades del sistema evolucionan en el
tiempo segin (4.9). En particular, V¢ tenemos que
(4.10) Be _Llan], D= 1laa].

Yy

dH i, ~1 OH OH

=]+ 5=

dt h ot ot

de modo que el operador Hamiltoniano es constante a menos de que el sistema
esté acoplado a fuerzas externas que dependan del tiempo.

(4.11)

5. OPERADOR DE EVOLUCION

Cuando el operador Hamiltoniano es constante, la ecuacién de evolucién (4.9)
para magnitudes sin dependencia explicita en el tiempo puede resolverse de la si-
guiente manera. Definimos un operador unitario U(t) como la solucién de la ecua-
cién diferencial
(5.1) Ut )U(t) = —% H=-Ut®Ut), con U(0)=1I,

i

que también escribimos formalmente como ﬁ(t) = e~ wH! y para su adjunto (que

coincide con su inverso) Uf(t) = U~1(t) = e#ft Entonces, la solucién de (4.9) es

(5.2) M(t) = Ut () M(0)U(t).
En efecto,
% NI(t) = UN)N0)0 () + U () N(0)U (¢) =
(5.3) . .
- % (ﬁM(t) - M(t)ﬁ) - % [H M(t)}
En particular, para el Hamiltoniano tenemos
(5.4) H(t)=H=U'W)HU(t) = U@W)H=HU(t),

de modo que el operador de evolucién conmuta con H: [H' U (t)} =0.

Similarmente, el operador correspondiente a una constante de movimiento con-
muta con el operador de evolucién,

(5.5) M(t) =M =0U0)MUE#) = [M U(t)} —0.
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6. DESCRIPCION DE SCHRODINGER

Los valores medios de operadores y las probabilidades de transiciéon son invarian-
tes frente a transformaciones unitarias de vectores y operadores. En particular, si
realizamos esas transformaciones con el operador de evolucién U (t) antes definido,

My (t) = Ms(t) == Ut) My (t)UT(t) = My(0),
(6.1)
W) — [0(t)s == U®)|),

pasamos del marco de Heisenberg a la descripcion o marco de Schrédinger (donde
los subindices identifican el marco de referencia), en el cual los operadores que repre-
sentan magnitudes sin dependencia explicita con el tiempo permanecen constantes
y los vectores de estado evolucionan segin la ecuacion de Schrodinger

d X PN ) A
(6.2) Z®0)s = UOW)n = -7 HUGW) 1 = — H(b)s,
cuya solucién puede expresarse (formalmente) como
(6.3) [(t)s = e 7 (0)s,  con [(0))s = ).

7. OPERADORES EN EL ESPACIO DE CONFIGURACION DE UNA PARTICULA

Podemos realizar al espacio de Hilbert de estados de una particula en el marco
de Schrédinger en términos de funciones de cuadrado sumable de las coordenadas,
P(X) € Ly (R?’), definiendo al operador posicion como un operador (autoadjunto)
multiplicativo,

(7.1) X P(X) = XY(X).
Entonces, para satisfacer las reglas de conmutacién de la ecuacién (4.8), el ope-
rador impulso lineal en ese espacio debe ser definido como

. B -
(72) BUE) = 7 Vat(X),
es decir,

. h 0 h 0
(7.3) Di = con [z %,xl

Si, empleando la notacién de Dirac, el vector unitario |¢) representa al estado

; Txk :| = —zhékl.

de la particula y |X) es el autovector de X correspondiente al autovalor X,
(7.4) X|%) = %),
entonces podemos escribir

(7.5) (X[x[) = X(X|v)
y, por comparacién con (7.1), vemos que la funcién de onda 1)(X) corresponde a la

amplitud de probabilidad de transicion (X|),

oo

(7.6) wmzﬁwxcm<ww=/ @) P =1,

— 00

de modo que |(X)|? debe interpretarse como la densidad de probabilidad de hallar
a la particula en la posicion X.
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A una particula de masa m sometida a un potencial V' (X), cldsicamente descrita

~2
por el Hamiltoniano H = 2‘% +V(X), se le asigna en esta representacion el operador
Hamiltoniano

(7.7) H .= <;>1 +V(X) = f% Ay + V(R),

donde el primer término es un operador diferencial y el segundo uno multiplicativo.
Y entonces la ecuacién de Schrodinger se escribe como
2

(7.8) m%mi, t) = {—;n Dy + V(i)} B(R, 1)

De ese modo, los estados con energia definida (autovectores de H ) estén repre-
sentados por las soluciones del problema de autovalores de un operador diferencial
con dominio contenido en Lo (R3),

h2
19 {-g At V@ s = Bup®), vp(R) € Lo (B).

8. OPERADORES EN EL ESPACIO DE IMPULSOS DE LA PARTICULA

Alternativamente, se puede realizar el espacio de Hilbert en términos de funciones
de cuadrado sumable en Ly (R3) con el operador impulso lineal definido como
operador multiplicativo. En ese caso tenemos

(8.1) pY(B) = BY(B),  X¢(B) =iV y(B),

donde ¢(p) = (p|e), con 6|f>> = P|P), es la amplitud de probabilidad de encontrar
a la particula con impulso lineal p,

(8.2) wio = [ T @) Py =1

— 00

El operador Hamiltoniano se expresa aqui como

(8.3) H:= (fn)j + V(ihiVp).



