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Resumen

Esta tesis doctoral tuvo como objetivo la construccién de un modelo
efectivo para la descripcion del grafeno y el estudio de sus posibles apli-
caciones a diversos problemas de interés relacionados con este nuevo ma-
terial.

El modelo aqui estudiado es inferido a partir de un Hamiltoniano no
relativista para particulas confinadas a un plano, el cual es modificado
mediante una deformacién no abeliana del dlgebra de Heisenberg de sus
variables dindmicas.

La idea de un espacio tiempo no-conmutativo no es moderna, en efec-
to, probablemente el primer ejemplo de este planteamiento haya sido dis-
cutido por L. D. Landau en 1930. Sin embargo con el advenimiento de
teoria de cuerdas ha resurgido un creciente interés por estos espacios y
desde entonces, las teorias de campos no-conmutativas han sido objeto
de estudio en varios campos tanto en Matemadtica, Fisica Te6rica como en
Fenomenologia.

En este contexto, las ideas referidas a espacios no conmutativos han
estimulado la construccion de nuevos modelos en Mecanica Cuantica. Es-
tos espacios también resultan de interés para la Materia Condensada. En
efecto, es posible describir el problema de los niveles de Landau en térmi-



nos de un espacio no-conmutativo bidimensional. En los tltimos afios han
surgido modelos basados en una deformacién no abeliana del dlgebra de
Heisenberg, que puede ser realizada a través de un shift que relacione las
variables dindmicas con el spin. Cabe destacar, no obstante, que no se ha
tratado de estudiar los efectos sobre nuestro modelo de pequefas pertur-
baciones debidas a la no conmutatividad en el espacio de fase.

La modificaciéon del dlgebra de Heisenberg considerada en esta tesis,
que pone en juego al pseudo-spin(grado de libertad que distingue a las dos
subredes triangulares que conforman el cristal hexagonal del grafeno) con-
duce a un Hamiltoniano que, ademds de los términos lineales que se em-
plean usualmente para la descripcién de sus fluctuaciones en las inmedia-
ciones de los puntos de Dirac de su relacion de dispersion, agrega términos
cuadraticos que simulan la contribucién de sitios segundos vecinos en el
modelo de ligadura fuerte. Este hecho distingue nuestro modelo efecti-
vo del modelo pseudo relativista de uso comun en los estudios sobre este
material.

Uno de los aspectos mds interesantes del grafeno es que sus excita-
ciones de bajas energias pueden ser descritas como estados quirales no
masivos de una teoria fermioénica pseudo-relativista, dando asi lugar a una
relacion de dispersion lineal en el cuasi-momento, vélida a bajas energias,
donde la velocidad de la luz es reemplazada por la velocidad de Fermi,
vp ~ 107%c. De ese modo, el Lagrangiano que describe esas excitaciones
en presencia de un campo magnético uniforme y perpendicular al plano
del grafeno es similar al de la QED para fermiones sin masa. Una carac-
teristica distintiva de este material es que presenta un Efecto Hall Cudntico
Entero Anémalo, mostrando valores semienteros del factor de llenado. En
el marco de nuestro modelo, este efecto sera explicado como consecuen-
cia de los términos cuadréticos, antes mencionados, que incluye nuestro
Hamiltoniano efectivo.

En resumen, en esta tesis se estudia el Hamiltoniano asociado al movimien-
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to de una particula no relativista de masa m y carga e que se mueve sobre
un plano, minimamente acoplada a un campo electromagnético tridimen-
sional externo y al equivalente de un campo magnético no abeliano uniforme
en el espacio de pseudo-espin, implementado mediante variables dindmi-
cas que satisfacen una deformacién no abeliana del dlgebra de Heisenberg.

A continuacién se detallan los contenidos de los capitulos que compo-
nen esta tesis:

s Introduccién

En este capitulo se desarrollan los antecedentes en el tema y se es-
tablece el objetivo de la presente tesis.

= Capitulo 1

Este capitulo contiene el punto central de esta tesis, en él se estu-
dia al modelo efectivo en presencia de un campo campo magnético
uniformemente constante y perpendicular al plano sobre el que se
mueve la particula. En este contexto se resuelve el problema de au-
tovalores hallando el espectro del Hamiltoniano, y se calcula la Con-
ductividad Hall utilizando herramientas provistas por la Geometria
Espectral y la Teoria Cudntica de Campos. Para ello se ha emplean-
do la funcién ((s) asociada al operador cuyo determinante define la
funcién de particion del sistema. También se ha considerado el efec-
to sobre el espectro del Hamiltoniano de perturbaciones debidas a
términos que dan cuenta de la anisotropia de la red o de la presencia
de campos eléctricos adicionales.

= Capitulo 2

En este capitulo se estudia el comportamiento del modelo efectivo
sometido a condiciones externas, correspondientes a la introducciéon
de un flujo singular o su limitacién a una regién con borde.

En primer lugar se estudia al modelo sometido a un campo magnético
uniformemente constante y un flujo singular de Bohm-Aharonov en
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el origen, ambos perpendiculares al plano sobre el que se mueve la
particula. La motivacién de este problema estd basada en la posibili-
dad de modelar, de esa manera, la presencia de defectos topolégicos
en la red de grafeno, debido a la sustitucién de un hexagono en la red
cristalina por un pentdgono, que modifican las propiedades globales
de la red.

Por ultimo, dado que el modelo lineal de grafeno en el plano infini-
to no muestra un gap de energias, existen numerosos estudios que
consideran la posibilidad de abrir y controlar un gap al considerar
muestras de tamafio finito. Dado que nuestro modelo efectivo en to-
do el plano y en presencia de un campo magnético perpendicular al
mismo muestra un gap de tamafio proporcional al campo externo,
también hemos considerado el comportamiento de nuestro sistema
confinado a un disco de radio R, analizando condiciones de contorno
que excluyen la existencia de modos cero.

Conclusiones

Como su nombre lo indica, este capitulo contiene las conclusiones de
la tesis.
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Introduccion

La idea de un espacio tiempo no-conmutativo no es moderna [1], en
efecto, probablemente el primer ejemplo de este planteamiento haya sido
discutido por L. D. Landau en 1930 [2]. Sin embargo con el advenimiento
de teoria de cuerdas ha resurgido un creciente interés por estos espacios [3]
y desde entonces, las teorias de campos no-conmutativas han sido objeto
de estudio en varios campos tanto en Matematica, Fisica Tedrica [4-7] co-
mo en Fenomenologia [8].

La ruptura de la conmutatividad de los operadores de posicién y su
correspondiente representacion del dlgebra no-conmutativa de las coor-
denadas espacio-temporales han sido estudiadas en [9]. Por otro lado,
la no-conmutatividad en el dlgebra de momentos puede relacionarse con
la cuantizacion de estructuras Poissonianas deformadas, desarrolladas en
[10], y consideradas como una clase de cuantizacién magnética [11,12].

En este contexto, las ideas referidas a espacios no conmutativos han es-
timulado la construccién de nuevos modelos en Mecanica Cuantica [13],
abriendo una nueva ruta para explorar, por ejemplo en superconductivi-
dad. Asimismo, un Hamiltoniano no masivo tipo Dirac en un espacio no-
conmutativo generalizado y su relacién con el grafeno ha sido considerado



en [14].

Recientemente han surgido modelos basados en una deformacién no
estdndar del dlgebra de Heisenberg, que puede ser realizada a través de
un shift que relacione las variables dindmicas con el spin, tal y como puede
verse en [15,16].

En esta tesis consideraremos una deformacion no estdndar, como la
anteriormente mencionada, para la construccién de un modelo efectivo
para la descripcion del grafeno.

Las dltimas décadas han mostrado un rapido desarrollo de nuevas
ideas surgidas de algunas &dreas de la Fisica que han tenido fundamen-
tal importancia en el desarrollo de otras, produciendo asi una suerte de
retroalimentacion entre los avances logrados en ellas. Un tipico ejemplo
de nuevo conocimiento logrado en la macrofisica con impacto en la mi-
crofisica ha sido la idea de ruptura espontdnea de la simetria, surgido
primeramente en la teoria de Landau para las transiciones de fase de se-
gundo orden [17] y devenido en uno de los més importantes conceptos
tanto en Materia Condensada [18], como en la Fisica Fundamental [19,20].
Inversamente, la ideas surgidas del grupo de renormalizacién, primera-
mente desarrolladas en el estudio del problema de las divergencias ultra-
violetas en la Electrodindmica Cudntica, han sido de crucial importancia
para resolver problemas de la Fisica de la Materia Condensada como ser
el problema de Kondo [21-25]. El uso del efecto Mdssbauer para corrobo-
rar la teoria de la relatividad general [26] nos provee un increible ejem-
plo de la relacién entre la Fisica de Materia Condensada, Fisica Nuclear y
Gravedad. Otro ejemplo donde la Materia Condensada, la Teoria Cuéntica
de Campos y la Cosmologia confluyen es en la superfluidez del Helio 3,
3He, [27].

La reciente “construccion experimental” del grafeno abrié una nueva
conexion entre la Teoria Cuantica de Campos y Materia Condensada [28-



32]. Esta conexion se establece ya que las excitaciones a bajas energias del
grafeno pueden ser representadas como fermiones de Dirac no masivos en
el plano, y ser descritos por medio de una teoria pseudo-relativista.

El Carbono es un elemento fundamental en la naturaleza y es la piedra
angular sobre la cual se erige la Quimica Orgdanica, puesto que presenta
gran afinidad para formar enlaces quimicos con otros d&tomos, incluyendo
atomos del mismo elemento. Los sistemas basados en Carbono muestran
peculiares propiedades fisicas debidas a la flexibilidad que presentan sus
enlaces y que dependen de la dimensionalidad de esas estructuras.

Entre los sistemas formados tnicamente por dtomos de Carbono el
grafeno, al6tropo bidimensional del Carbono, juega un importante rol puesto
que es la base para el entendimiento de las propiedades electrénicas de los
otros alétropos.

El grafeno es un material de un 4tomo de espesor constituido por ato-
mos de Carbono dispuestos sobre los vértices de una red hexagonal (ver
Figura 0.1), formando asi una red (hexagonal) tipo “panal de abeja”. Un
modo alternativo de entender esta red es interpretarla como un compuesto
de anillos de Benceno al que se le han removido los dtomos de Hidrégeno
[33], de esta manera la cuarta valencia ahora es sustituida por otro ani-
llo bencénico. Los Fulerenos (Cg) [34], una de las formas maés estables del
Carbono, son moléculas donde los d&tomos de Carbono estdan dispuestos
esféricamente de modo que, desde el punto de vista macroscépico, pueden
entenderse como objetos de dimensién cero con estados discretos de e-
nergia. Este al6tropo ha sido objeto de estudio durante la década de los
90 y puede ser obtenido a partir del grafeno con tan solo introducir un
pentdgono en la red hexagonal, creando asi un defecto de curvatura posi-
tivo. Ademads, podemos obtener Nanotubos de Carbono [35,36] enrollando
al grafeno a lo largo de una dada direccién y reconectando los enlaces del
Carbono, por tal motivo podemos pensar a los nanotubos de Carbono co-
mo objetos unidimensionales. Por otro lado el Grafito, es el alétropo mas



conocido del Carbono a partir de la invencién del 1apiz en 1564, es un obje-
to tridimensional que se obtiene como resultado del apilamiento de ldmi-
nas de grafeno acopladas débilmente entre si por fuerzas de van de Walls.
Por lo anteriormente dicho, concluimos que el grafeno puede entenderse
como la base para la construccion de los distintos al6tropos.

Figura 0.1: Los distintos alétropos del Carbono que pueden obtenerse a partir de una capa

de grafeno [48].

Si bien la estructura de bandas del grafeno ya habia sido estudiada en
1946 por P. R. Wallace, [37] lo cual le sirvié como punto de partida para
estudiar al grafito (material que cobr6 gran relevancia en la era post- II
guerra mundial debido a sus aplicaciones para reactores nucleares), este
material fue descrito teéricamente por primera vez en 1984 por Gordon
Semenoff [38]. Sin embargo, y hasta ese entonces, se suponia que este ma-
terial no existia en estado libre, estas suposiciones estaban fundamentadas
en los argumentos dados por L. Landau y R. Peierls [39, 40] basados en



consideraciones termodindmicas que explicaban las razones por las cuales
no debieran existir cristales bidimensionales en la naturaleza. Por otra
parte, se crefa que, de poder sintetizarse, este material seria termodinami-
camente inestable con respecto a la formacién de estructuras curvas tales
como los fulerenos o los nanotubos. Por todo lo anteriormente dicho se
consideraba al grafeno mas bien como un material “de interés académi-
co”. Fue recién 20 afios después de su descripcién tedrica que fue sinteti-
zado por Novoselov y su grupo utilizando al SiO, como sustrato, utilizan-
do una técnica conocida como exfoliacion micromecdnica. Bdsicamente esta
técnica consistio en usar una cinta adhesiva para quitar una capa atémica
del grafito y luego presionarla sobre el sustrato, de manera que al retirar
la cinta se obtuvieron pequefas islas de grafeno sobre el sustrato. La clave
de este experimento fue utilizar como sustrato al SiO; puesto que, sien-
do un compuesto amorfo, no interfiere en la visualizacién de la estructura
cristalina del grafeno, permitiendo la observacién de sutiles defectos (crea-
dos por el grafeno sobre la superficie del sustrato) mediante el empleo de
un microscopio 6ptico, [28,47].

La flexibidad estructural del grafeno, producto de sus propiedades elec-
trénicas, son el resultado de una hibridacién sp? entre un orbital s y dos
orbitales p, a partir de los orbitales 2s; 2p, y 2p, del Carbono, formando
una red trigonal plana con un enlace o entre 4&tomos de carbono separa-
dos por una distancia de 1.42 A. Este enlace es el responsable de la ro-
bustez de la red en todos los alétropos y, debido al principio de exclusiéon
de Pauli, esta banda est4 llena, dando asi lugar a una ancha banda de va-
lencia. Queremos destacar que, debido a la rigidez brindada este por en-
lace o, es dificil que otro &tomo pueda reemplazar a un &tomo de Carbono
en la red hexagonal. Esta es una de las razones por las cuales el camino
libre medio del electrén en el grafeno es del orden de 1 pum, siendo un va-
lor relativamente grande comparado con otros metales. Por otro lado, el
tercer orbital, 2p., del &tomo de Carbono, orientado perpendicularmente
al plano del grafeno, forma la banda 7 a través de enlaces covalentes con
los 4tomos vecinos. Dado que este orbital contribuye con sélo un electron,



la banda 7 estd a medio llenar en el grafeno neutro. Las propiedades elec-
trénicas del grafeno alrededor de la energia de Fermi pueden ser descritas
por el modelo de tight-binding con un sélo orbital por d&tomo, conocido
también como la aproximacién del electrén 7 puesto que la mezcla entre
estados pertenecientes a las bandas 7 y o es insignificante.

Uno de los aspectos mds interesantes del grafeno es que sus excita-
ciones a bajas energias pueden ser descriptas como estados quirales no
masivos de una teoria fermioénica pseudo-relativista, dando asilugar a una
relacion de dispersion lineal, valida a bajas energias, donde la velocidad
de la luz es reemplazada por la velocidad de Fermi, vr =~ 10~3c. De ese modo,
el Lagrangiano que describe esas excitaciones en presencia de un campo
magnético uniforme y perpendicular al plano del grafeno es similar al de
la QED para fermiones sin masa y es, en este caso, donde aparece el Efecto
Hall Cudntico Entero Anémalo que ocurre a valores semienteros del factor
de llenado [41,42]. El Efecto Hall Cuantico Entero Anémalo ha sido obser-
vado experimentalmente en el 2005 [29,30], y puede entendérselo como
relacionado con la existencia de una fase de Berry no nula en la funcién de
onda del electrén, consecuencia de la excepcional topologia de la estruc-
tura de banda del grafeno [30].

Otra caracteristica distintiva de estos fermiones es su insensibilidad a
potenciales electrostaticos externos, efecto que se conoce como la paradoja
de Klein, en la cual los fermiones pueden ser transmitidos con una proba-
bilidad igual a 1 a través de una regién clasicamente prohibida [43,44]. En
efecto, estos fermiones de Dirac se comportan de manera inusual en pres-
encia de potenciales de confinamiento, fenémeno conocido como Zitter-
bewegung [44]. En el grafeno, estos potenciales pueden ser generados por
desorden y las fuentes de desorden en este material pueden variar des-
de efectos encontrados comunmente en semiconductores, tales como im-
purezas ionizadas en sustratos de Si, vacancias, cargas sobre la superfiecie
del material, hasta defectos tales como “ripples” (ondulaciones) asociados
a la estructura “blanda” del grafeno [45] u otro tipo de defectos topoldgi-



cos. En este sentido, el grafeno es un material tinico puesto que comparte
propiedades de las membranas blandas y, al mismo tiempo, se comporta
como un metal, de manera que los fermiones de Dirac se propagan so-
bre un espacio localmente curvo. Por tltimo queremos remarcar el hecho
de que el grafeno tenga propiedades de membrana blanda esta relaciona-
do con la existencia de modos vibracionales (fonones) fuera del plano, los
cuales no se encuentran en sélidos tridimensionales.



Capitulo 1

Grafeno y una Cuantizaciéon no

abeliana

1.1. Introduccion

El grafeno, material bidimensional constituido por 4tomos de Carbono
dispuestos sobre una red hexagonal, ha adquirido un gran interés desde
su sintetizacion en el laboratorio [28], 20 afios después de su descripcion
tedrica [38], tanto desde el punto de vista tedrico [32,53,73] como desde el
experimental [29,30] debido a sus excelentes propiedades electrénicas [31]
y a su estabilidad mecanica, térmica y quimica.

Por otra parte, dado que la no conmutatividad entre variables dindmi-
cas aparece naturalmente en el estudio de una particula con carga e y masa
m moviéndose en un plano en presencia de un campo magnético uniforme
y perpendicular a este plano [46], conocido como el problema de Landau,
vamos a estudiar en este capitulo una generalizaciéon de este problema a
un espacio donde las variables dindmicas no conmutan entre si y, a con-
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tinuacién, vamos a formular nuestro modelo efectivo para la descripciéon
del grafeno.

1.2. Nuestro Modelo

Vamos a considerar un Hamiltoniano efectivo no-relativista, sugerido
por una particular deformacién del dlgebra de Heisenberg ( en nuestro
caso la no-conmutatividad del momento es consistente con la introduc-
cién de un campo magnético externo uniforme no abeliano) que puede ser
atil, como veremos maés adelante, para describir las excitaciones a bajas
energias producidas por las interacciones a primeros y segundos vecinos
en el Grafeno.

El algebra bajo consideracion se define, entonces, como sigue:

[(Xi, X;] =0, [X;,Pj] =16, [P,P]= 20303,

(1.2.1)
[H,O’j] :27/061']'30-3; Z,j = 1,2,

donde 7,5,k = 1,2 y f es un pardmetro con dimensiones de longitud, lo
que corresponde a una deformacién del dlgebra de Heisenberg @ Spin, que
induce interacciones spin-dipolo y de érdenes superiores como resultado
de que las interacciones de spin son de largo alcance.

En esta deformacién del dlgebra Heisenberg el conmutador entre mo-
mentos es proporcional al pseudospin o3, lo cual puede relacionarse con
una cuantizacién de estructuras Poissonianas deformadas desarrollada en
[49] y considerada como una clase de cuantizacién magnética [50,51].

La estructura de esta algebra implica que las particulas son descritas

por funciones de onda con dos componentes, v :( v ) eL,(R*)®C?y
X

los operadores resultan tener la estructura de matrices de 2 x 2 sobre C2.
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Por medio de un corrimiento (shift) de Bopp no abeliano, podemos ex-
presar a los operadores {X;, P;} en términos de variables dindmicas con-
vencionales, que satisfacen el dlgebra usual de Heisenberg @ Spin entre
operadores de coordenadas, momentos y spin. De esa manera, el dlgebra
en (1.2.1) puede ser realizada mediante las siguientes expresiones:

Xi = ZE2®12 -Pz = pz®12+Q1L2 ®O’i, (122)

con z;,i = 1,2 las coordenadas conmutativas (usuales) en el plano, los
operadores p; = —19;, definidos sobre Ly (R?), y 0,7 = 1,2 las primeras
dos matrices de Pauli. Ademas, definimos o = (11, ® 01,11, ® 02) y, @
partir de ahora y por conveniencia vamos omitir en nuestra notacion el
simbolo ®, lo que no generara ambigiiedades.

En este capitulo vamos a considerar una generalizaciéon del Hamilto-
niano de una particula no relativista de carga e y masa m, minimamente
acoplada a un campo electromagnético (3+1-dimensional) externo,

{Aop, A == (A, Ay)}, que construimos mediante el reemplazo z; — X;, p; —
P, en la expresion usual de este Hamiltoniano.

Por el momento consideramos el caso en que el potencial electrostético
es nulo, es decir Ay = 0. Entonces,

(P —eA)?

2m

Hy = , (1.2.3)

de modo que de las relaciones (1.2.2), y tomando el potencial electromagnético

en el gauge de Coulomb, V - A = 0, obtenemos para (1.2.3):

2
H, — (PHbo—cA) (1.2.4)
2m
(p—eA)® 6 6>

— X Y L g (p—cA)+ —
2m +ma(p€)+m

Observamos que el término constante no afecta a las ecuaciones de
movimiento y por lo tanto podemos sustraer ese término sin afectar las
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autofunciones, con la tinica consecuencia de un corrimiento uniforme de
z . 2

las autoenergfas en la cantidad +£ . Nuestro problema se reduce entonces

a hallar las soluciones del Hamiltoniano:

— eA)® + 267
g o~ (P 6277)1+ Yopo - (p—eA) (1.2.5)
1

= 5 {—h2V2 + 21ehA -V + €2 A’Q} —vpho - {V - z%A} ;

donde hemos definido velocidad de Fermi como

vp = —. (1.2.6)

Observamos que en el limite m — oo, pero manteniendo fija vp, el
Hamiltoniano resulta ser lineal y, por lo tanto, resulta apropiado para re-
alizar una descripcion efectiva del Grafeno alrededor de los puntos de
Fermi [?,31,38,41], esta es una primera justificaciéon para el modelo que
proponemos.

Advertimos que para mantener vy fija en este limite, es necesario con-
siderar que el parametro de la no-conmutatividad, 6, toma también val-
ores grandes. En consecuencia, no estamos considerando un modelo con
pequefias correcciones por no conmutatividad de sus variables dindmicas,
sino que hemos usado esa analogia sélo para formular un modelo efectivo
para el sistema fisico que pretendemos describir.

Notemos, ademas, que la modificacién introducida en el Hamiltoniano
(2.2.1) puede ser interpretada como la introduccién de un campo magnético
no-Abeliano uniformemente constante en la tercera direccién del 4lgebra
del grupo SU(2), de intensidad proporcional a §°. En efecto, las transfor-
maciones de SU(2) relacionan ambas componentes de la funcién de onda,
y el conmutador entre derivadas covariantes resulta:

[p1 — €Ay + 001, p2 — €Ay + 0og] = [p1 — €Ay, py — eAo] + [0y, 00
(1.2.7)
= 1€ ((91A2 — (92A1) + 22920'3 =1eB + 22(9203 .
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En este sentido, si tomamos un campo magnético constante B = (0; Ay—
02 A1), el sistema que estamos considerando es una suerte de versién no-
Abeliana del problema de Landau [52].

El sistema bajo consideracién, cuyo Hamiltoniano estd dado por (1.2.4),
puede ser descrito por el siguiente Lagrangiano

L= [t ow — o' v] + vledoy

1

o= A +00) 01T (0 — A + 00 u] — 20701}

(1.2.8)
= [0 — 01 y] — o { VU VY1V (A + b0) -

— )l (—eA +00) - Vi + 0T [(—eA +00)* — 20°] ¢} .

Su variacién respecto de las variables dindmicas independientes, ¢ y v,
nos conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange:

i~ () 7 (srwm) -

1 2
:z@tw—%[(p—eAjLHJ) —292}1&:0,

(1.2.9)

—10T — % {[(p—eA +00)* — 267 zp}* =0. (1.2.10)

Este Lagrangiano presenta una simetria de gauge U(1). En efecto, £
permanece invariante ante las transformaciones de gauge (Abelianas)

Y(z) — e Dy) = SP(x) = ealz)d(e),
i) = Pi(x)e @ = §i(z) = —ea(z)yi(z), (1.2.11)

A (z) = Au(x) + 0,0(x) .
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Entonces, el Teorema de Nceether garantiza la existencia de una corri-
ente localmente conservada dada por

o oL B oL
ajt = =6t (—8 (5“1”)) (—3 (a,ﬂﬁ)) 5. (1.2.12)

La densidad de carga asociada es

30 =eyTy (1.2.13)

mientras que la densidad de corriente estd dada por

j= % {1 (Wt — of W) + 201 (—eA + b)) . (1.2.14)

Podemos verificar que la corriente j* es efectivamente conservada co-
mo consecuencia de las ecuaciones de movimiento (1.2.9) y (1.2.10)

0" =V -j=0. (1.2.15)

1.2.1. El caso libre

En esta seccién vamos a considerar el problema libre, es decir A = 0,
por lo cual el Hamiltoniano (2.2.1) se reduce a:

2

H=Y {1;0p. (1.2.16)
2m

Dada su estructura, observamos que se compone de un término cuadréatico
y de uno lineal en p, por lo cual proponemos autofunciones de la forma
de un producto de una onda plana y otra funcién que depende del vector
k, es decir:

(%) = e**x(k), (1.2.17)
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con x(k) € C?, de modo que si reemplazamos en la ecuacién de autoval-
ores

[H — £(K)] (%) =0 (1.2.18)

obtenemos la siguiente expresion

{% +UF,,.1[<_(c:<k)}><(11<) —0. (1.2.19)

El requerimiento de que esta ecuacién matricial tenga soluciones no
triviales nos conduce a imponer que

¥ _ek) vk —ik) Y|
det {( U;Uﬁ Pk R e )} =0, (1.2.20)

es decir,

{% N 5(1‘)} — VU (ky = vka) (ky = 0ks)" =0 (1.2.21)

donde el simbolo * representa el complejo conjugado.

Esta ultima ecuacién determina la siguiente relacién de dispersion:

k2
E(k) = 5~ Fvr[K (1.2.22)

Observamos que para pequeiios valores de |k| esa relacion resulta ser
aproximadamente lineal, como puede verse en la figura 1.1

Ademas, si reemplazamos £(k) dado por (1.2.22) en la ecuacién de
autovalores (1.2.19) para k # 0, vemos que el pseudo-spinor (k) tiene
pseudo-helicidad bien definida. En efecto,

<a : 12) Ya(k) = £ xa (k). (1.2.23)
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E
MVg?2
06}
0.4+
02+
: k
: 1 0.2 0.3 0.4 05 mvg
02}

Figura 1.1: La relacion de dispersién para ambas ramas de la solucién para el caso libre.
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Por otro lado, si resolvemos el problema para el caso particular en que

. . 1
k = 0, encontramos que los vectores linealmente independientes ( 0 ) y

0 .
< ) ) son las soluciones, constantes, al problema con autovalor nulo.

Es trivial verificar que el Hamiltoniano de este modelo libre, dado por
(1.2.16), conmuta con el momento angular efectivo, que resulta ser el gener-
ador de una simetria U(1),

1
J = —26504-503, [H, J] =0. (1224)

Notamos que ante una rotacién en el plano, la funcién de onda del
Hamiltoniano libre, (1.2.17), cambia segtin

9

UD)NY(x) = ¢ 57 (R(W) 'x) = e (BO %) 505y (k) (1.2.25)

Para una rotaciéon completa en ¥ = 27, sabemos que R(27) = 13,
ademads, ™3 = —1,. De esta manera,

U2 (x) = —1P(x) . (1.2.26)

Por lo tanto, dado que esto es lo que le sucede a spinores que representan
estados fermidnicos ante una rotaciéon de 2, estas particulas puede ser
consideradas como fermiones [31].

1.2.2. Campo magnético constante perpendicular al plano

En lo siguiente, vamos a considerar el caso en que la particula se mueve
en presencia de un campo magnético uniforme y constante, B, perpendic-
ular al plano.
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Elegimos, por conveniencia, escribir el potencial vector que corresponde
a este campo magnético en el gauge de Landau, por lo cual:

En este caso, el Hamiltoniano (2.2.1) puede ser escrito como
2mH = p;® + (p2 — eBx1)2 + 2mupopy + 2mupog (py — eBxy) ,  (1.2.28)
Por simple inspeccién vemos que este Hamiltoniano conmuta con ps,

puesto que no depende de 5, esto nos permite buscar autofunciones gen-
eralizadas de la forma:

6zkx2
= o : 1.2.29
donde ®(x;) = SDE%; ) , de manera que la ecuacién de autovalores (H —
X\T1

E)Y(x) = 0 para el operador en (1.2.28) se reduce al sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas

[(pf + (eB)?* (z1 — %)2) — )\} o(z1) = —2mup [p1 +1eB (21 — 25)] x(21),

[(pf + (eB)? (z1 — 6%)2) — )\] x(21) = —2mup [p1 — 1B (21 — 25)] p(21)
(1.2.30)
en el que hemos definido A := 2mé&.

Notamos que la parte diagonal del sistema tiene la estructura de la
ecuacion diferencial de un oscilador arménico, por lo cual realizamos el
siguiente cambio de variables: ¢ := \/|eB| (z1 — e%) De esta manera, p; =

leB|p, mientras que el operador p queda definido de la manera usual,

como p := —z%. Con estas nuevas variables el sistema anterior (1.2.30)
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queda escrito como

[leB] (p* +¢°) — A] ¢(q) = —2mwvp/|eB| (p+ sgn(eB) q) x(q) ,

[leB] [p* + ¢*] — A] x(¢) = —2muvp+/|eB| (p — 1sgn(eB) q) (q) .
(1.2.31)

Equivalentemente, podemos escribir este sistema en forma matricial:

(Bl [+ 7] - \) ( vl ) — o /IeB (o — sgn(eB) go} ( ola) ) |

q x(q)
(1.2.32)

Por simplicidad, en lo siguiente vamos a considerar el caso en que e B >
0, puesto que el caso en que eB < 0 puede ser obtenido del anterior sim-
plemente intercambiando las componentes de la solucién, ¢(q) < x(q),
como puede verse del sistema (1.2.31). Por lo tanto:

q x(q)
(1.2.33)

{eB (p*+¢*) — A} < igqi ) = —2mupVeB{po, — qoy} ( #la)

La presencia del doble del Hamiltoniano de un oscilador arménico uni-
dimensional de frecuencia 1 en el lado izquierdo del anterior sistema de
ecuaciones, cuyas autofunciones son bien conocidas y dadas por ¢,(q) =
e~?/2f,(q) (donde los H,, representan polinomios de Hermite) y sus cor-
respondientes autovalores son 2n+1, paran = 0,1, ..., sugiere que ¢(q) ~
on(q) v x(q) ~ én(q), para n,n’ € N. Ademads, como las funciones de Her-
mite satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia

on'(q) + qpn(q) = 2n¢n_1(q)
(1.2.34)

o0’ (@) — qPn(q) = —ns1(q)

podemos proponer como solucién del sistema (1.2.33) el siguiente Ansatz

©0(q) = An ni1(y), x(q) = B on(q), (1.2.35)
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paran =0,1,2,---,con A, B € C.

Si reemplazamos esta propuesta en la ecuacion (1.2.33), el sistema se
reduce a un sistema homogéneo de ecuaciones algebraicas

eB(2n+3) — A 2mupveB
A 0
—2mupVeB(2n +2) eB(2n+1) — A ( B > = ( 0 ) (1.2.36)

La existencia de soluciones no triviales impone la condicién
eB(2n+3) — A 12mupVeB

d t p—y
¢ —2mvpveB(2n+2) eB(2n+1) — A

(1.2.37)
= (2eB(n+1) = \)? — (eB)? — 8m*v;2eB(n+1) =0,
que determina las autonergias como
< Ans €B T4 8\/1 N 8m2vp2( )
= =—3n — n
e 2m m 2 eB
eB s
- —{n—|—1+—\/1+822(n—|—1)} (1.2.38)
m 2
1
= (UF\/€B> - [n +1+ g\/l +822(n + 1)} ,
z
siendo s = 1 y z un pardmetro adimensional dado por
mup 0
z = = . 1.2.39
veB +eB ( )
Los coeficientes de la funcién de onda ®(z;) satisfacen:
1— 1+ 822 1
Bn,=1 sV1+82n+1) Ans (1.2.40)

2z
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y, por lo tanto, las autofunciones generalizadas del Hamiltoniano (1.2.28)
(correctamente normalizadas) pueden ser escritas como

k Hypq (Q)
Yins() = = e
k.n,s — — —IAns 3
2m é [1—3\/1+8z2(n+1)] H,(q)
(1.2.41)
siendo K, ; la constante de normalizacién dada por:
2
2—3—1\/<§ +/1+822(n+ 1)) —1
K,.=VeB (1.2.42)

I/ (n+ 1D)I/1+822(n+ 1)
Recordemos que la variable ¢ estd definida a partir de z; segin

q=+veB (am - %) . (1.2.43)

Observamos que, tomando en cuenta las relaciones de ortogonalidad
para las funciones de Hermite,

/ H,(q) Ha(q) e dg = 2"n!\/T S, (1.2.44)

es facil verificar que estas soluciones son también ortogonales. En efecto,
ellas satisfacen

(wk,n,sa wk’,n’,s/) = 6n,n/5s,s’§<k - kl) . (124:5)

Finalmente, notemos que existe otra solucién @, de la ecuacion (1.2.33)
cuyas componentes estan dadas por

oB\ VA4
¢(q>:<—B) o), x(a)=0. (1.2.46)

™

En efecto, dado que Hy(q) = 1, tenemos

(p —1q)po(q) = —21(0; + q)e_qZ/2 = —i(—q+ c1)e_‘12/2 =0 (1.2.47)
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y la (1.2.33) se reduce a

{EB S 7+ - 50} bola) = {EB o= eo} bolg)=0.  (1248)

De manera que la energia de este estado es & = eB/2m, resultando inde-
pendiente de vp. N6tese también que se reduce a un modo cero en el limite
m — oo, cuando el Hamiltoniano resulta estrictamente lineal.

Uno puede verificar que la correspondiente autofuncién asociada a

este modo »
etz (eB ¢o(q)
= — 1.2.49
o) = < (2) ( ! (1249
es ortogonal al resto, satisfaciendo
(Vkm,ss Yrr0) =0, (Y10, Uw0) = 0(k — k). (1.2.50)

Como ya hemos mencionado anteriormente, estos resultados pueden
ser interpretados como la solucién de un problema de Landau no-Abeliano,
en el cual hemos introducido un campo magnético no-Abeliano uniforme-
mente constante. Ademas, en el limite m — oo, estas autofunciones son
similares a las soluciones encontradas para la ecuacién de Dirac en un
campo magnético de fondo [53].

Podemos tomar combinaciones lineales apropiadas de las autofunciones
generalizadas en (1.2.41) y (1.2.49) para construir un conjunto completo de
vectores generalizados en nuestro espacio,

o L) o ) kern=012. . a2sy
Var PN o )y O e RS

siendo ¢,(q) las funciones de Hermite.

Por lo tanto, el conjunto de autovectores generalizados de H es también
completo. Esto nos permite justificar nuestro procedimiento y asegura que
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con nuestro andlisis hemos obtenemos el espectro completo de nuestro
Hamiltoniano (1.2.28).

Ahora que ya tenemos las soluciones de nuestro problema, vamos a
considerar los casos limitesen que z < 1y 2z > 1.

m 2K ]

Este caso limite corresponde a tomar el limite m — 0. De esta man-
era, a partir de las ecuaciones (1.2.41) y (1.2.38), las energias se re-
ducen a

Epy = % {(n+1+ g) +252n+ )+ O (). (1252)

mientras que las autofunciones se pueden escribir, para s = 1, como

2

NI

ezk’xg 92— % -

v = T

[1—=2*(n+1)+ 0 (2")] Huya(q)

(1.2.53)

[—21z(n+ 1) 4+ 622°(n 4+ 1)> + O (2*)] Ha(q),

mientras que para s = —1 resultan
ezkacg Q—n/2 02
Vkm—1(X) = e 7 X
1) V271 Ymvnl

(1.2.54)
[z —=323(n+1) + O (2°)]| Huyi1(q)

11
11— 22(n+1) + 5 Z(n+1)2+ 0 (2°) | Hulq)
Observamos para este caso la presencia de niveles equiespaciados
(enlos 6rdenes dominantes en z) en cada rama del espectro. Ademds,
el limite = — 0 es consistente con el espectro del problema de Landau
usual para particulas no relativistas.
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2> 1

El paso siguiente es considerar el caso limite para grande valores de
z, lo cual corresponde a tomar el limite m — oo. En este caso las
energias estdn dadas por

Ens = vpVeB {s 2(n+1)+ (n j Yo (ﬂ)} (1.2.55)

y las autofunciones son

ko 2—%—1 €_§ Hn+1 (Q) + O (Zil)
(&

- Ver /(D! ‘% 8(n+1)Hy(q) + 0 (z7")
(1.2.56)

Uk n,s(X)

Noétese que en este caso las autoenergias (al orden dominante en 1/z)
varian como v/n + 1, 1o que corresponde al problema de Landau para particu-
las relativistas.

Masa negativa

Como queremos describir los estados de baja energia del grafeno (aque-
llos con autoenergias préximas de cero en ambas ramas del espectro) y
la construccién llevada a cabo para las soluciones del sistema (1.2.30) es
independiente del signo de m, mediante el mismo procedimiento tam-
bién podemos estudiar la conducta del sistema para el caso en que ese
pardmetro de masa sea negativo, m < 0. En efecto, podemos cambiar
el signo de m en las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas, (1.2.41) y (1.2.41), lo cual corresponde al reemplazo z — —w,
donde w = |m|vg/ VeB > 0, manteniendo vy > 0. De ese modo las en-
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ergias resultan (Ver Figura 1.2)

Ens=— <UF\/6_B> ! [n+ 1+ g\/l T 8w (n + 1)] _

w
(1.2.57)

- (wrveB) {-svar - 0w}

E

VE VeB

H
N
&
N
(6)]

Figura 1.2: Niveles de energia £, ; para m < 0, en unidades de vpVveB, para el caso w =

1000.

Por su parte, el estado de energia mas préxima de cero tiene ahora
un autovalor negativo & = —eB/2|m| < 0, estado de agujero que también
tiende a cero en el limite m — oo, resultando consistente con la existencia
de modos ceros en el espectro de fermiones de Dirac sin masa acoplados a
este campo de gauge (ver [55], [56] y [57], por ejemplo).
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1.3. La relacion del modelo con el Grafeno

Hemos sefialado en la Introduccién, que la estructura del Grafeno cor-
responde a una red hexagonal. Sin embargo, esa estructura no corresponde
a una red de Bravais, puesto que no es posible definir vectores primitivos
que permitan cubrir toda la red. No obstante, ella puede entenderse como
la superposicion de dos redes de Bravais triangulares cuya base estd con-
stituida por sélo dos d&tomos por celda unidad [31]. Es precisamente este
hecho, el de ser entendida como la superposiciéon de dos redes triangu-
lares (A y B), el que nos conduce a tener un grado de libertad interno,
correspondiente a un indice de subred, que es llamado pseudoespin.

Figura 1.3: Estructura del Grafeno

En este material, el &ngulo de enlace entre dtomos vecinos de Carbono
es de %, de manera que para cada subred triangular podemos escribir a
los vectores de la base generadora como:

3 1 3 1
alz—a< 1 > s aQZ—CL< 1 > s (131)
2 7 2 Ve
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siendo @ ~ 1.424 la constante de red, que es la distancia de equilibrio
entre dtomos de Carbono. De esa manera, estos vectores conectan atomos
pertenecientes a cada subred. Por otra parte, alrededor de cada 4tomo en
la subred A hay tres primeros vecinos, todos pertenecientes a la subred
B, de manera que los atomos de Carbono vecinos en la red hexagonal del
Grafeno estdn conectados por los vectores:

a 1 a 1 -1

Estos vectores conectan cada sitio en la subred A con sus primeros vecinos
en la subred B (y similarmente para cada sitio en la subred B).

La red reciproca esta caracterizada por una base de vectores {b;, b},
tales que
a;-by =27, a; by =0,
(1.3.3)
a)-b; =0, ay - by =27

(base bi-ortogonal respecto de la generadora de la red directa).
En la red reciproca se define la primera zona de Brillouin como la celda
unidad en el espacio reciproco (espacio de cuasi-momentos). En nuestro

caso particular, esta celda resulta ser un hexdgono con los lados opuestos
identificados (Ver Figura 1.4). Los vectores que caracterizan esta celda son:

2m 1 2m 1

Como los lados opuestos de esta zona estan identificados dado que cor-
responden a los mismos pseudo-momentos, s6lo dos de los 6 vértices son
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Figura 1.4: Primer zona de Brillouin

no equivalentes, por ejemplo K y K’ en la figura 1.4, estos dos vértices (no
equivalentes entré si) estan separados por un dngulo de 2. En el modelo
pseudo-relativista (lineal), las fluctuaciones alrededor de estos dos vértices
corresponden a las dos representaciones irreducibles no equivalentes del
algebra de Clifford en (2+1) dimensiones [53,54]. La existencia de esos dos
vértices no equivalentes introduce otro grado de libertad interno, al que se
conoce como sabor.

El modelo de ligadura fuerte (tight-binding) de la Fisica del Estado S6lido
supone que las particulas estdn fuertemente ligadas a los sitios de la red,
de modo que las contribuciones dominantes al Hamiltoniano describen su
desplazamiento entre sitios proximos. Para el grafeno, podemos referirnos
a una aproximacién de ese tipo que contemple sélo el salto de electrones
entre sitios primeros vecinos (y, por lo tanto, entre subredes, lo que se de-
nota por (i, j)) y entre sitios segundos vecinos (y, por lo tanto, dentro de
la misma subred, lo que se sefiala por ({7, j))). El correspondiente Hamil-
toniano se escribe en términos de operadores de creacién y destrucciéon de
particulas en cada sitio de las subredes como [31]

H= =33 (ol b+ he) =033 (alyapu+ 8l by +hc)
+ ((i,4)) s==*

(i) =
(1.3.5)
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donde los pardmetros t y t' estan relacionados con la amplitud de prob-
abilidad de los electrones de efectuar transiciones entre sitios primeros
y segundos vecinos respectivamente. Los operadores azs y a;s son los
usuales de creacién y aniquilacion de electrones en el sitio i con spin s
perteneciente a la subred triangular A que conforma la red hexagonal, y
similarmente para la subred B.

Ahora bien, si escribimos estos operadores de creacion y aniquilacién
en términos de su transformada de Fourier [38] y diagonalizamos las ex-
presiones resultantes, obtenemos la estructura de bandas (relacién de dis-
persion) del sistema [31].

Para ello imponemos condiciones de contorno periédicas sobre los au-
tovectores del Hamiltoniano, de modo que ¢ (x + Na;) = 9¥(x),i = 1,2
paraundado NV € N, y escribimos a los operadores de cada subred directa

como
1 .
T = — k@ AT
af = Nze AL (1.3.6)
k
1 7,_:57‘1'
W= 52 eI AL (1.3.7)
k
1 S
T = —1k(Z;+c3) Rt
bl = NZ@ Y B! (1.3.8)
k
1 vk T;+C3
b, = ~ et EtE) B (1.3.9)

donde los operadores A% y Ag sonﬁoperadores de creacién y aniquilacion
de particulas con cuasi-momento k definido, y similarmente para la sub-
red B. Comopaso final, debe tomarse el limite N — oo.
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Consideremos primeramente la contribucién del término de primeros
vecinos del Hamiltoniano (1.3.5),

> > (%T,s bj.s + 01, a) (1.3.10)
(i) s==%

Omitiremos a partir de este momento el subindice s y la suma sobre s =
+1, dado que el spin del electrén no juega en lo que sigue un papel signi-
ficativo, y expresaremos el primer término de la contribucién anterior en
funcién de AIT;, Ag, B; y Bj , ya que el segundo término es el conjugado
hermitico del primero. Tenemos entonces

Zaj bj _ Z Z — k- %AT Zezl_{’.(fj—&—c?,)BE,

(4,9) K

ol Akl Q.
_ E N2 2 e 1k-T; ezk Q:JAIJ%BEIGZK’ c3

Kk
_ fzk T kT ok (F+a W (T @3 At
- ZNQZ {74 eREam B} Py
kR
(1.3.11)
= Z N2 Z H(FF)2 {1 Ry ezwz} elg,.agAZ*B;z/
kR
= Y dpp {1t e n R o alpy
kK
_ Z {1 + ezE.El + ezEﬁz} GZE.EL)'A;%BE,
k
donde hemos usado que
1 AN
— N ) E s (1.3.12)

El paso siguiente es calcular el primer término de la contribucién que
corresponde a segundos vecinos del Hamiltoniano (1.3.5), puesto que el
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segundo término se obtiene de este mediante el cambio a; — 0; y los
restantes términos corresponde a los conjugados hermiticos de cada uno
de éstos. Tenemos entonces:

Y ala; = <;> % Z e‘”;‘f"A%% S e
W) k

((@,3)) W

_ Z % Ze_u;.@- {eu?.(zﬁal) 1 ok (@iti2) | 6th(@+(51—52))} AL A

k k'

_ Z 1 i (F-F) f gy | s | F ) | gt g
N2 EOR

— Z {€ZE~51 _|_ 62E~52 + 6212.(61_62)} AL—»AE

k

donde hemos usado la ecuacién (1.3.12).

Resulta inmediato comprobar que el segundo término en la contribu-
cién de segundos vecinos resulta

Z b;r b = Z {elﬁ'al + 6113-62 + ezE.(al—ﬁz)} Bt;: B, (1.3.13)
({4, 3)) k

de modo que el Hamiltoniano en la aproximacién de tight-binding, (1.3.5),
via transformada de Fourier se reduce a

B o= 3 {(1+ e 4 o) Rl B e ) (1.3.14)
k
—t Z { [e’g'al + GZE'EQ + e’E'(al_‘i?)} (ATEA,; + B;BE) + h.c.} ;
k

que puede ser escrito en forma matricial como

H:Z(Ag, B%)(l(; g)(%) (1.3.15)
k
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donde hemos definido:

— —

C - _t/ [(eZE-ﬁl + €7ZE-61> + <e7,]g-62 + eflk-&’g) + (el’;-(dlfﬁ‘g) + e*lkﬁ(?ﬁ*ﬁfg))]
D = —t [1 + 6#261 + GZE'@}

En esas condiciones, la relaciéon de dispersion resulta de diagonalizar
el Hamiltoniano resultante, (1.3.15). Consideramos entonces la condicion
algebraica

C — B(k) D
D C-Ek)

de donde resulta que las bandas de energia quedan determinadas por

det = (C-EX)>—|D*=0 (1.3.17)

E(k)=C +|D| (1.3.18)

Entonces expresando las constantes C, D segtn las ecuaciones (1.3.16)
y recordando la expresién de los vectores a;,a; dados en (1.3.1) obten-

emos:
E(k) = —2t'{cos §ak1 + ﬁakg + cos §ak1 — ﬁakg + cos (\/ga/@)
2 2 2 2
(1.3.19)
j:tJ 3+ 2cos (\/gak@) + 4 cos (galﬁ) CoS (?al@)
es decir

Ei(k) = £t/ Fk) — ' [f(k) — 3] , (1.3.20)

donde hemos definido la funcién f(k) como

f(k) =3+ 4cos (3/{;@) cos <?k2a> + 2 cos (\/§k2a> >0. (1.3.21)

La grafica de esta relaciéon de dispersion puede verse en la Figura 1.5.
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Figura 1.5: Relacién de dispersion del Grafeno [31]

El minimo de la funcién f(k) en la zona de Brillouin queda determina-
do por las condiciones

a%lf(k) = —6asin (3kia) cos (%gkw) =0,

6%2 (k) = —2v/3a cos (%kla) sin (?kg&) — 2v/3asin (\/§k2a> =0,
(1.3.22)
correspondiendo a los puntos de Dirac

or [ 1 or [ 1
K:-”( X ) K'z—”<1>, (1.3.23)
3a Tg 3a 75

que satisfacen f(K) = 0 = f(K'). Entonces, las bandas descritas por la
relacion de dispersion (1.3.20) (correspondientes a cada signo) se tocan en
estos puntos. Esos puntos de Dirac no equivalentes (también conocidos
como puntos de Fermi, puesto que corresponden a la superficie de Fermi
en el grafeno neutro) fueron elegidos de manera que estén relacionados
entre si a través de una reflexién de k respecto del eje k; (es decir, a través
del reemplazo ky — —k3) [31].
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A partir de un desarrollo en series de las energias £, (k) dadas por
(1.3.20) alrededor del punto de Dirac k = K obtenemos

E,(K +k) = st g alk| — gcﬁk? sin(39)} o {—Z 1 + 3} LO(KP)
(13.24)
donde tan(f) = kq/k1y s = £1.

El desarrollo alrededor del segundo punto de Fermi, K’, nos conduce
a

E,(K'+k) = st {; alk| + ganQ sin(39)} + {—g a’k? + 3} + 0 (k) .
(1.3.25)

Observamos que ésta expresion es la misma que la obtenida para K
pero con k es reflejado respecto del eje k;, es decir ky — —k,. Esto corre-
sponde a cambiar § — —6 en la relacién (1.5.1), lo cual cambia el signo del
segundo término correspondiente a la contribucién de primeros vecinos
en el lado derecho de esa relacién de dispersion.

A continuacién vamos a comparar estos resultados con los obtenidos
utilizando nuestro modelo. De la comparacién entre la relaciéon de dis-
persién alrededor del punto de Fermi K, (1.5.1), y la relacion de disper-
sion para el modelo libre, (1.2.22), observamos que podemos identificar
vp = 2 at. Ademas, la contribucion de segundos vecinos puede ser repre-
sentada en nuestro modelo libre por el término de masa a partir de la iden-
tificacion —2 t'a* = 5=, a menos de un corrimiento rigido en el espectro de
3t' (al que podemos sustraer para restaurar la simetria particula-agujero,
al menos al orden lineal en |k|). Esto significa que debemos considerar
masas negativas en nuestro modelo efectivo de bajas energias para las fluc-

tuaciones alrededor del punto K: m = —2/ (9t'a?) < 0.

!De acuerdo a los valores de esos pardmetros reportados en [31], tenemos

a=1424, t=28V, t' =0.1eV. (1.3.26)
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Queremos destacar que el término cuadrético en la contribucién de
primeros vecinos de la relaciéon de dispersion (1.5.1), depende de la di-
reccién del vector de onda k y, por lo tanto, no podemos reproducir esta
conducta con nuestro modelo invariante frente a rotaciones. Sin embargo,
podemos considerar a este término como una perturbacién sobre nuestras
soluciones, lo que sera hecho més adelante.

Lo anteriormente expresado nos permite justificar nuestro modelo. En
efecto, podemos suponer que el Hamiltoniano efectivo para los estados
de baja energia de este sistema alrededor del punto K en presencia de un
campo magnético uniforme y constante, Hk, puede obtenerse a través de
un acoplamiento minimo y coincide con el Hamiltoniano dado por (2.2.1).

Dado que la aplicacion de nuestro modelo al Grafeno requiere w ~
10° (ver nota al pie 1), un desarrollo para grandes valores de w para las
energias (1.2.38) y autofunciones (1.2.38) dan, en una buena aproximacion,
una adecuada descripcion del sistema. Asfi, para estados de cuasiparticulas
obtenemos

n+1

En = (vrVeB) { 2n+1) - ——+0 (w2)} , (1.3.29)

y para huecos

Eny = (UF\/e_B) {— 2n+1) — ”Z Lo (w2)} . (1.3.30)

Entonces,
vp = 600Km/sec, m=—-3x10"2Kg, mc®=—-43x10%V, (1.3.27)
mientras que en unidades naturales (vp/c — vp, mc/h — m),
vp=2x10"%, m=-853x10¥m™!. (1.3.28)

Es decir |m| ~ 32.9m,, que corresponde a un valor grande para la masa (negativa) de
las cuasiparticulas. Por ejemplo, para un campo magnético externo del orden de B = 10

Tesla, obtenemos w = % L \/LB = 1385.
e

(&
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Existe, ademds, un estado de hueco adicional cuya energia es & =

— %673 < 0, ligeramente por debajo del nivel de energia cero (ver (1.2.48)).

Si calculamos la diferencia de energias para los dos primeros estados
de hueco, ésta resulta ser vpVeB (V2 + O(w™))2.

1.3.1. Contribucién del segundo punto de Dirac

Como mencionamos anteriormente, la relacién de dispersién en las cer-
canias de los puntos de Dirac, K y K/, estan relacionadas a través de una
reflexién del vector k alrededor del eje k; y por lo cual p; — —p,. En-
tonces el término lineal en el Hamiltoniano efectivo que describe los esta-
dos alrededor del segundo punto de Dirac puede escribirse segtin [31]

vp (01p1 — 09p2) = vp o -p = —03 (Vp o - P)O2. (1.3.32)

En consecuencia, vamos a suponer que el Hamiltoniano efectivo que
describe a las cuasi-particulas en las cercanias del segundo punto de Dirac
en nuestro modelo, Hk/, puede ser obtenido a partir del Hamiltoniano
alrededor de K a través de la transformacion

(p—eA)’

HK’ = —O'QHKO'Q = — om

+ovpo” - (p—e€A). (1.3.33)

Notamos que tanto Hkx como Hg resultan invariantes ante transfor-
maciones de inversién temporal (time-reversal) veces paridad, 7P ([?]). En

2Si w = 103 y B = 10 Tesla, en unidades completas obtenemos

B
veVeB — he 2L/ % — 487 x 1072eV. (1.3.31)
C

y por lo tanto & = —2.43 x 107 °eVy & + = —6.89 x 1072 eV.
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efecto,

(TP) Hx (TP)! = oHgx" o,

(1.3.34)
2
= o { (p—cA) +ovpo” - (p— eA)} o
2m
y similarmente
(TP)Hyg (TP)' = —0y" (TP) Hg (TP) 0y
= Hk .

Resulta entonces evidente que el espectro de Hyk puede ser obtenido
a partir del espectro de Hx mediante una reflexién alrededor del origen y
sus correspondientes autofunciones generalizadas son o3 veces las de Hk.
Esto intercambia cuasi-particulas con agujeros. En efecto,

Hygr (020km,s) = =02 (HgVkns) = —Enys (02Ukm,s) - (1.3.36)
Ademas,

Hyr (02109) = —09 (Hxtho) = =& (02¢0) (1.3.37)

con una energia fundamental &'y = —&, = —”Fﬁ > 0. Este estado corre-

sponde a una cuasi-particula de energia ligeramente por encima de cero.

Entonces, tomando en cuenta los autoestados de ambos Hamiltonianos
Hyx y Hg' obtenemos, para estados de cuasi-particulas y de huecos, un
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espectro casi-doblemente degenerado, excepto para un estado de cuasi-
particula y un estado de hueco con energias cercanas a cero. Para estados
de cuasi-particulas tenemos

&r:<wvﬁﬂ{ %n+n—n21+00fﬂ},

(1.3.38)

—nﬁ_<wvdﬂ{vﬂﬁiﬁ+ﬁgl+00fﬁ},

Con éstas expresiones calculamos el gap entre estados contiguos, resultan-
do

A&, =2 (vrVeB) {”z Lo (w2)} . (13.39)

Como discutiremos en la siguiente seccion, éste espectro reproduce
cualitativamente el efecto Hall cuantico entero anémalo encontrado en
Grafeno [29, 30, 41, 42], que manifiesta una conductividad Hall no nula
para pequefios (positivos o negativos) niveles de Fermi.

1.4. La conductividad Hall

Para entender el término “Resistencia Hall” vamos a considerar primero
una aproximacion intuitiva a la siguiente situacién:
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Figura 1.6: Esquema experimental

Imaginemos un material conductor o semiconductor, de ancho w y espesor
d, en presencia de un campo magnético B y por el que circula una corri-
ente I debida al movimiento de portadores de carga ¢ que se mueven con
rapidez v,, entonces la densidad de corriente es:

, I
j=oa= N quv, (1.4.1)

siendo N el nimero de portadores de carga por unidad de volumen.

Debido al campo magnético B, los portadores de carga experimentan
una fuerza de Lorentz F' = £ g v, B que empujan las cargas y las reagrupan
a unlado y al otro del conductor. Esta separacién de las cargas produce un
campo eléctrico £ = % = 1u, B entre los dos lados del conductor y una
fuerza que balancea la Fuerza de Lorentz, asimismo este campo eléctri-
co produce una diferencia de potencial llamada “Potencial Hall” dada por
Vi = Ew, por lo cual definimos la “Resistencia Hall” como

Va 1 B 1B

Ry=—==- P
" 1 cNdq cqN,

(1.4.2)

donde N, es la densidad superficial de portadores de carga sobre el plano.

A nivel cuantico y para una muestra finita de dimensiones L; y Lo, los
valores posibles de %k de la funcién de ondas (1.2.29), determinados por
condiciones periddicas, son k = %—z [, con | € Z. Entonces, el punto de
equilibrio del oscilador arménico en la direccién z; correspondiente a las
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soluciones de(1.2.30) ocurre en

k 27 eBL1L2
[ — o<li< —=,
B eBL, T Vsl=—%;

(1.4.3)

Por lo cual 0 <1 <y, donde [ es la parte entera del producto de % veces
el 4rea de la muestra.

Este ntimero [, es el nimero de estados disponibles en cada nivel de
Landau (despreciando el spin) para una muestra de drea L, Ly, entonces
el cociente ly/L; L, determina la degeneracién por unidad de édrea de la
muestra en cuestion. La degeneracion resultante, para cada nivel es:

lo eB

N, = = 1.4.4
0 L1 L2 he ( )

Ahora bien, cada nivel de Landau puede tomar el mismo ntimero N
de electrones por unidad de area. Por lo tanto, si para un dado potencial
quimico e tenemos exactamente n niveles de Landau llenos, entonces la
densidad superficial de portadores de carga N, = n Ny, n = 1,2,3... de
modo que la resistencia Hall resulta

RH:L:1 B _h Il (1.4.5)

oy cenlNy ne? e2v

donde o, la conductividad Hall y donde hemos definido la fraccién de llena-

do v segiin
nimero de particulas

= 1.4.6
g nimeros de cuantos de flujo ( )

que para el caso cudnticov =n,n=1,2,3....
Queremos destacar dos cosas:

La primera es que la resistencia Hall solamente depende del cociente
de dos constantes fundamentales, la carga del electrén y la constante de
Planck.
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La segunda observacion hace referencia a que en el caso cudntico la
resistencia Hall ya no resulta proporcional al campo magnético B (esto so-
lamente ocurre a campos magnéticos débiles) sino més bien aparece cuan-
tizada o discretizada.

En 1980 von Klitzing y su grupo [58] estudiaron el comportamiento de
un gas de electrones bidimensional bajo la influencia de un fuerte cam-
po magnético (~ 10 Tesla), encontrando que al enfriar el gas a muy bajas
temperaturas (~ 1 K) la resistencia Hall, p,,, presenta una estructura de
plateaus como podemos ver en la Figura 1.7. Los electrones forman un es-
tado incompresible en esos plateaus, que correspondenav =1,2,3..., de-
bido a la estructura de los niveles de Landau. A este efecto de lo conoce co-
mo Efecto Hall Cudntico Entero (IQHE). Ademads, la resistencia se mantiene
constante sobre un rango de valores de campo magnético (los plateaus)
cuyo origen reside en los defectos presentes al material. Este efecto IQHE
es caracteristico de los sistemas semiconductores bidimensionales [61,62].

|
14l ‘%I Quantum -
g |
12 GI -6
g | S
3‘18 - 14 i‘;c
EI:XG : D:><
4 12

0o 2 4 6 8 10 12
Magnetic Flux Density [T]

Figura 1.7: Resistencia Hall p,, y Resistividad p,, como funcién del campo B, para T ~

8mK [58]
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Para el Grafeno, el Efecto Hall fue predicho por varias teorias que
combinan niveles de Landau relativistas con la simetria particula-hueco
[41,60], pero s6lo pudo medirse después de haber sido sintetizado ese ma-
terial en el laboratorio, en el ano 2005 [30]. Dos caracteristicas resultan
relevantes: la primera es que el Efecto Hall aparece a temperatura ambi-
ente, a diferencia de lo que ocurre en un semiconductor en donde el efecto
aparece s6lo a bajas temperaturas, puesto que la energia de cyclotron para
estos fermiones es grande. La segunda y principal es que los plateaus ocur-
ren en valores semienteros de la fracciones de llenado v, lo cual esta rela-
cionado con el hecho de que en el Grafeno los portadores de carga pueden
ser descritos alrededor de los puntos de Dirac, en una primera aproxi-
macién, por una teoria de Dirac relativista no masiva y que la funcién de
onda de los electrones tiene una una fase de Berry de 7, consecuencia de la
excepcional topologia de la estructura de bandas de este material. Por tal
motivo a este efecto se lo conoce como Efecto Hall Cudntico Entero Anéma-
lo. En la siguiente figura podemos observar el grafico de la conductividad
Hall o,, y la resistencia longitudinal p,, para el grafeno como funcién de
la concentracion de los portadores.

La concuctividad Hall o,, = %1/ es calculada a partir de las medidas
de la Resistencia Hall , p,,, y de la Resistencia longitudinal, p,,, como fun-
cién del potencial de gate V, aplicado al sustrato de Si para controlar la

densidad de carga en la muestra. Recordamos que que o,, = P ’f;j ik
Ty T

El primer plateau de la Conductividad Hall para el electrén y el hueco
se sitda en i%, cada vez que la Energia de Fermi, er, ajustada a través
del potencial de gate, cruce un nivel de Landau, o,, se incrementaré (o
disminuird en caso de tratarse de un nivel de Landau asociado a un hueco)
en una cantidad 4e?/h, de modo que los plateaus en la conductividad Hall

aparecen para valores semienteros de la fraccién de llenado v.
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P (KQ)

(y/z0%) o

Figura 1.8: Conductividad Hall ¢,, y Resistencia longitudinal p,, en funcién de la densi-
dad a B= 14T, [29].

1.4.1. Calculo de la Conductividad Hall para nuestro mod-

elo

La conductividad Hall tiene un caracter topolégico [63,64], por lo que
puede ser calculada a partir de un desarrollo de la accién efectiva del sis-

tema para campos y gradientes débiles. En efecto, la funcional generatriz
de funciones de Green de este sistema bidimensional es

JIA] ot /wa K / dt / deE(x)’

donde I'[A] es la accién efectiva. A partir de esta funcional generatriz obten-

emos que la primera derivada funcional respecto del campo A, (z) nos da
el valor medio de la densidad de la corriente j*(x), es decir:

(1.4.7)

dlog Z[A] i o
T = @) = @) (1.48)
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y la segunda derivada funcional nos da el negativo de la funcién de cor-
relacién corriente-corriente.

Para un sistema con un gap en su espectro (como es el caso de nuestro
modelo para niveles de Landau llenos), la accién efectiva es una funcional
del campo electromagnético externo que debe resultar invariante frente a
transformaciones de gauge (locales) [63,64],

[[A] = /dt/d%ceff (Au(2),0,A,(x),...) . (1.4.9)

En general, en un desarrollo asintético a campos y gradientes débiles,
la invariancia de gauge determina que el Lagrangiano efectivo L. ;s aparece
como un desarrollo en términos de las intensidades de campo Ey B y
de sus derivadas. Sin embargo, en una teorfa en 2+1 dimensiones existe
una posibilidad adicional: un término de Chern-Simons que puede resultar
dominante en este desarrollo [63,64],

K 1 . 1
Lofp = 1 N A,0, Ay — 5 Ein"Ej— 5 xB*+ ..., (1.4.10)

donde €** es el tensor antisimétrico de Levi-Civita, con ¢*? = 1, y los
puntos suspensivos representan términos de orden superior.

De hecho, el término de Chern-Simons es el que determina la conduc-

tividad Hall puesto que
T[4 K ., K .
Hlx) = = —"9AN+- = —€"EF N+ 1.4.11
JH(x) A, 2 "0, A\ + € A+ ( )

En particular, las componentes espaciales y temporal de la corriente
para la expresion anterior se reducen a

K
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La primera de estas ecuaciones en (1.4.12) implica que la conductividad
Hall es 0, = % (6 04y = Ke?/h en unidades completas). Entonces,

Jo = 04,B. (1.4.13)

Se puede mostrar que K toma valores enteros si el estado fundamental
es no degenerado y tiene un gap de energfia finito [63,64,74]. En este caso,
K tiene un cardcter topoldgico: puede ser relacionado a la fase de Berry, la
cual toma valores 27 veces un namero (entero) de Chern.

En nuestro caso particular conocemos exactamente a las autoenergias,
por lo cual podemos emplear un método de evaluacién mas directo, basa-
do en la relacion establecida entre la corriente conservada y el campo
magnético externo, (1.4.12) y (1.4.13).

Para nuestra propuesta serd suficiente considerar el valor medio de
la densidad jy(z) en el caso en que el campo eléctrico es nulo, mientras
que el campo magnético B es perpendicular al plano donde se mueve la
particula.

Comenzaremos escribiendo la funcién de particién de la particula alrede-
dor de un punto de Fermi para una dada temperatura 7' = % ( estamos
considerando que kg = 1) y un potencial quimico ;, univocamente deter-
minada en el ensamble Gran Canénico. Esta funcién de particién puede
ser obtenida a través de una rotacién de Wick de la funcional generatriz
Z[A] ((1.4.7)) del espacio Euclideo (2+1)-dimensional, a la cual esté rela-
cionada por medio del reemplazo de los parametros z° = ¢ — —u7 (con
lo cual estamos compactificando el tiempo Euclideo), Ay — 143, y mante-
niendo las otras coordenadas y componentes del campo de gauge A inal-
teradas.

Para nuestro caso, A4g = 0 = A, Ay = Bz, y tomando en cuenta la
expresion del del Lagrangiano correspondiente (1.2.8) y la funcién de par-
ticién Z[A] (1.4.7), la rotacién de Wick nos conduce a la siguiente funcién
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de particion:

8 9
dt | & w{——+ —H}¢
Z(B,p,B) == / wae/o / v or ! o (1.4.14)

siendo H el Hamiltoniano Hk dado por (2.2.1) (o Hk’) y la integral fun-
cional es evaluada sobre el conjunto de configuraciones del campo fer-
miodnico que satisfacen condiciones de contorno antiperiédicas en el inter-
valo [0, 5], de manera de reproducir la estadistica de Fermi- Dirac. Bajo
estas condiciones el valor medio del ntimero de particulas estd dado en

este ensamble por
_ 10logZ

<N>—ﬁ o

puesto que el nimero medio de particulas multiplicado por |e|, da por

(8.1 B). (1.4.15)

resultado la carga media.

Por lo tanto, comenzaremos calculando la carga media de la teoria en
cada una de las dos representaciones, correspondientes a los dos puntos de
Dirac K, K’ . Entonces, a partir de la funcién de particion (1.4.14) podemos

obtener: 5 5
log Z 9 i

(1.4.16)
5 [ apnB) =5 @2 B,

donde hemos usado la ecuacién (1.4.13).

El paso siguiente es evaluar la funcién de particién como el determi-
nante funcional
Z(B,u, B) = Det (D) (1.4.17)

siendo D = —£Z + ;i — H el operador diferencial definido sobre el dominio
de las funciones antiperiédicas de 7 € [0, 5]. Destacamos que ain cuando
este operador D no es simétrico, posee un conjunto completo de autofun-
ciones generalizadas que son ortogonales, puesto que H no depende de 7,
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construidas como

1 1
Uipns=—=€¢ “Thne, Vipo=—=e “Tayg, (1.4.18)
VB RV !

conle€Z,keR,n=0,1,2,...,s = £1. Las frecuencias de Matsubara w;
resultan de imponer condiciones antiperiédicas en 7 € [0, 3], y estdn dadas
por

2 |
w = % (l n 5) , with w=—w .. (1.4.19)

Entonces, los autovalores del operador D estan dados por

D\Ijl,k,n,s = Al,n,s\I]l,km,s s )\l,n,s = w; + w— 5n7s ,
(1.4.20)
DV ko= NoViko, Mo =ww +p—E&,

donde &, 5, (1.2.38) y & = —%ﬁ < 0.

Observamos que tanto )\, s como )\, son independientes de k, en-
tonces al evaluar Det(D) vamos a olvidar el indice k y, al finalizar el calcu-
lo, introduciremos la degeneracién por unidad de drea multiplicando nue-
stros resultados por este valor.

Esta degeneracion, conocida como Degeneracion de Landau, estd dada
por el nimero de cuantos de flujo por unidad de érea [63,64], A = eB /27
(6 A = eB/h en unidades completas).

Recordamos que podemos definir Det(D) a través de la funcién (in-
variante de gauge) ¢ asociada a ese operador [65,66], de modo que

log Det (D) = —d%Tr { (%) _u}

donde hemos introducido una escala arbitraria de masa, A, de manera que

, (1.4.21)

u—0

el cociente £ resulte adimensional. Destacamos que los resultados con sig-
nificado fisico deben ser independientes de esta escala de masa.
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La traza es evaluada para R(u) suficientemente grande y el simbolo
1 — 0 indica la continuacién analitica de sus derivadas a un entorno de
u = 0. En nuestro caso,

log Z(8, 1, B) = _% {Z (AZ/{L)_Jr; (%yu}

I,n,s

(1.4.22)

u—0

Para calcular esto vamos a considerar, primeramente, la contribuciéon
correspondiente al segundo término del lado derecho de la igualdad ante-
rior, es decir la contribucién del modo de energia més préxima de cero, de
esta manera

S(5) -8

l=—0

(1.4.23)

wi+ =&\ " =t p—E&\ "
) ()

1=0
B S+ p =&\ Y =+ p—E\ "
-2 (EE) ()

donde hemos empleado las propiedades de las frecuentas de Matsubara.

Reemplazando explicitamente estas frecuencias (1.4.19), podemos escribir
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la contribuciéon de ese modo como

5(2)" - () (EL-) doal

l=—o0 =0

+g [—2 <z+ %) + %(u—so)} _u}

(1.4.24)

- () {@)‘“ : (1+3) - rpsien - 0l -l

+ (=) OOO KH%) +z%sign(u—50) |u—5oy} u} .

=

Las series de la ecuacion anterior puede ser expresadas en términos de
la funcién ¢ de Hurwitz, ((s, a) [69] . Tomando en cuenta que esta funcién
tiene un corte ramal en el plano complejo de su segundo argumento y
considerando la rama principal, —7 < arg(a) < m, podemos escribir

e\ h 2w\ _Zg“ 1 —zgsign(,u—go)ﬁ e
Z e =\ e ¢ U5 e %W— ol

l=—o0
(1.4.25)
T T
1—Uu 1 1— si — &
+e 2 C(u,——l—eQ ten (1 0)£\u—50\)}.
2 21

La expresién encerrada entre corchetes tiene una continuacién analitica
nula en © = 0, en consecuencia, la derivada de esta contribuciéon con re-
specto a u evaluada en el limite v — 0 no depende de la escala arbitraria A.
Por lo tanto, la contribucién de este nivel de Landau al log Det D por unidad
de drea y en el limite de bajas temperaturas estd dado por [67,68]

{450 )2l vonna(ta))

- (1.4.26)
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Tomando en cuenta que estamos interesados en el niimero medio de
particulas con respecto al material neutro (i.e., con todos los niveles de
Landau asociados a energias negativas llenos, lo que corresponde a it = 0),
a partir de (1.4.22) vemos que la contribucién del nivel mas bajo de Landau

)

(1.4.27)

con energia & a la conductividad Hall a temperatura cero resulta ser

B

_ %{Q[(go—u)@(so—u)]— 3[(50—/0@(50—/0]

2m | Op ou

&o

_ % (—0(& — 1)+ 0 (&)}

= —ﬂ{@(&))@ (h—&) —©(=&)O (& —p) }

Entonces, si & es positivo, la contribucién del nivel de Landau més bajo
.. 2\ s . s
a la conductividad Hall, o,,, es (+5-) siempre que el potencial quimico
satisfaga ;1 > & y cero en caso contrario. Por otro lado, para energias &,
. . ., 2 .
negativas, la contribucién a o, resulta ser (—5-) si u < & y cero en caso
contrario.

En este punto estd claro que obtendremos un resultado similar para
cualquier otro nivel de Landau. En efecto, podemos hacer las mismas con-
sideraciones para cualquier otro autovalor £. Entonces, para un dado po-
tencial quimico y, sélamente hay un ntimero finito de contribuciones no
nulas a la conductivdad Hall y, por lo tanto, podemos escribir

Oayly,, = % {@(m ( > 1) —O(—p) ( > 1)} , (1.4.28)

0<E<p u<€<0
donde las sumas son extendidas sobre todos los niveles de energia. Desta-

camos que este resultado es general para el problema de Landau de un
sistema fermidnico con espectro discreto sin puntos de acumulacion.

Para el modelo que hemos desarrollando, el espectro resulta ser la uniéon
del espectro del Hamiltoniano alrededor de K, Hg, y del correspondiente
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a K', Hk/, es decir £ € SpecHk | JSpecHy, el cual toma en cuenta los es-
tados alrededor de ambos puntos de Fermi. Es importante recordar que,
ademads, debemos considerar la degeneracién adicional que corresponde a
las dos polarizaciones del spin del electron, que hasta el momento no ha
jugado ningtn rol en nuestro analisis.

En unidades completas la conductividad Hall puede escribirse entonces

Oy = 2—22 {@(u) ( > 1) —O(—p) ( > 1)} . (1.4.29)

0<E<p u<€<0

como

Observamos que
h

4e? Ty

1
)

para pequefios valores del potencial quimico |u| (tal que |u| > [&] =
’UF@
2w

(1.4.30)

). Este valor es caracteristico del Efecto Hall cudntico entero anémalo
(AIQHE) encontrado experimentalmente para el grafeno [29, 30, 41, 42],
que muestra una conductividad Hall que resulta no nula para los niveles
mas bajos de Fermi (positivos o negativos).

En la figura 1.9 hemos graficado la conductividad Hall para nuestro
modelo como funcién del potencial quimico p (igual al nivel de Fermi e a
temperatura cero) para w = 10? (ver nota 1). Destacamos que no es posible
apreciar la estructura del doble escalén en el gréfico y esto se debe a que
la diferencia entre dos niveles contiguos es proporcional al %, (1.3.39) (Ver
Figural.10).

Sefialemos el hecho de que la conductividad Hall para nuestro mode-

lo se anula en un pequefio entorno del origen, para potenciales quimicos
vpveB

2w

tales que |¢| <

Por altimo, destaquemos que en nuestros cdlculos de la Conductividad
Hall a partir de la funcién ¢ para nuestro modelo no hemos hecho eleccién
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alguna de las fases del determinante del operador D, lo que en cambio
resulta necesario al calcular la Conductividad Hall a partir de la funcién ¢
para el modelo (lineal) pseudo-relativista [73], el cual presenta un par de
modos cero degenerados. En efecto, nuestro Hamiltoniano es un operador
diferencial de segundo orden que no tiene modos ceros.

2mh

4¢

I 4

Figura 1.9: La conductividad Hall calculada a partir de nuestro modelo para w = 10°
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Figura 1.10: La estructura de los escalones en la conductividad Hall de § a 2, w = 10°

1.5. Término anisétropo en la relacion de disper-

sion del grafeno tratado perturbativamente

Recordamos que la relacién de dispersion obtenida para el grafeno de
la aproximacién de tight-binding, en las cercanias de un punto de Dirac es

E(K +k) = st ga]k| — §a2k2 sin(BQ)] 4+t {—Z a’k? + 3] +0 (k%) ,
(1.5.1)
donde tan(f) = ky/k1 y s = 1.

Como hemos mencionado anteriormente, el término cuadratico no is6-
tropo en esta relaciéon no puede ser representada por nuestro modelo (isétropo).
Sin embargo, podemos pensarlo como una perturbacién (que rompe la
simetria rotacional) sobre el sistema libre, cuyas soluciones ya conocemos,
(1.2.17) y (1.2.23).
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Consideremos entonces
a ~1
AH = 7 VF Do [4p12 - pQ} (p2) (o-p) (1.5.2)

y apliquémoslo a una solucién del problema libre 1 (x). Obtenemos

AHvw(x) = —Foee™k [1h? =17 (&) 7 (0 &) (k) (15.3)
_ _SZ v ks [4k? = K] (1) 72 4, (k) (1.5.4)

— _52 t a’k*sin (30) ¥y (k) .

donde hemos usado la identificacién vy = 3¢ y las siguientes relaciones:

ki

sin(f) = R tan(f) = ks (1.5.5)

VE kK k1

cos(f) =

Este resultado nos permite suponer que, en presencia de un campo
electromagnético A, las derivadas cambian a derivadas covariantes per-
mitiéndonos escribir a la perturbacién en su forma hermitica como

AH = —%UF {(p2 —eAy) [4(1)1 — 6A1)2 —(p— eA)Q} [(p — eA)Q]i1 o (p—eA)
(1.5.6)
+o - (p—cA) [(P - eA)Q}il [4(]91 - €A1)2 —(p- €A)2] (p2 — €A2)} .
Si bien observamos una indeterminacién en el orden en que aparecen los

operadores, volveremos a tratar este tema mdas adelante, por lo cual nos
olvidaremos de esto por el momento.

Consideremos el caso de un campo magnético constante como el dado
en (1.2.27), para el cual tenemos

p1—eA; =p =VeBp, ps—eAy=p,—eBry=—-VeBq, (1-5-7)
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de modo que la perturbacién AH se reduce a

AH = —gvpx/e_B {q [4p® — (* + )] [P? + &#] " [por — qos)]
+lpoy = go] [P+ ¢ (42— (07 + )] o} (1.58)
= 9+9,

dond hemos definido al operador $) como

H= —gvp\/e_Bq [4p2 — (p2 + q2)] [pQ + q2]71 [poy — qo] (1.5.9)

Entonces, tomando en cuenta la ecuacion (1.2.33),

1 1
[po1 — O] Ypps(X) = - {e% Ens — 3 (P> +¢*) } Vrns(x),  (1.5.10)

donde &, ; estan dadas por (1.2.57), al aplicar el operador hermitico $ a las
autofunciones del Hamiltoniano de nuestro modelo en presencia de un
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campo magnético uniforme y constante, (1.2.41), podemos escribir:

Kn s ezkxg

wW 2T

Sj¢k;,n,s(x) - %UF VeB

ot~ +) [P+ {2 e (0P ) )1

) Hn+1 (Q)
e
i [1 —sy/1+8w?(n+1)| Hu(q)
- urVEB e
m —Len -£
{eB gn[,;n+23](2 +3)} [48p2+(2n+3)] € E ntl (q>
m —Lon _j
—ﬁ [1_5 1+8w2(n+1)] {eB 5n[,;n+§1;2 +1)} [48p2+(2n+1)] e 5 Hn(Q)
2
DL &n s*l n
{EB - [72n+23;2 +3)} [4‘12_3(2"+3)] Hn+1(CI)

{% gn,s—%(2n+1)}

= [4¢2-3@2n+1)] Hy,(q)

. { 1—s5v/14+8w2(n+1)

2w

La correcciéon a primer orden perturbativo para los autovalores del
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Hamiltoniano (1.2.28) estd dada por los elementos de matriz

(wk’,n,sa AH¢k,n,s) = (wk’,n,sa ﬁdjk,n,s) + (f),lvbk”,n,sy wk,n,s)

= 2R {(wk/,n,m ﬁwk,n,s)}

2
Kn,s

= §(k—kK)avrVeB X

o0

2w

(1.5.12)

o0 B I Ens— 5 (2n+3)
/ dge ‘ZQQ{{ aniy ! [4¢% = 3(2n + 3)] Hor*(g) +

2 2 m —Lop
4 |:1sw/1+8w (n+1):| {eB Ens—5(2 ""1)} [4q2 o 3<2n+ 1)] HnQ(q>}

[2n+1]

= 0,

que se anulan trivialmente puesto que tenemos la integral sobre toda la
recta real de una funcién impar de ¢, dado que las funciones de Hermite
tienen paridad bien definida [70].

Como hemos notado anteriormente, existe una indeterminacién de or-
den en la expresion del operador £, (1.5.9), puesto que los operadores en
el lado derecho de (1.5.2) no conmutan. Sin embargo, para cualquier or-
denamiento de los operadores que elijamos obtendremos una expresion
en el integrando del valor medio (¢ s, AHYr,,5) que serd impar en g,
resultando asi una correccion a primer orden perturbativo nula.

Por otra parte, es trivial demostrar que 1), = 0, siendo ¥ la solucién
asociada al modo cero dada en (1.2.49).

Por consiguiente, el término anisotrépico de la relacion de dispersion
(1.5.1) no produce correcciones al primer orden de la teorfa de pertur-
baciones en las autoenergias dadas por (1.2.57), donde la perturbacién
estd dada por AH, (1.5.6) (atin cuando tomemos cualquier otra permutaciéon
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de los factores en §) en la (1.5.9)). Esto significa que, en presencia de un
campo magnético constante ortogonal al plano, el espectro del Hamil-
toniano de nuestro modelo se mantiene estable ante perturbaciones que
rompen la simetria ante rotaciones como en (1.5.8).Por lo tanto, la conduc-
tividad Hall y la explicacion del efecto Hall cuantico entero anémalo basa-
da en nuestro modelo efectivo no resulta modificada, a primer orden en
teoria de perturbaciones, por el término anisétropo AH proveniente del
orden cuadrético en la relacion de dispersion originado en la interaccién
de primeros vecinos en la aproximacion de tight-binding.

1.6. Campo magnético y eléctrico cruzados

Consideremos ahora el caso en que no sélo estd presente un campo
magnético B uniformemente constante perpendicular al plano sino tam-
bién un campo eléctrico en la direccién de ;.

Bajo estas consideraciones, podemos escribir al campo electromagnético
A, como
A = Bl’l éQ, AO = —Eﬂfl, (161)

Entonces, el Hamiltoniano en el gauge de Coulomb resulta

(p—cA)?
2m

H= +ovpo-(p—eA)—eA. (1.6.2)

En el limite en que m — oo, podemos resolver la ecuacién de auto-
valores para campos magnético y eléctrico cruzados en términos de las
soluciones para el caso en que solo estéd presente un campo magnético per-
pendicular al plano del grafeno, empleando una pseudo transformacién
de Lorentz [71-73]. Sin embargo en nuestro modelo no relativista el térmi-
no cuadratico nos impide resolver el problema de esa manera.
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Observamos que, para estos campos, el Hamiltoniano asociado (1.6.2)
es independiente de la coordenada z,. En otras palabras, resulta invari-
ante ante traslaciones en esta direccién, por lo cual proponemos la misma
clase de soluciones que para el caso en que el campo eléctrico estd ausente,

\I/(X) _ erkza 90(1‘1)

Ton , de modo que la ecuacién de autovalores se reduce
x(z1)

al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas

( k 2
( p12 + (63)2 (xl — E)
= 2muvp | p1 +eB |11 — — X,
eB

k)2
p12 + (GB)Q (xl — e_B>
= —2muv —weB | x — ﬁ
\ = F\P1 1 B @

donde \ = 2mé& en unidades naturales.

— A+ 2meEx1> =

(1.6.3)

— A+ 2meEx1> X =

Al igual que en el caso donde el campo eléctrico esta ausente, resulta
conveniente definir nuevas variables ¢ y su correspondiente variable con-
jugada p de la siguiente manera

q::\/e_B[ml—i+m—E], p::—zgz(_z) 0 (1.6.4)

eB  eB2 dq VeB) O0x;
en términos de las cuales la ecuacion de autovalores se escribe como:
A E
2 2
- =9 —
{p +q GB] ¢(q) = 2w {[pHQ]vaFB} x(q),
(1.6.5)

{pae-Fhio-2p-a-w g,
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donde hemos definido

A= |22 2k

mE |mE
LIUTEN 16

y A =2mé.

Notamos que, para pequefios campos eléctricos, el dltimo término en el

lado derecho del sistema anterior (1.6.5) puede ser tratado como una per-
w?E
mvp B
funciones de ¢ que las obtenidas anteriormente (1.2.29), con la diferencia

turbacion ( > o, del Hamiltoniano cuyas soluciones son las mismas

de que la posicién de equilibrio del oscilador arménico en la direcciéon x;
(_ mE

eB?
cero perturbativo estdn dadas por la ecuacion (1.2.57) pero corridas en una

cantidad £ [k — ZL].

estd desplazada en una cantidad ). Asimismo, las energfas a orden

Por otro lado, como la perturbacién es proporcional a o,, entonces la
primera correccion a las energias es nula, puesto que las funciones de Her-
mite son ortogonales entre si, (1.2.29). Entonces, el efecto de considerar un
campo eléctrico ortogonal al campo magnético, solo produce un corrim-
iento rigido del espectro correspondiente a A, = 0, al menos a primero
orden en teoria de perturbaciones en el pardmetro (E/vpB).



Capitulo 2

Aplicaciones de nuestro Modelo

2.1. Introduccion

Desde la sintetizaciéon del grafeno en el laboratorio [28] y sus posi-
bles aplicaciones a dispositivos electrénicos, numerosas investigaciones se
han enfocado en las propiedades electrénicas de este material bidimensio-
nal. Se sabe que las propiedades electrénicas de tranporte y mecanicas
del grafeno pueden cambiar en presencia de defectos en la red, de hecho
las consecuencias de la presencia de defectos en grafeno ya habian sido
analizadas antes de su sintetizacion [75]. Las propiedades electrénicas de
defectos topoldgicos en el grafeno han sido ampliamente estudiadas en la
literatura a través de métodos numéricos [76-78], encontrando que estos
defectos inducen una inhomogeneidad de carga en las muestras con pa-
trones caracteristicos, lo cuales pueden ser observados a través de medi-
das efectuadas por el Microscopio de Efecto Ttinel(STM), y de Microscopio
de Fuerza Electrostatica (EFM).

En presencia de defectos topolégicos, la topologia de la red del grafeno
cambia, afectando asi sus propiedades globales. De entre los defectos to-
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polégicos se pueden mencionar las disclinaciones (relacionados a la intro-
duccién de pentdgonos o heptdgonos en la red) o las dislocaciones (rela-
cionados a la introduccién de pares de pentagonos-heptdgonos en la red
del grafeno). Queremos remarcar el hecho de que en el limite continuo el
material es descrito por una variedad donde la curvatura estd asociada a
las disclinaciones y la torsién a las dislocaciones en el medio [32].

Una manera natural de producir una curvatura local en la red del gra-
feno es sustituyendo algunos hexdgonos por pentdgonos (que producen
curvatura positiva) o heptdgonos (curvatura negativa). En el limite contin-
uo, podemos sustituir un pentagono en la red por un flujo magnético ficti-
cio localizado en ese mismo punto, en otras palabras podemos modelar un
pentdgono en la red mediante un flujo singular del tipo Bohm-Aharonov.
En estas condiciones, podemos ajustar el flujo del campo de manera tal que
la fase adquirida por el espinor cuando da una vuelta alrededor del flujo
singular sea la misma que la inducida cuando se da una vuelta alrededor
del pentdgono. Este procedimiento tiene la ventaja de ser facilmente gener-
alizado a defectos conicos de un dngulo de apertura arbitrario. En el labo-
ratorio podemos obtener la anterior configuracién de campo magnético al
poner un superconductor tipo-II sobre una capa de grafeno o bien utilizan-
do heterojunciones (interfases) semiconductoras que contienen un gas de
electrones bidimensional (2DEG) [54,79-83].Teniendo en cuenta lo anteri-
ormente dicho, estudiaremos en la primera parte de este capitulo la mod-
ificacién del espectro de nuestro modelo efectivo, y consecuentemente de
la Conductividad Hall, debido a la presencia de un flujo singular ® en el
origen del plano.

Por otra parte, la sintetizacion experimental de este material ha dado
impulso a la consideracién y estudio de sus posibles aplicaciones préacti-
cas. En el marco de la teoria lineal para las fluctuaciones alrededor de los
puntos de Dirac, en la cual los electrones son descritos como fermiones de
Dirac no masivos, y empleando métodos propios de la teoria cudntica de
campos [73,84, 85], se ha establecido la ausencia de gap en muestras de
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tamafio infinito de este material bidimensional (esto se debe a que las ban-
das de conduccion y de valencia, las cuales tienen la forma de un par de
conos invertidos, se encuentran en un solo punto £ = 0 en el espacio de
momentos), asi como la existencia de una conductividad minima no nula,
caracteristicas que constituyen un obstaculo para el empleo del grafeno en
dispositivos electrénicos.

Experimentalmente se encontré un modo inusual de controlar la den-
sidad de portadores en el grafeno. Al aplicar un gate voltage (compuerta
de tensién) positivo al grafeno los electrones son atraidos, de manera que
la energia de Fermi pertenece a las bandas de energias positivas, £ > 0,
que corresponde a las bandas de conduccién del material. A medida que
el potencial de gate disminuye, la densidad de electrones decrece, pero
la conductancia no se anula para £ = 0 (como sucede para un semi-
conductor normal), hasta alcanzar un valor minimo comparable a la con-
ductancia cuantica e?/h. A medida que el potencial se hace cada vez mas
negativo, la conductancia aumenta de nuevo, puesto que los huecos son
atraidos [28,47]. En el grafeno, la ausencia de un gap de energia imposi-
bilita reducir la concentracién de portadores completamente y producir
una conductancia nula. Esto nos conduce a buscar nuevos caminos para
poder aplicar este nuevo material a la fabricacién de transistores. En ese
contexto, han tenido lugar un gran ntiimero de estudios que consideran
la posibilidad de abrir y controlar un gap de energia en el grafeno, por
ejemplo, en muestras de tamafio finito como nanodots y nanoribbons.En
efecto, existen medidas experimentales de la conductividad eléctrica en
dispositivos basados en grafeno que muestran la existencia de un gap bajo
ciertas condiciones [86-89], en particular se encontré que para discos de
tamafio < 100nm se pudo alcanzar regimenes donde los picos de conduc-
tancia dejan de ser periédicos, los cuales son controlados por la energia
de los electrones atrapados dentro del disco [90] . De hecho, en el mode-
lo efectivo descrito en el Capitulo 1 de esta tesis [93] hemos visto que la
aplicacién de un campo magnético B perpendicular al plano del sistema
remueve los modos cero del modelo lineal llevando al estado fundamental
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a una energia proporcional a B, & = |eB/2m]|.

A diferencia del caso usual de semiconductores, en el limite continuo
de la teoria de Dirac, el confinamiento de los portadores de carga a una re-
gion finita no puede ser modelada por la condicién de que los campos en
el borde se anulen (condiciones Dirichlet). En la referencia [91] los autores
encontraron que de entre el conjunto de condiciones de contorno que ha-
cen autoadjunto al correspondiente Hamiltoniano, las condiciones de con-
torno conocidas como del MIT [97] son buenas candidatas para reproducir
los resultados experimentales.

Bajo estas condiciones, estudiaremos en la segunda parte de este capitu-
lo el problema de autovalores del Hamiltoniano efectivo que describe el
movimiento de estas particulas confinadas a un disco €2 de radio R en
presencia de un campo magnético uniformemente constante y perpendi-
cular al disco.

2.2. Potencial singular del tipo Bohm-Aharonov

En este capitulo volvemos a considerar el Hamiltoniano de nuestro
modelo efectivo en presencia de un campo magnético externo,
(p — 9A)2 + 262

H = = topo- (p . ZA) 2.2.1)

1 oy e et e

y queremos estudiar el caso de un campo magnético uniforme y constante
perpendicular al plano, By, y de un flujo magnético singular de Bohm-
Aharonov, ®, también perpendicular al plano.

En el gauge de Coulomb, podemos dar a nuestro problema simetria



2.2 Potencial singular del tipo Bohm-Aharonov 64

cilindrica, de modo de escribir:

BUT (I) a N
A(r) = (T + %) o =A(r)p (2.2.2)
- 1
V = 70, + ;g?) Oy (2.2.3)
1 1
V2 = 9P+ ;ar + ﬁaf, (2.2.4)

El Hamiltoniano (2.2.1) se escribe entonces como:

2m 1 1 e 1 e?
ﬁH = = {83 + ;87' + ﬁai - 2ZC_hA<7’);8<p T2 h2A(T>2} 1,
(2.2.5)
210 R 20 /1 e
0= oo ([0 + pA)

separdndose de esta forma en una parte diagonal (los términos en la primera
linea) y otra anti-diagonal (los de la segunda linea), puesto que

R 0 e% R 0 —we¥ P
o-T:=0,= , o-p=0,= = 0,0,
e 0 v v e’ 0 v

(2.2.6)

Dado que el potencial vector es sélo funcién de r y que nuestro Hamil-
toniano tiene simetria cilindrica, resulta inmediato verificar que H conmu-
ta con un momento angular total definido como

h h
J=L+ 50’3 = —zh@w -+ 50’3 s (227)

de donde resulta que

[, pi| = theipr [, x;] = whegay [J, 0:] = hegoy
(2.2.8)
[J,A(r)] = —hA(r) (cosgp% + sin gpj) ,
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Como el Hamiltoniano conmuta con J, esos operadores tienen una
base de autofunciones en comtn y, por lo tanto, el Hamiltoniano deja in-
variantes a los subespacios de la forma:

H, = {\Ifl(r, Q) = ( ezglj)ﬁlgzr) ) | o1(r) , x1(r) € Ly (R*;rdr)}
(2.2.9)

Sefialemos que estas funciones de onda deben representar estados fer-
mionicos, por lo que resulta necesario que [ € Z de manera que, ante una
rotacion en 27 generada por J, la funcién de onda cambie de signo.

Sobre estos subespacios la ecuacién de autovalores, HV(r,¢) =
E(r,¢), se reduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden acopladas:

1 | B ed 1)°
_ J_2_ = R U Sl
0 = { o rar+<7" 2ch 207rh7") )\}qﬁl(r)

20 , 20 [ eBy ed 1 [+1
_?Xl(m—i_? 20hr+ 2crhr xi(r)
(2.2.10)
1 I+1 eBy e® 1\°
0 = {=0*>==0, — — =) =
{ "o +( r 2¢h 267Th7‘> }Xl(r)
20 20 [ eBy ed 1 I
TR A (m” Yenhr ;) ),
donde hemos llamado
2mkE,
A= % (2.2.11)
siendo E; la energia asociada al estado ¥,(r, ¢).
Si ahora definimos:
P B
‘ Bi= 2 (2.2.12)
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el sistema de ecuaciones diferenciales acoplados (2.2.10) se reescribe como:

r

j?{ﬁm+<hé;ﬁ_m)mm}

[+1—«
r

_% {¢;(r) - (l_Ta - BT) cbz(r)}

el cual también puede expresarse como

—(A=28)pu(r) =

o) = o) =404 (20 o) i

(2.2.13)

Ma(r) = —=xj(r) — Xgir) +< ﬁ?“) xa(r)

<&« + ftl-a —ﬁ?‘) {(& — Z_Ta +57“) ou(r) + %)@(T)}

(2.2.14)
—(A+28)x(r) =

<8r — Z_Ta + ﬁ'r) {(& pllza ﬁr) xi(r) + 2—;9@(7”)}

r

Debido a la estructura de éstas ecuaciones podemos elegir desarrollar
las soluciones en términos del conjunto completo de autofunciones del
operador diferencial hermitico de segundo orden:

2
5:—@%%@+(%3—&), (2.2.15)
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definido sobre el conjunto de funciones de L, (R*; 7 dr) con derivadas se-
gundas continuas y que satisfacen las condiciones de Dirichlet en el origen
y para todo .

Entonces resolveremos, primeramente, el siguiente problema de auto-
valores:

(5= Xo) tu(r) =0, (2.2.16)

Observamos que para obtener la solucién asociada a y;(r), basta con
tomar la ecuacion diferencial (2.2.16) y reemplazar [ — [+1y ¢;(r) — xu(7).

Vamos a resolver, por lo tanto, la siguiente ecuacién diferencial:

| —«

2
-1+ (S0 =) et —ae =0 @21)

Si definimos v := |l — a| y proponemos una solucién a la ecuacién ho-
mogénea (2.2.17) de la forma:

oi(r) ~ 5 1 f (Br?) (2.2.18)

la ecuacion diferencial para ¢;(r) se reduce a la siguiente ecuacién diferen-
cial para la funcién f (3r?):

0=03r2f"(6r%) + f (Br?) (v +1 - pr?) —
(2.2.19)

W+ 1) — Mo+ 280 —a))\ . ;.
_< 1 )WT)
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de manera que, identificando

26 (v +1) — (Ao + 28 (1 — a))
45
b = v+1 (2.2.20)

z = Or?,

a =

obtenemos la ecuacién de Kummer [70], cuyas soluciones linealmente in-
dependientes son M (a, b, z) y U (a, b, z).

Al requerir que las soluciones sean de cuadrado integrable y regulares
en el origen obtenemos que el pardmetro a debe ser un entero negativo,
es decir a = —n,n € N. Pero de ser éste el caso, se tiene que las funciones
M (a, b, z) y U (a, b, z) resultan linealmente dependientes y, por lo tanto,
la solucién del problema (2.2.16) es:

Br?

G (r)=e"2r"U(—n,v+1,2). (2.2.21)

Recordando que el pardmetro a estd definido a través de la ecuacion
(2.2.20) y dado que a = —n,n € N, obtenemos la siguiente expresion para
/\02

X=202n+14+|l—a|—-(1—-0a)} (2.2.22)

De manera similar obtenemos la solucién para y;(r).

A partir de las siguientes relaciones de recurrencia, derivadas de rela-
ciones de recurrencia conocidas [70]:

0 = U(a—1,b—-1,2)+(b—-1)U(a,b,2z) —zU (a,b+1,2)
(2.2.23)
0 = b—1)U(a,b,2)—azU(a+1,b+1,2)+(1+a—-0b)U(a,b—1,2);
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de la expresién dada anteriormente para )\, (2.2.22), y suponiendo ademas
que el pardmetro « satisface 0 < o < 1, podemos observar que las solu-
ciones del sistema de ecuaciones diferenciales acopladas (2.2.13) se divi-
den, segtin el momento angular /, de la siguiente manera:

» Sil > 1,1 € Z tenemos las siguientes soluciones

Sru(r) = Ae TP U (—(n+1),1—a+1,57)  (2.224)

X1(r) = Cle’%r”l’aU (—n, l+1) —a+1, BTQ) , (2.2.25)

siendo U (a, b, ) las funcién Hipergeométrica de Kummer [70,92]. De
manera que la ecuacién de autovalores 2.2.16 y la correspondiente
ecuacion para x;(r) se reducen a:

Do(r) = 28020+ 3)p1(r)

(2.2.26)
Ox(r) = 2802n+1)x1(r)
» Si, en cambio, [ < 0,] € Z las soluciones son:
$ou(r) = Bie 71U (—=n,a — 1+ 1, 3r°) (2.2.27)

Xou(r) = Diem T U (—n o — (14 1) + 1, 8r%) (2.2.28)
tales que la ecuacion de autovalores se reducen, en cada caso, a:

NPai(r) = 2682 —1+ )+ 1)pa,(r)
(2.2.29)

Axeu(r) = 262Mn—(1+1) 4+ a)+ 1)x2u(r)
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Teniendo en cuenta las relaciones de recurrencia (2.2.23) podemos es-

cribir:
/ [ -« Al
¢h(r) — (T - ﬁT) $1,0(r) = 2B(n + 1)5[)(171(7“) (2.2.30)
g [+1 C
Xoa(r) + (¥ — 67") xui(r) = —2X§¢1,l(r) . (2.2.31)

y similarmente

| —

@, (1) — (Ta - Br) P2,1(r) =2(a — 1 + n)%xz,l(r) (2.2.32)

Xa,i(1) + (Hl%a - ﬁr) x2u(r) = —25%@,;(7“) . (2.2.33)

vemos que con esas funciones el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas
se reduce a un sistema algebraico. De ese modo tenemos:

» Sil > 1,l € Z, el sistema algebraico resulta:

B (4n+6) — A 49 A\ (0
<—4z%ﬁ(n+1) 6(4n+g)—)\><cl>_<0> (2.2.34)

Al imponer la condicién de que la solucién debe ser no trivial, obten-

emos:
A, =40 +1i1 1+4—92(n+1) (2.2.35)
n, — n 2 /8 h2 o hmo
Si definimos las siguientes constantes adimensionales:
s = =1
(2.2.36)
0 mup
z = =

hm vﬁeBo’
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y recordando la relacién de A con la energia, dada por la expresiéon
(2.2.11), podemos escribir a la energia de la siguiente manera:

En = ﬁvF\/Qﬁ%{n+1+§\/l+822 (n+1)} (2.2.37)

de donde resulta evidente que, en el presente caso, las energias son
independientes tanto del momento angular como del flujo singular.
Por lo tanto, para [ > 1, el sistema tiene degeneracién infinita en
la energia, al igual que lo que ocurre en ausencia del potencial de
Bohm-Aharonov [93]. Esta es la situacion tipica del problema de Lan-
dau.

Los coeficientes de la solucién del problema de autovalores de en-
ergia para los subespacios con momento angular [ > 1, satisfacen:

QZZ\/B<1—3\/1+8z2(n+1)> (2.238)

A 2\/52

Entonces, las autofunciones del Hamiltoniano en cada subespacio
invariante H; con [ > 1 son de la forma
vl R
Uy (r,p) =A, 1 se e 27 r'mx
U(—(n+1),l+1—a,5r%
Z\/B (1—5\/1+8z2(n+1)> e rlU (—n,l — a4+ 275742)

2v2z

(2.2.39)

con A, ; s una constante de normalizacién dada por:
2
Bi+1-a <\/1+822(n+1)+s/2> —1/4
An s —
. 27 (n+ D)IT(n+2+1—a) 1+822(n+1)
(2.2.40)

Al igual que en el capitulo anterior, podemos hacer un desarrollo de
las energias F,, ; para grandes valores de la constante adimensional
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z obtenemos

E,i = mm¢ﬁg{n+1+g¢r+&2m+1ﬁ

(2.2.41)
n+1 _9
= hvpy/26 <sy/2(n+1)+ . +0(z77)
» S5il <0,l € Z, el sistema algebraico resulta:
BAn+a—1)+2)—A\ 4,34 B\ (0
~41f (n+a-10) BAm+a—1)—2)— ) D] o0
(2.2.42)
de donde se obtienen los autovalores

An,l:45{n+a—z+g\/1+822(n+a—0}. (2.2.43)

Los correspondientes autovalores de energias son entonces

1 s

Bt = hoey/20- {n ta—l+5y/1+87 (n+a- zx}.z.44)

Observamos en esta expresion la dependencia de las energias respec-
to del momento angular [.Este es esencialmente el mismo espectro
de la ec. (2.2.37) pero con el parametro (entero) n reemplazado por
n+a— (4 1). Pero, a diferencia del caso anterior, aqui tenemos sélo
un ndmero finito de estados con la misma energia. En efecto, tenien-
do en cuenta que n > 0, paran’ = n—[ > 0 fijo vemos que los posibles
valoresdelson! = —n',1—n’,--- ,0, es decir, una degeneraciéon n'+1
finita.

Los coeficientes de las soluciones satisfacen:

Dy (1—5\/1+8z2(n+a—l)> (2.2.45)

E_ﬁ 2\/52
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de modo que las autofunciones para [ < 0 son

_B,2 _
Uy (r,9) = By, et ?e2m pom

rU(-n,a+1-1,877%)
Z (1_¢m> U (—n,a—1,5r2)

VB 2v2 2

(2.2.46)

donde la constante de normalizacién B, ; s esta dada por:
2
gira-t (VI+82(nra—1+s/2) —1/4
B pum
b 27nll(n+1+a—1) 1+822(n+a—1)
(2.2.47)

Por otro lado, si realizamos un desarrollo para valores grandes de z, las
energias para estos subespacios resultan

E,, = hvpm%{nqta—lqtg\/l—l—é%zz (n+oz—l)}
(2.2.48)
= hopy/206 {s\/2(n+a—l)+%a_l+0(z_2)}

Notese que, paran’ = n — [ dado, tenemos n — [ + 1 estados con s = +1
que tienen una energia ligeramente mayor que la del correspondiente niv-
el de Landau, mientras que para s = —1 hay la misma cantidad de estados
con energia ligeramente menor que la del nivel de Landau correspondi-
ente. Cabe sefialar que, en el limite termodindmico, la diferencia en un
numero finito de estados no modifica la densidad de estados del nivel de
Landau.

Queremos hacer las siguientes observaciones:
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Primeramente destacamos que, en ambos caso, las constantes de nor-
malizacién tienen dimensiones, esto sucede porque que las autofunciones
no fueron expresadas en términos de variables sin unidades.

Segundo, si comparamos con nuestro modelo efectivo para el grafeno
[93], descrito en el capitulo 1, vemos en aquel caso los autovalores de en-
ergia no distinguen entre valores positivos y negativos del momento angu-
lar de los estados en un dado nivel de Landau, mientras que en la situacién
actual, en presencia de un flujo singular, se mantiene una degeneracién
infinita en subespacios de momento angular [ > 1 pero se diferencia la
energia de un subespacio de dimensién finita con momento angular I < 0.
Eso se debe a la interaccién entre estos estados con momento angular neg-
ativo y el flujo magnético singular.

Ademas existe otra solucion del sistema acoplado (2.2.13) con [ > 1:

Bl—a—i—l 3 8.2 1
\IJO — vlp -« T 2.
1>1 \/WF(l—oz—l—l)e e 2 0 (2.2.49)

con una energia asociada

€B0

2mec
que es la mds préxima de cero, independiente de la velocidad de Fermi vy

Ey=h

(2.2.50)

y del flujo singular. Por lo tanto, este nivel de Landau no es sensible a la
aplicacion del flujo de Bohm-Aharonov.

Ahora que tenemos las autofunciones correctamente normalizadas, va-
mos a escribir la densidad de probabilidad para cada caso:

= paral >1
pisi(r o t) = Al €_ﬂr2{T2(l_a)U2(—(n—i-l),l—i-l—oz,ﬁrz)

n,l,s

(2.2.51)
2
4 ((15\/W) > P2 U2 (—n ] — o+ 2757“2)}

8 22
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= paral <0

plSO(Ta ¥, t) = Br2z,l7s eiﬂTQ {TQ(OHZ) U2 (_n ) l+a-l1 ,ﬂTQ)

(2.2.52)
—s 22 (n+a—l :
N ((1 ,/14:;; + )) ) F2a—(1+1)) 172 (—n, o — 1’5,,,2)}
= y para el nivel de Landau més préximo de cero (con ! > 1)
l—a+1
0 ﬁ 2(l—a) —B7r? 2253
plzl WF(Z—O&—{—l)T € ( ol )

A partir de la densidad de probabilidad podemos calcular el radio
cuadrético medio para cada estado de momento angular /, para lo cual
hacemos uso de las constantes A,,; , y de B,,; ;, dadas por las expresiones
(2.2.40) y (2.2.47), y de la relacién existente entre las funciones de Kum-
mer U(—n, o+ 1, z) y las funciones generalizadas de Laguerre L% (x), [70].

Obtenemos
= paral > 1
<7“2> = /p121<7”,(p,t)7"2d.’f
2
1 (\/1+822(n+1)+3/2> —1/4
T 28+ )T (I —a+n+2) 1+822(n+1)
/ {e—w 2 (1)1 (L3 (x)” (2.2.54)
0
2
(1—3\/1+822(n+1)>

+ e :L,l+2—an!2 (Lil-i—l—a(x))Q dr

8 22

5 S
- 6_30{4(n+1)+1+2<l—0‘”¢1+822(n+1)}
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= paral <0
<T‘2> = /pl§0<7’,(p,t)7’2df
2
nl <\/1+822(n+a—l)+5/2> —1/4
- 2T (=1l +n+1) 14+822(n+a—1)
/ {eman i (Le7! @) (2.2.55)
0
(1—3\/1+822(n—|—a—l))2
+ e ! (L;i‘_(l“)(x))2 dx

8 22

h 5
= —4dn+1+2(a—-1)+
GBO{ ( ) \/1+822(n+a—l)}

= y para el nivel préximo de cero (I > 1)

<T2>0 = /p?21(7“,(,0,t)7“2df

6l7a+1

— OO 2(l—a+1) —Br? drd
WF(l—oz—Fl)/O " © o rardy

1
— ml“(l —a+2) (2.2.56)
l—a+1
B

2h
- a1
eBO( a+1)

donde hemos usado la definicién de la funcién I'(z) y la de la con-
stante $ dada por (2.2.12).

Con las expresiones del radio cuadrado medio podemos calcular el flu-
jo medio del campo magnético uniforme encerrado por cada estado. Por ejem-
plo, para el estados en el nivel proximo de cero tenemos:

w (r?)’ By = @(z —a+1)By =

h
l— 1 2.2.57
o (1-a+1) (2257)

e
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que crece linealmente con (. Dividiendo por el cuanto de flujo magnético del
electron ¢g = hf [94] resulta que el nimero medio de cuantos encerrados
por estos estados (I > 1) crece linealmente como (I — a + 1).

Consideremos el primer nivel de Landau (E, = he By/2m). La ecuacion
(2.2.56) muestra que existen [ estados con radio cuadrado medio menor
o igual que el correspondiente a ese valor del momento angular (I’ =
1,---,1). Podemos entonces definir un ntimero de estados por unidad de

area como el cociente

[ [ eB
m (r2)° - 205 (| _ o4 1) - ho (1+0(1/1) (2.2.58)
e Bo

que en el limite termodindmico (I — oo) da una densidad de estados
. GBO . BO
h g0

B (2.2.59)

de acuerdo con el resultado usual.

Un célculo similar puede hacerse para los demds niveles de Landau
empleando el resultado de la ecuacién (2.2.54), con idéntico resultado para
la densidad en el limite termodindmico. Recordemos que los demaés esta-
dos, con I < 0, sélo contribuyen a niveles con degeneracion finita y, por lo
tanto, corresponden a una densidad de estados nula en ese limite.

Desde luego que la aplicacion de estos resultados al modelo efectivo
de grafeno requeriria considerar m < 0 e incorporar la contribucién del
segundo punto de Dirac mediante la transformacién unitaria descrita por
las ecuaciones (1.3.33), (1.3.36) y (1.3.37). Dado que la introduccién de un
flujo magnético singular no cambia cualitativamente las propiedades del
modelo, no continuaremos aqui con ese analisis.

Por ultimo cabe destacar que si resolvemos el problema anterior en
ausencia del flujo singular, ® = 0, obtenemos que las energias se escriben:

m Sil >0, [ € Z tenemos
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E,. = hvp\/%%{n+1+g\/l+8z (n+1)}

en coincidencia con el problema resuelto para el flujo singular @,
(2.2.37).

= Mientras que paral < 0, [ € Z obtenemos:
1
E,.. = hvp\/20- {n—l—!— %\/1 + 8z (n— l)}
z

Vemos que podemos obtener esta expresion con sélo tomar el limite
a — 0 a partir de la expresion (2.2.44).

2.3. Problema en el Disco

En esta seccién nos interesaremos por resolver el problema de auto-
valores asociado al movimiento de una particula de masa m y carga e no
relativista acoplada minimamente a un campo magnético y uniforme per-
pendicular al plano, confinada a moverse dentro de un disco 2 de radio
R.

Al igual que en el caso anterior, el Hamiltoniano esta dado por (2.2.5),
donde el potencial vector correspondiente al campo magnético uniforme
perpendicular al disco €2 es

Bxr DBr | .

B=Bp=VxA, A:

Como anteriormente hemos mencionado, el Hamiltoniano deja invari-
ante a los subespacios (2.2.9), por lo cual la ecuacién de autovalores se
reduce al sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas
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(2.2.13), para el caso o = 0. Esto nos permite seguir la metodologia del caso
anterior y desarrollar a las soluciones en términos del conjunto completo
de autofunciones de un operador diferencial hermitico de segundo orden
de la forma

, 1 l ?
.6 = —@T - ; ar + ; - ﬁ’l“ ) (232)

definido sobre un dominio de funciones en Ly (R*;r dr) que satisfacen,
para cada [, condiciones de regularidad en el origen y ciertas condiciones
de contorno en r = R a determinar. En ese sentido, consideraremos sélo
condiciones de contorno que respetan la simetria cilindrica del gauge elegi-
do.

Destacamos nuevamente que el operador relevante para y;(r) puede
ser obtenido a partir del correspondiente a ¢;(r) con sélo cambiar [ — [+1,
por lo cual nos remitimos primeramente el siguiente problema:

0 = (95— Xo)du(r) (2.3.3)
= o) = 1ol + (- 5r) e = doar(r),

para subespacios de momento angular [ # 0.

Alimponer a ¢;(r) la condicién de regularidad en el origen, la solucién
de la ecuacién (2.3.3) resultar ser:

1,,2
¢u(r) = A 67577”11;&0—2% (5 7’2) (2.3.4)
13

donde los L%(z) son los polinomios generalizados de Laguerre [70], que
estdn relacionados con las funciones de Kummer. En efecto las funciones
generalizadas de Laguerre, para cualquier valor de v, son una notacién
alternativa para las funciones hipergeométricas confluentes, [95]:

Lo(x) = ﬁM(—y,a +1,2) (2.3.5)
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Para hallar las soluciones de 0 = () — 7o) x:(r), basta con observar la
parte diagonal del sistema de ecuaciones diferenciales acopladas (2.2.13) y
reconocer que ambas estan relacionadas a través del cambio ! — [ + 1. Por
lo tanto: ,

xi(r) = B e_ﬁTrrlHLl:g{% (ﬁ 7“2) (2.3.6)

48

El paso siguiente es mostrar que estas soluciones de (2.3.4) ((2.3.6)) son
Unicas para cada Ay (79) y las condiciones impuestas.

Ya hemos mencionado anteriormente que otra solucién de la ecuaciéon
de autovalores 0 = () — \g) ¢(r) es:

ou(r) ~ 6_552 r'U (— Ao 4_ﬁ26 A+1,(8 T2)) (2.3.7)

cuyo comportamiento en el origen estd dado por:

I'(0) . T(=D

+ 0 (r?) (2.3.8)

A esta soluciéon debemos imponerle la condicién de regularidad en el ori-
gen. Entonces:

= Sil > 0,l € Z, entonces el término r! resulta de cuadrado integrable

en el origen puesto que 2L + 1 > —1, pero el término proporcional a

28—Xo
43

= —n, n € N. Es decir, esta solucion es de cuadrado

7~ no lo es a menos que I < ) sea divergente. Si éste es el caso,

28=2o
43
integrable en el origen s6lo para ciertos valores del pardametro A,

entonces

pero en esos casos se satisface la siguiente relacién [70]:

U(—n,l+1,(87%)=(-1)"(n)! L, (8r%) (2.3.9)

por lo que ambas soluciones resultan linealmente dependientes.
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» Si, en cambio, [ < 0,1 € Z, el término proporcional a r~' resulta de

cuadrado integrable en el origen pero el asociado a 7' no, a menos

26-Xo 28-Xo _
48 46

[l = —m, m € N. Nuevamente, la segunda solucién es de cuadrado

integrable en el origen sélo para ciertos valores de )y, 22 4?0 = —(m+

que I' ( - l) sea divergente, lo que nos conduce a que

|l]), para los cuales se tiene que [70]:

U (=(m+ 1) 1= 1] . (572)) = (=)™ (m)! (8r%)" LI (8+2) .
(2.3.10)
resultando ambas soluciones, también en este caso, linealmente de-

pendientes.

Del anélisis anterior concluimos que las soluciones al problema de au-
tovalores para el Hamiltoniano (2.2.5) pueden ser expresadas en términos
de las Funciones de Laguerre Generalizadas. Ahora hay que hallar un conjun-
to de condiciones de contorno locales en 7 = R que hagan autoadjunto al
Hamiltoniano del problema, de modo de obtener un conjunto completo de
soluciones de la ecuacion de autovalores (2.3.2).

Retomando nuestro cdlculo, debemos ahora considerar los términos de
acoplamiento del sistema (2.2.13), para el caso en que a = 0, que son de la
forma:

o= (F-or)|o) v o (B =)

A partir de las siguientes relaciones de recurrencia [70,95]:

d
LI = L)

(2.3.11)
0 = (b—x) Lo(x) —x Lyt (2) — (a+ 1) Logh (o)
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y de los Ansatz para ¢;(r) y xi(r) en (2.3.4) y(2.3.6) encontramos que:

[ar—(é—ﬂr)%(r) = —2pAe T L L (877)
- (2.3.12)

8 =

Entonces, si recordamos que $¢;(r) = Ao¢i(r), y similarmente para x;(r),

es facil mostrar que nuestro sistema de ecuaciones diferenciales de segun-
do orden acopladas se reduce a

0 = (M—A)Ae 27’LA0 29 (Br?)

—4?_L( 4ﬂ2ﬂ >Ble 227“L70 29, (ﬁr)

(2.3.13)
0 = (—A)Be k3 HlLle (87%)

+4Z—ﬁAle T l+1Ll):;12B (ﬁ?")

Esas igualdades s6lo pueden ser satisfechas si se identifican los indices

de las funciones generalizadas de Laguerre que en ellas aparecen, 22 ;ﬁ =
oo w + 1, lo que nos conduce a la relacién
Yo = Ao — 40 (2.3.14)

con lo cual el sistema de ecuaciones (2.3.13) se reduce a un sistema
algebraico

Xo— ) —di— 0_25>
Do =) Zh< 45 <A1>:o (2.3.15)
L=B  (No—48—N)
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La existencia de soluciones no triviales de este sistema algebraico con-

duce a soluciones no triviales del sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden acopladas. La condicién

ar| Y _4Z% (AO_%) | =

40

(2.3.16)
~ o= 0a—15 -3 - 08 (222 o

h? 4
implica para A

)\:4ﬁ{<)\04_ﬂ2ﬁ)+§\/1+8z2 (AO_%)}, (2.3.17)

40

donde hemos definido s = +1 y al constante adimensional z :=
25 aligual que antes.

hv2/3

Con esta expresion para )\, obtenemos que los coeficientes de las com-
ponentes de V,(r, [) satisfacen la siguiente relacién:

B V20 4 Ao =268\ .
E__Z 4z ()\0_26){1+5\/1+8z2( )}_._ijl’

4p

(2.3.18)

Ahora estudiaremos el caso particular en que | = 0. En este caso nues-
tras autofunciones tienen la forma:

To(r, ) = ( elf;(&)r) ) (2.3.19)

tal como antes ¢o(r), xo(r) € Lo (R*;7dr). De modo que el problema de
autovalores HV(r, p) = EyW(r, ¢) se reduce a resolver el siguiente sis-



2.3 Problema en el Disco 84

tema de ecuaciones diferenciales acopladas:

o = {ror- Lot oot -2 {o+ (2 50) bt

(2.3.20)

2
0 = {—63 - %ar + (% - ﬁr) - A} Xo(r) — 2%9 {0, + Br} ¢o(r),

donde hemos definido A y 3 segtin (2.2.11) y (2.2.12), respectivamente.

Podemos reescribir al anterior sistema de la siguiente manera:

0 = o+ (3-or) [ {100+ 50 outr) + Fnatr)

,
+ (A —=20) ¢o(r)
(2.321)

0 = (9, +pr) { [& + G - 67”)] Xo(r) + %cbo(r)}

+ (A +28) xo(r)

que no es mds que el sistema (2.2.14) para el caso particularen quel =0y
a = 0, cuya solucién regular es:

52 ApLi—2s (B77)
48

2.3.22
e Byr Ll”ojg% (ﬂ 7"2) ( )

de manera que, utilizando las relaciones de recurrencia (2.3.11), el sis-
tema de ecuaciones (2.3.21) se reduce al sistema de ecuaciones algebraicas

(2.3.15) al identificarse /\04_/@% = 704_525 + 1. Esto nos permite concluir que el

caso particular en que [ = 0 puede ser incluido en el andlisis anterior.

Entonces Vi € Z obtenemos para las autofunciones ¥, (r, [), pertenecientes
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a los subespacios H,

2
\Ijl( ) Ale 2 e”‘P'r’lx

Llf\ofw (ﬁ TQ)
I

B

o () [res fress () e, o)
(2.3.23)

siendo A; la constante de normalizacion de la autofuncién.

Recordemos que ) y la energia E estdn relacionadas a través de (2.2.11),
por lo cual podemos reescribir (2.3.17) en términos de la energia £ de la
siguiente manera:

El—h\/_ﬁvp—{<%) 2\/1+8 2 (A04—52ﬁ>}’ (2.3.24)

Queremos destacar que la energia depende de )\, pardmetro cuyos val-

ores deben ser determinados mediante la imposicién de condiciones de
contorno adecuadas enr = R.

A partir de las relaciones de recurrencia (2.3.11), podemos escribir para
las soluciones encontradas mediante nuestro Ansatz

{(o- ()Y 2 2wt} =0
Lo (5 -0m) Jur sz (272 manf <o

con k; definida en (2.3.18).

(2.3.25)

Teniendo en cuenta las expresiones para o, y o,, la anterior expresién
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puede ser escrita como

{8r12 + (%8@—1—67“) o3 +1 |:kl ()\04—;5) + gj oy

) Lo o

la cual debe satisfacerse para todo r € [0, R].

(2.3.26)

Para determinar la condicién de borde debemos requerir, como es bien
sabido, que nuestro Hamiltoniano (2.2.5) sea autoadjunto. Para esto calcu-
lamos el siguiente producto interno,

e fe

2
(U, 2mH®) — /qﬁ [—A+225A~V+<—A> —2290-V—2—0-A}<1>d2r

h h h h?

= /V {—qﬁ (V) + 22%\IJTA<I> — 22%1%@ + (V) q)} d*r

+ / {— (W) @ — 2 (V) AD + ! (%A)Q o

0 et 9
+2i (VI od — 2ﬁqﬁa : A\If} d’r

(2.3.27)

- ]{ {(W)T & — Ut (VD) + 20 (cA — bo) @} .ds+ (2mHV, D)
20 h

De eso se desprende que el término de borde debe anularse para que el
Hamiltoniano sea autoadjunto, lo quiere decir que sobre el disco de radio
R debe satisfacerse la siguiente condicién para todo par de funciones ¥, ¢
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en su dominio:

0 = 7(499 {(V\p)*@ —H (Vo) + %\Iﬁ (eA—ea)cp} - ds

2 T
= R/ {({f&,—i—lgﬁ@w}@)  — vl {f&n+1¢8¢,}q>
0 r T

—F%\IfT (eA(r)p —0o) <I>} 7 dy

27
= R / {(@\P)T o — v (9,9) - 27,%@0@} dp (2.3.28)
0

- R/OQW {(8»11)* D+ %\Iﬁ (—10,) ® — W <(9T<I> + % (zar)> @} d

2 0 T 0
= R/ (&\If + ZEOT\IJ> o — Pl (87@ + zﬁarq)) de
0

Esta condicion, a ser satisfecha sobre el borde, nos conduce al reque-
rimiento de que el operador 9,1, + 120, aplicado sobre funciones en el
dominio de H y en el limite r — R debe ser equivalente a la aplicaciéon de
un operador autoadjunto sobre sus valores de borde.

La condicién anterior puede escribirse de la siguiente manera

| o
0= VARG RO 72 2.3.29

Es decir, sobre las funciones en el dominio del operador /, la condicién
anterior se traduce a la biisqueda de un operador de proyeccién P sobre
el espacio de valores de borde de las autofunciones de H tal que

P P
(2)-r( ) -
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y que satisfaga

9,0
p—p  pi| 27 2)p_y (2.3.31)
1, 0
es decir,
— %85, 1 _
pt R ) P (2.3.32)
1, 0

siendo P el operador de proyeccién sobre el complemento ortogonal del
subespacio sobre el cual proyecta Py M cierta matriz.

No vamos a buscar aqui la solucién mds general de ese problema. Da-
do que en nuestro caso disponemos de un conjunto de soluciones de la
ecuacion diferencial de autovalores para nuestro Hamiltoniano H, vamos
a verificar si esas soluciones satisfacen la condicién (2.3.28). A tal fin ree-
scribiremos esta condicién en funcién de las propiedades de esas solu-
ciones, para lo cual de la ecuacién (2.3.26) podemos despejar la derivada
0, de las autofunciones en H; obteniendo asi la relacién

0 Ao — 2
arq)—l—zﬁarcb = {— <£a¢+ﬁr>03_[k(o4—ﬁﬁ)_§} o

(2.3.33)
0 Ao—28\ B
i () g

Observamos que el primer y segundo término del lado derecho de la
igualdad anterior corresponden a operadores autoadjuntos sobre el espa-
cio de valores de borde, mientras que el término proporcional a 20, no lo
es. Entonces, la ecuacion (2.3.28) se puede reescribir de la siguiente manera
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para las autofunciones de H en 'H,
2m 0 Mo — 213 3 f
0o - rf {({ﬁ—k( ) -1]a) e
0 Xo—20 g
gt Z_ 0 _ =
v (z lh kl( 15 ) kl:| O'T) @}dgp (2.3.34)

B 0 Ao —20 16 2m
= —QZR|:ﬁ—k’l( 15 )—E}/O Ulo, ddp

Por lo tanto, podemos imponer sobre las autofunciones del Hamilto-
niano (2.2.5) condiciones de contorno de la forma:

PU =V (2.3.35)
donde P es un operador de proyeccion que satisface
o,P = Plo,. (2.3.36)

tal que P es el proyector sobre el complemento ortogonal en el espacio de
los valores del borde. Por lo tanto,

27 27 2T
/ doUlo,® = / do Vo, PO = / d (F\I:)* o, ®=0. (23.37)
0 0 0

Ese operador puede ser escrito de manera general en términos de 1,,
0,y 03 COMO

p- (12 i “ i ”U3> , (2.3.38)

con u,v € Ry tales que u? + v? = 1, de modo que podemos escribir estas
variables en términos de un pardmetro +y de la siguiente manera: u = sin~y
y v = cos 7, de esta manera la condicién P®; = 0 se escribe como

1( 1+ cos —ze_wSiIl’}/> < 6”‘/’¢Z<R) > —0 (2.3.39)

2\ we¥siny  1—cosy e’ ey (R)
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Observemos que esta condicién de contorno es similar a la de Berry-
Mondragon [96], la que fue desarrollada al considerar fermiones localiza-
dos en una regién compacta debido al confinamiento producido por un
potencial infinito. Ellas implican un flujo de corriente nulo en la direccién
perpendicular al borde y constituyen el andlogo en 2 + 1 dimensiones de
las llamadas condiciones del MIT, obtenidas al introducir un confinamien-
to efectivo en la QCD en 3 + 1 dimensiones mediante el modelo de la bol-
sa [97].

En cada subespacio invariante las condiciones de contorno obtenidas
se escriben como

(1 + cosy) e gy(R) —1e~ ¥ sinye' 1D\ (R) =0, (2.3.40)
0, equivalentemente,

1e'"0% sinygy(R) + (1 = cosy)e ™o (r) = 0, (2.3.41)

Considerando las expresiones de ¢;(r) y x;(r) halladas en (2.3.23), estas
condiciones se reducen a

0 = (1+cosy)Lh, 25 (BR?)
BT

(2.3.42)
. N2B ( 4p 2 ((Ao—28 I+1 2
—sin - (i) sy 182 (B) P RIS, (OF)
6, equivalentemente, a
O = Sin '}/Llefzg (ﬂ RQ)
aEYon
(2.3.43)
V20 ( 4p 2 ((Ao—28 I+1 2
_(1—COS’7>? (m) 1+s4/14+82 <04—5> RLAOIBQB_l (ﬁR )

Utilizando identidades trigonométricas conocidas podemos escribir a
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las anteriores condiciones, equivalentes entre si, de la siguiente manera:

. 2 (5i5) {1 +s \/1 gz (220 } RLYL, | (3F)

2 LY, .5 (BR?)
1B

=0

cot

(2.3.44)

Es decir, dado un valor de v, que corresponde a una de las condiciones
de contorno de la familia de condiciones considerada, podemos encontrar
los valores de Ay que satisfacen la ecuacién trascendental (2.3.44). Notese
que la dependencia en )\, se da (algebraicamente) no sélo en el coeficiente
de esta relacién sino también en los grados de las funciones generalizadas
de Laguerre, lo cual dificulta la obtencién analitica del espectro del Hamil-
toniano.

Hemos dicho en la Introduccién a este Capitulo que interesa determi-
nar la existencia de un gap en muestras de grafeno de tamafio finito, a
los efectos de su eventual aplicacién practica. Hemos visto también, en el
primer Capitulo de esta tesis, que en presencia de un campo magnético
externo perpendicular al plano del material, nuestro modelo efectivo en
todo el plano muestra una ruptura de la degeneracion de los que serian
modos cero en el modelo lineal. Eso nos lleva a considerar la existencia de
modos ceros de este problema.

Es decir, debemos verificar la existencia de soluciones no triviales del
problema de autovalores de H para A = 0 en la ecuacién (2.3.17), someti-
das a las condiciones de contorno antes obtenidas. Esto es, para A, deter-
minado por

o:w{(%) +§\/1+8z2 (%4;525)} (2.3.45)

es decir, A\, = 26 (pV42* + 1+ 22% + 1) con p = +1. El valor de )\, asf de-
terminado debe ser reemplazado en la ecuacién (2.3.44) para determinar

el valor del pardmetro v que haga de ella una igualdad.
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En consecuencia, vemos que s6lo una de las condiciones de contorno
de la familia considerada presenta un modo cero, de modo que su existen-
cia en el modelo considerado en presencia de un campo magnético externo
perpendicular a la muestra no es genérica sino excepcional.

Podemos estudiar numéricamente la condicién de contorno (2.3.44) en
el caso en que A\ = 0, graficando las funciones en el miembro de la derecha
en términos del pardmetro vy para valores realistas del radio del disco (nan-
odot) R, del campo magnético B y para subespacios de momentos angu-
lares especificos.

Vemos que para un nanodot de radio R = 45nm y en presencia de un
campo magnético de By = 10Tesla que nuestros pardmetros 3 y z son:
B~ 10"y z = 1385 [93]. Si ademds consideramos s = —p = —1y, por
ejemplo, los dos primeros momentos angulares [ = 0, 1 obtenemos los
siguientes gréficos:

» para el subespacio con ! = 0

Figura 2.1: Condicién de contorno (2.3.44) en el limite A — 0, para el subespacio de mo-

mento angular [ = 0

En este subespacio encontramos la existencia de un modo cero para
nuestro modelo, el cual estd dado para un valor determinado de ~y
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cuyo valor fue hallado a través de métodos numéricos, encontrando
que el valor de v que satisface la condicién de contorno en el limite
en que \ tiende a 0 es v = 4.23503.
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= Mientras que enel casoen que ! =1

Figura 2.2: Condicién de contorno (2.3.44) en el limite A — 0, para el subespacio de mo-

mento angular ! =1

En este caso encontramos que para v = 1.09778 tenemos un modo cero.

Graficando en simultdneo para estos dos subespacios podemos ver lo
siguiente:

o6l
04l

02

_0.2 [
_041-

-06+

Figura 2.3: Condicién de contorno (2.3.44) en el limite A — 0, para el subespacio de mo-

mento angular [ =0yl = 1.
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Utilizando este andlisis extendimos nuestros gréficos a varios valores
de [, encontrando los siguientes resultados:

Para los subespacios de momento angular par analizados, [ = 2k, k €
Z, hemos encontrado que la condicién (2.3.44), para A = 0, se satisface
para un valor especifico de v dado aproximadamente por v = 4.23503,
mientras que para subespacios de momento angular impar estudiados, [ =
2k + 1,k € Z, el modo cero aparece aproximadamente para v = 1.09778.

En todo caso, hemos encontrado que la existencia de modos ceros no es
genérica para las condiciones de contorno consideradas, sino que ocurre
sOlo para valores particulares del parametro v, los que aparentemente de-
penden de la paridad del momento angular /. Esto sugiere que seria posi-
ble establecer estos resultados de manera analitica a partir de las propie-
dades de las funciones de Laguerre generalizadas, lo que serd objeto de
estudio en el futuro préximo.

En consecuencia, la aplicacién de nuestro modelo efectivo a nanodots
de grafeno sugiere que seria posible generar un gap de energias mediante
la aplicacion de un campo magnético uniforme perpendicular al materi-
al, el cual tendria un tamafo controlado por la intensidad de ese campo
magnético, y que la apariciéon de modos cero seria excepcional desde el
punto de vista de esta familia de condiciones de borde.



Conclusiones

En esta tesis hemos considerado la construcciéon de un modelo efecti-
vo para la descripcién de las fluctuaciones de baja energia del grafeno y
estudiado algunas de sus posibles aplicaciones a diversos problemas de
interés relacionados con este nuevo material.

El modelo aqui estudiado ha sido inferido a partir de un Hamiltoni-
ano no relativista para particulas confinadas a evolucionar sobre un plano,
el cual es modificado mediante una deformacién no abeliana del dlgebra
de Heisenberg de sus variables dindmicas. En particular, el conmutador
de los momentos es transformado de modo que resulte proporcional al
pseudo-spin, operador que distingue las dos sub-redes triangulares que
conforman el cristal del grafeno, en lo que puede ser interpretado como
el conmutador de dos derivadas covariantes tras la introduccién de un
campo magnético externo uniforme no-Abeliano.

Cabe destacar, no obstante, que no se trata de considerar un sistema
perturbado por pequefias correcciones debidas a la no conmutatividad de
sus variables dindmicas, sino que esa modificacién del dlgebra de Heisen-
berg conduce a un Hamiltoniano que, ademds de los términos lineales que
se emplean usualmente para la descripcién de esas excitaciones, agrega
(pequefios) términos cuadréticos que simulan la interaccién correspondi-
ente a sitios segundos vecinos en el modelo de ligadura fuerte. Este hecho
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distingue nuestro modelo efectivo del modelo pseudo relativista de uso
comun en los estudios sobre este material.

En ese sentido, la modificacién introducida en el dlgebra de Heisenberg
nos conduce a un operador diferencial de segundo orden, que acttia como
una matriz de dimensién 2 x 2 sobre pseudo-espinores y que se reduce a
un operador diferencial de primer orden en el limite de grandes masas,
correspondiente al modelo pseudo-relativista para los estados de cuasi-
momento en las inmediaciones de los puntos de Dirac.

En ese contexto, hemos estudiado primero el modelo libre, lo que nos
permiti6é hacer las comparaciones conducentes con el modelo de ligadu-
ra fuerte de la Fisica de la Materia Condensada, para luego considerar el
modelo sujeto a la accién de un campo magnético uniformemente cons-
tante y perpendicular al plano del material (problema de Landau), permi-
tiéndonos reproducir el efecto Hall cuantico entero anémalo que caracteri-
za a este material. Finalmente, hemos considerado el comportamiento de
este modelo cuando se lo somete a condiciones externas, como la adicion
de un flujo magnético singular del tipo Bohm-Aharonov en el origen o su
limitacion a una regién compacta del plano. En cada caso hemos estudiado
las autofunciones del Hamiltoniano y las propiedades de su espectro.

= Para el modelo libre (ocupando todo el plano y en ausencia de cam-
pos externos), hemos evaluado las autofunciones y autovalores del
Hamiltoniano y comparado nuestros resultados con los del modelo
de ligadura fuerte (tide binding) para este cristal. La comparacién
de la relacién de dispersiéon obtenida nos ha permitido fijar los va-
lores de los pardmetros del modelo. En particular, hemos visto que,
a los efectos de reproducir la relacién de dispersién alrededor de un
punto de Dirac es necesario considerar que el coeficiente del término
cuadratico en el momento sea negativo, lo que corresponder a una
pardmetro de masa negativo.
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s Al aplicar un campo magnético uniformemente constante perpen-
dicular al plano del sistema, aquel hecho hace que el espectro de
este operador no tenga modos cero (a diferencia de lo que ocurre
en el modelo lineal), sino un estado de energia negativa (agujero)
ligeramente por debajo del nivel cero, con una energia energias &, =
—eB/2|m|. Hemos propuesto completar el modelo incluyendo la con-
tribucién de las fluctuaciones alrededor del segundo punto de Dirac
mediante la misma transformacién unitaria que los liga en el mode-
lo pseudo-relativista (y que restituye la simetria frente a inversién
temporal por paridad). Esto hace que el espectro de energias sea la
unién del correspondiente al primer punto de Dirac con su refleja-
do alrededor del origen. En consecuencia, no encontramos aqui la
doble degeneraciéon que muestra el modelo lineal, sino en cambio
una pequefia diferenciacién de las energias de estados préximos, tan-
to para particulas como para agujeros, del orden O (w™') con w =

Imlvr
veB
lar, asi como aparece un estado de agujero con energia préxima de

10 para valores realistas de los pardmetros.. En particu-

cero, también aparece un estado de particula de muy baja energia,
&'y = eB/2|m|, reflejado del primero alrededor del origen.

El limite |m| — oo reproduce el bien conocido espectro de fermiones
de Dirac sin masa doblemente degenerado, con dos modos cero que
deben ser interpretados uno como cuasi-particula y el otro como
agujero.

» Para esa configuracién, hemos evaluado la conductividad Hall del
modelo a partir de la funcién de particién asociada al lagrangiano
efectivo del modelo, para lo cual hemos empleado el formalismo
de la funcién espectral ¢ asociada al modelo. Dado que el espec-
tro es discreto y sin un punto de acumulacién en el origen (presen-
ta un gap), un desarrollo asintético de bajas temperaturas conduce
a una expresion para el aporte de cada estado a la conductividad
transversa. En particular, la existencia de un estado de particula y
otro de agujero muy proximos de cero permite explicar naturalmente



99

el efecto Hall cudntico entero anémalo, caracteristico del grafeno, en
el cual la conductividad Hall (reducida) como funcién de la energia
de Fermi toma valores semienteros. En particular, % 0,, = +1 para
pequefios (pero |ep| > %ﬁ
respectivamente. Téngase en cuenta que la diferencia de energia en-

) niveles de Fermi positivos o negativos,

tre pares de estados préximos para valores realistas de los pardme-
tros no permitiria discernir entre ellos en una medida de la conduc-
tividad transversa.

» También hemos considerado un término adicional que rompe la si-
metria rotacional y simula el término cuadratico correspondiente a
la contribucién sub-dominante de primeros vecinos a la relacién de
dispersion del modelo de tight-binging, para ser tratado como una
perturbacién sobre nuestro Hamiltoniano. En presencia de un cam-
po magnético perpendicular, hemos mostrado que este término no
modifica al espectro a primer orden en teoria de perturbaciones, ni
cambia por tanto la conducta de la conductividad Hall antes descri-
ta. Similarmente, también mostramos que en presencia de un cam-
po eléctrico perpendicular al magnético sélo produce un corrimiento
rigido del espectro, al menos a primer orden en teoria de perturba-
ciones.

Para el modelo sometido a condiciones externas:

= Hemos considerado los efectos que tiene la introduccién de un cam-
po magnético uniformemente constante y de un flujo de Aharonov-
Bohm por el origen, encontrando que las energias de los estados con
momento angular [ > 1 no se ven afectadas por la presencia del
flujo singular, contribuyendo entonces al correspondiente nivel de
Landau con degeneracién infinita con una densidad (en el limite ter-
modindmico) igual a By/¢o. Pero un ntimero finito de estados con
[ < 0 (degenerados con los anteriores en ausencia del flujo singular)
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se diferencian aumentado su energfa (en la misma cantidad) para
niveles de particula y disminuyéndola para niveles de agujero como
consecuencia de su interacciéon con ese flujo. Ese comportamiento es
similar al que se manifiesta en el caso normal de particulas escalares,
como se muestra en el apéndice.

También hemos considerado nuestro modelo limitado espacialmente
a un disco de radio R y en presencia del campo magnético uniforme.
Para una familia de condiciones de contorno que hacen autoadjunto
al Hamiltoniano, hemos encontrado que para valores fijos del radio
del disco R, del pardmetro adimensional z y para cada subespacio de
momento angular total definido, la existencia de modos ceros no es
genérica sino excepcional, dependiendo del valor de un parametro
7 que especifica la condicién de contorno. En consecuencia, y desde
el punto de vista de este conjunto de condiciones de borde, existe la
posibilidad de inducir un gap de energias mediante la aplicacién de
un campo magnético perpendicular al disco.
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