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Capitulo 1

Introduccion

En Teoria Cuédntica de Campos y Mecéanica Estadistica, el calculo de mag-
nitudes fisicas al orden de “l-loop” esté relacionado con la evaluacién de
determinantes funcionales de operadores diferenciales.

Es bien sabido que cuando las configuraciones de los campos estdn sujetas
a condiciones de contorno, sus fluctuaciones cuanticas son alteradas de un
modo fundamental. En efecto, a partir del trabajo de Casimir [1] ha habido
cada vez mas evidencia de la importancia de los efectos de los contornos
sobre la estructura del vacio de los sistemas confinados.

En la presente tesis se desarrollan y aplican métodos para el calculo
de determinantes funcionales de operadores diferenciales que actian sobre
funciones definidas en regiones acotadas, en el borde de las cuales satisfacen
condiciones de contorno elipticas. Por tratarse de problemas en regiones
compactas este tipo de calculo se encuentran naturalmente relacionado con
la consideracion de sistemas a temperatura no nula.

La evaluacién de este tipo de determinantes ofrece dificultades. Por
ejemplo, el problema de autovalores de un operador diferencial diagonal
define una sucesién no acotada. Esto hace necesaria la introduccién de
técnicas de regularizacién para la extraccion de resultados finitos.

Segun se vera en esta tesis, la evaluacién de determinantes de cocientes
de operadores diferenciales elipticos sometidos a distintas condiciones de
contorno pueden ser relacionados con los p—determinantes [2] de ciertos
operadores pseudodiferenciales, introducidos por R. Forman [3]. Estos estédn
enteramente definidos por el hecho de que vinculan valores de borde de las
funciones en el nicleo del operador diferencial, proyectados por operadores
de diferentes condiciones de contorno.

Los mencionados determinantes de cocientes, estan vinculados con co-
cientes de funciones de particién o, de manera equivalente, con diferencias de
energias libres de sistemas que satisfacen distintas condiciones en el borde.

Los determinantes o energias libres que son tomados como referencia
deben ser estudiados mediante técnicas complementarias. En el Capitulo 3
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10 1- Introduccion

se introduciran relaciones entre derivadas de los determinantes a calcular re-
specto de parametros adecuadamente elegidos (en este caso la temperatura)
y trazas que involucran a la funcién de Green que satisface las condiciones
de contorno del problema.

Si bien el conocimiento de la funcién de Green no alcanza para recon-
struir la resolvente del operador (cuyos puntos singulares constituyen el es-
pectro), la informacién que ella contiene es suficiente para la evaluacién del
determinante.

Como ejemplo de aplicacién se han utilizado esas técnicas para el estudio
de modelos efectivos para las interacciones fuertes.

Si bien la Cromodindmica cuantica (Q. C. D. ) es la teorfa que describe
las interacciones fuertes, la deduccién a partir de ella de una de sus carac-
teristicas fundamentales, el confinamiento, resulta enormemente dificultosa.
Esto ha motivado la introducciéon de modelos efectivos que lo incluyen de
manera explicita. De este modo, han sido extensamente estudiados los lla-
mados modelos de la bolsa, en los que los campos con grados de libertad de
color son no nulos sélo en regiones acotadas del espacio, al tiempo que son
sometidos a condiciones de contorno elegidas de modo de evitar el flujo de
color al exterior.

Una de las primeras variantes de este tipo de modelos constituye la
llamada bolsa de M. I. T. En ella los quarks y gluones confinados satisfacen
condiciones de contorno que definen un problema eliptico de borde, anulando
el flujo de la corriente de color a través del borde de la cavidad.

Los calculos del Capitulo 3 permiten la evaluacién de la energia libre de
campos fermiénicos y de gauge confinados bajo este tipo de condiciones de
contorno. El tratamiento utilizado permite el aislamiento de las divergencias
que, tal como se verd, corresponden a contribuciones a la energia de Casimir
del modelo (T" = 0).

Si bien la bolsa de M. I. T. ha sido muy exitosa en la descripcion de ciertas
propiedades de los hadrones (tales como el espectro de masas), presenta la
dificultad de romper la simetria axial que los fermiones exhiben cuando sus
masas son nulas.

El modelo de la bolsa no ha sido el tnico intento para la descripcion de
los bariones. Sus propiedades de bajas energias pueden ser representadas
mediante el modelo bosénico efectivo de Skyrme [4, 5].

La propuesta mas refinada de este tipo de sistemas corresponde al lla-
mado modelo de dos fases, que considera una bolsa de quarks y gluones
rodeada por el “halo” de un skyrmién, conjugando la libertad asintética
de los grados de libertad fundamentales de la Q. C. D. con la conservacién
del flujo de la corriente axial a través del borde de la cavidad. En este
caso, los fermiones estdn acoplados al campo bosénico externo mediante las
condiciones de contorno [6, 7].

Mediante el método de los p—determinantes del Capitulo 2 pudo es-
tudiarse la diferencia entre la energia libre de la bolsa de M. I. T. y la
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correspondiente a fermiones acoplados a un solitén del modelo de Skyrme,
teniendo control de la sustraccién de singularidades necesaria para dar sen-
tido al modelo.

En el Capitulo 4 se aplican los resultados obtenidos para el caso de la
bolsa de M. I. T. al modelo de una gota de quarks y gluones (confinados
gracias a una presién fenomenolégica externa), y posteriormente al modelo
de dos fases. Cabe destacar que en el limite de temperatura cero, la energia
del modelo hibrido ha mostrado una marcada independencia del radio de la
cavidad, a tono con el llamado “esquema del gato de Cheshire” para este
tipo de modelos.

El estudio a temperatura finita de estos modelos efectivos es de interés
actual, en relacién con la posibilidad de descripcién de mecanismos con-
ducentes a transiciones de fase deconfinantes. La existencia de un nuevo
estado de la materia llamado “plasma de quarks y gluones” estd siendo ex-
haustivamente analizada, sobre todo teniendo en cuenta que las eventuales
temperaturas de deconfinamiento no estan lejos de los limites experimentales
actuales (100 MeV < T < 200 MeV).

En ese sentido, en el Capitulo 4 se estudia la posibilidad de aplicar el
tipo de calculos presentados en esta tesis a la determinacién de transiciones
deconfinantes.

En los casos hasta aqui senalados se ha considerado el cdlculo de energias
libres de Helmholtz como funcién de la temperatura y del radio de la cavidad.
Sin embargo, el fijado del nimero bariénico en valor medio es un ingrediente
necesario en un modelo realista.

En el Capitulo 5 se ha introducido un potencial quimico no nulo en un
modelo simplificado de fermiones confinados, mediante la imposicién de par-
ticulares condiciones de contorno en la direccion del tiempo euclideo. Esto
conduce nuevamente a la evaluacién de determinantes funcionales mediante
las técnicas descritas. Este tipo de calculo puede , en principio, ser extendido
a sistemas mads realistas en 3 4+ 1 dimensiones.
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Capitulo 2

Determinantes y valores de

borde

En Teoria Cuantica de Campos el cédlculo de ciertas magnitudes fisicas estéa
relacionado con la evaluacién de determinantes funcionales. Usualmente,
éstos corresponden a determinantes de operadores diferenciales definidos en
una variedad compacta o compactificada.

La definicion de tales determinantes no es una tarea trivial si se considera
que el problema de autovalores de un operador diferencial define, en general,
una sucesiéon no acotada para los mismos. Se hace entonces necesaria la
introduccién de mecanismos de regularizacion, tanto para la extracciéon de
resultados finitos como para la obtencion de magnitudes derivadas de dichos
determinantes.

Si bien el analisis de un determinante funcional puede resultar compli-
cado, la consideracién de cocientes de los mismos, como se vera en la presente
seccién, puede ofrecer una dificultad menor. Por ejemplo, R. Forman [3] ha
establecido una relacién entre el cociente de determinantes (regularizados
segun el esquema de la funcién ¢ del operador) con los valores de borde de
las funciones en el nucleo del operador diferencial en cuestién. Esto repre-
senta una considerable simplificacién, dado que el conocimiento del nticleo
(y de los valores de borde de las funciones del mismo) es, en general, més
sencillo que el andlisis del problema de autovalores. En esta aproximacién
todo el estudio del cociente de determinantes se restringe a un analisis en el
borde de la variedad considerada.

El resultado de Forman se aplica al caso de operadores diferenciales
elipticos cuyos cocientes admiten un determinante de Fredholm, lo cual re-
stringe claramente su campo de aplicacién.

Una version menos restrictiva fue desarrollada por O. Barraza, H. Fa-
lomir, R. E. Gamboa Saravi y E. M. Santangelo [2]. En efecto, existe en-
tonces una relacion similar entre el determinante de cocientes de operadores
elipticos y valores de borde de funciones del nicleo del operador diferencial,

13



14 2- Determinantes y valores de borde

cuando se consideran las versiones regularizadas usualmente denominadas
p-determinantes.

A continuacién se expondran tales métodos para la evaluacién de co-
cientes de determinantes de operadores diferenciales en regiones con borde.
En la seccion 2.2 del presente capitulo se considerarda un ejemplo simple
para mostrar cémo se aplican estas técnicas. Por ltimo, en la seccion 2.3
se analizard un ejemplo mas complicado, relacionado con calculos de interés
en Teorfa de Campos y Mecédnica Estadistica.

2.1 Revisién del método del operador de Forman

2.1.1 Operadores elipticos y determinantes

Resulta conveniente hacer una resena de conceptos generales de los métodos
funcionales que se aplicaran.

Se considera una variedad suave {2 de dimension k, cuyo borde identifi-
caremos con Jf2. Sobre tal variedad se dispone un espacio vectorial complejo
(fibrado) E. Se identifican por f(x) las funciones de tal espacio vectorial
tomadas en el punto x de la variedad.

Un operador diferencial de orden n puede expresarse como

Lf= Z aa(2)Dg f,

laj<n
donde a,(z) es una matriz de r x r (r es el rango de F),

a=(ai,ag,...,a1), con oy € ZT,
k
la| = Zai7
i=1

0 0
DY — (i V..
x ( Z@m?”) ( Z@x%’“)

Conviene definir el simbolo del operador diferencial a través de

o(L) =) oj(x,&) =) | > aa(2)e*],

jsn J<n \|a|=j

donde &% = £21£22 || £% . El operador diferencial considerado es eliptico si
el simbolo principal, o, (z, &), es invertible para & # 0.

Debe introducirse la nocién de condicién de contorno. Si v es un vector
ortogonal al borde en cada punto del mismo, se puede definir una aplicacién
de las funciones f(x) sobre n copias del espacio vectorial F a través de
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x n=lf(x
[Tfl(z) = (f(x), 625/ ),..., aaynf(l )> parax € 050,

llamada traza de la funcién f.

Se define la condicién de contorno B como la pertenencia a un subespacio
Tp del definido por la aplicacién T'. Se dice que f satisface la condicién de
contorno B si T'(f) € Tp.

La nocién de elipticidad incluye a las condiciones de contorno. Se define
Lp como el operador diferencial L actuando sobre funciones que satisfacen
las condiciones de contorno B'. Si Lp es eliptico admite una resolvente
(L B — )\)_1.

En lo que sigue se define el determinante de un operador diferencial
eliptico Lp. Si se considera la matriz cuadrada de dimension finita M, de
autovalores \;, puede demostrarse

d
—logdetM = —— [ A~
i = g (320)

Por analogia con este resultado se define el determinante de un ope-
rador diferencial diagonalizable. Dado que los autovalores de un operador
de ese tipo crecen sin limite, la suma involucrada no converge cerca de
s = 0. Sin embargo, la traza TrL~* resultard convergente para R(s) su-
ficientemente grande. R. Seeley [8] demostré que esta funcién de s puede
continuarse analiticamente como una funcién meromorfa a todo el plano
complejo, eventualmente con polos simples en diferentes valores de s que
dependen del orden del operador y de la dimensién de la variedad, pero que
(para el caso de condiciones de contorno locales) es regular en s =0 [8].

Para aplicar la definicién (2.1) al caso de un operador diferencial (posi-
blemente no diagonalizable) debe entenderse el significado de su potencia
compleja Ly* de la siguiente manera. Siendo Lp un operador diferencial
eliptico, si su espectro no ocupa todo el plano complejo [9], entonces es dis-
creto. En consecuencia, existe un rayo, {reio : 7 € R1}, definido de modo
que no haya sobre él autovalores. Recordando la formula de Cauchy

1)
16 = =5 [ s dn

d —s
= ot (M) L (2.1)

s=0

donde f es analitica en el interior de la curva cerrada I y z esta dentro de
I', se define la funcion f del operador Lp a través de

1
21

f(L) = — /F FOV(Lp — A dA, (2.2)

!Notar a partir de ahora la diferencia entre L y Lp
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0
U

Fig. 2.1: Curva I' (para semieje imaginario positivo libre de autovalores)

La curva I' de esta féormula se muestra en la figura 2.1 y puede entenderse
que encierra a todo el espectro de Lp. La ausencia de autovalores sobre el
rayo elegido asegura la analiticidad de la resolvente sobre la curva I'.

En base a (2.2), la potencia compleja del operador diferencial Lp se
define como

1
Ly = ——/F)FS(LB —A)7hd, (2.3)

27

mientras que el determinante queda definido como

—logDetLp = diTr(Lgs)
s

= (L,(s=0), (2.4)
s=0
donde se ha sugerido la analogia con la funcién ¢ de Riemann.

La definicién del determinante via su funciéon ¢ no es la unica posible.
En principio, cualquier regularizacién que preserve las simetrias fundamen-
tales del problema es igualmente aceptable. En efecto, mas adelante se
introduciran versiones en las que se apela a un mecanismo diferente de reg-
ularizacién, que emplea lo que se denomina p—determinantes. Entre ambas
definiciones habré diferencias atribuibles a renormalizaciones finitas. Se vera
que en el caso de los p—determinantes pueden establecerse propiedades for-
males que facilitan su célculo.

2.1.2 Problemas de valores de borde

Se analizaran a continuacién dos tipos de problemas de condiciones de con-
torno. En primer lugar se considerard el problema inhomogéneo

Lf=g
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BTf=0 (2.5)

cuya solucién esta ligada a la existencia de la funcién de Green del operador
Lp. Por otra parte, conviene tener en cuenta el problema homogéneo

Lf=0

BTf=h (2.6)

relacionado con el nticleo de Poisson del operador Lpg, definido como la
aplicacién Pp que vincula

f(z) = Pph(zx) (2.7)

En lo que sigue se consideraran familias de operadores diferenciales de-
pendientes de un parametro que se designard por p. Se consideraran dos
condiciones de contorno, que en notacién simplificada se identificardn por A
y B, representando la pertenencia del valor de borde T'f a los subespacios
Ty y 1B respectivamente.

Conviene resenar ciertas propiedades interesantes del operador de Pois-
son, demostradas en el Lema 1.4 de la referencia [3]

Lema 1 (Forman)

d _ —19L
1. 4tPp=—L5'§kPp,
2. PAAT(-Lg") = L' - Lz".

La primera parte del lema es de inmediata demostracién, segin puede
verse en [3]. En cuanto al punto 2, requiere considerar que funciones de
Green correspondientes al mismo operador diferencial pero que satisfacen
distintas condiciones de contorno difieren a lo sumo en una funcién en el
nucleo del operador.

Ya se ha introducido la definicion del determinante-( de un operador
diferencial. Tal como se ha dicho y se vera a lo largo de la presente seccién,
resulta mas conveniente, para el tipo de desarrollos que se consideraran, la in-
troduccion de otras versiones de regularizacién denominadas p—determinan-
tes.

Para entender su definicién conviene ver algunas propiedades, facilmente
verificables, del determinante de una matriz M de dimensién finita. En
efecto

> M"
logdet(1 — M) = trlog(l — M) = —tr Z —, (2.8)
n
n=1

donde se ha utilizado el desarrollo de Taylor del logaritmo. En este caso
matricial, el calculo del p—determinante consiste en la eliminacién de los
(p—1) primeros términos en la traza de la serie (2.8). Nétese que si se tratara
de operadores (acotados) tales términos resultarian en general divergentes.
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Puede escribirse

= M"
log det,(1 — M) = —trz — = —/ P dztr {Mp(l - ZM)_I}, (2.9)
n

donde 7 es una curva del plano complejo que va de 0 a 1 evitando las inversas
de los autovalores de M.

Esta tltima expresion, extendida al caso de un operador acotado 1 — M
es la definicién de su p—determinante [10], siempre que Tr|M|P < oo, donde
|M| = (MTM)'/2. En esas condiciones puede demostrarse que la serie en
(2.9) converge [10].

Si M es una funcién diferenciable del pardmetro u, de (2.9) puede de-
ducirse
1 d

d )
- logdety (1= 31) = —tx {MP -

M} S (210

Se utilizara la expresion (2.10) para analizar el comportamiento del ope-
rador pseudodiferencial L' (1)L a ()L (0)Lp(0), que resultard interesante
por razones que se entenderdn més adelante. Puede demostrarse [11, Ec.(7)]

CZL log det,, (Lj_gl ()L o (M)Lzl (0)Lp (0))

-1
(£2 00 = 25 00) (1= LA L3 O 2 O25 () H(0)g |
(2.11)
Debe notarse que la traza del segundo miembro se calcula con la derivada
L' = 2L tomada sobre funciones en el niicleo de L. Sabemos que el operador
de Poisson establece un isomorfismo entre los valores de borde proyectados
y las funciones del nicleo. No resultara extrana entonces la posibilidad del
célculo del determinante en términos de los valores de borde proyectados
(resultado principal de la referencia [3]).
De la aplicacion de las propiedades del lema 1, siguiendo lo realizado en
[2, Ec.(12)], se obtiene la relacién que involucra al operador de Poisson del
operador diferencial

(L") = L5 () [La(n) L3 0)Lp(0) L5 (1)]

=tr

= Py(p)BTP4(0)AT (L") — L' (i) (2.12)

Reemplazando en (2.11) se obtiene
L 1og det, (L5 (1) La(u) L3 (0)Ls(0)) =
d/J, P B A

Tr | Py(n) (1 = BTPA(0)AT Py(p))" " BT (L3 (1) = L' (1)) L' (1) gers ] -
(2.13)
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Utilizando nuevamente propiedades del Lema 1, y considerando el iso-
morfismo entre valores de borde proyectados y las funciones del ntcleo,

CZL log det, (L' (1) La(n)L3" (0)L5(0))

= Tr (1 = BIPAQO)ATPo(u)" " (BTPA) (ATPs() |, | (214)
Se define finalmente el operador introducido por R. Forman [3]
Pap(n) = ATPg(p), (2.15)
a través del cual se expresa la version integrada de (2.14) como

Teorema 1 (Barraza et al.)

det, (L5 (1) La(1) L3 (0)L(0)) = dety, (@3 5(0)@an(u)) -

El resultado del Teorema 1 [2, Ec.(17)] es la generalizacién del de R. For-
man en [3]. Este tltimo puede expresarse como

detgLA (,U,)detgLB (0)
det¢Lp (M)detCLA (0)

= dety (P45(0)@ap()), (2.16)

que estd restringido a la existencia del determinante 1 (de Fredholm).

Si, tal como se hara en las secciones siguientes, el calculo de determi-
nantes es necesario en el marco de Teorias Cuanticas de Campos, ademas de
introducir un mecanismo de regularizacion como el estudiado debe consid-
erarse la renormalizacién de las divergencias encontradas. En el caso en que
exista el det, M, pero no asi su (p — 1)—determinante, resultan divergentes
las (p — 1) primeras trazas que se han sustraido del desarrollo formal de la
trlog(1l — M) en serie de potencias de M. Asi como el p—determinante del
cociente de operadores estudiado puede ponerse en términos del operador de
Forman definido en el borde, resultaria interesante una relacién formal entre
las trazas divergentes y sus similares en términos del operador de Forman.

Si existiese el (p — 1)—determinante valdria la relacién

det,(1 — M) = exp ( trMp_1> detp—1(1 — M), (2.17)

p—1
de la cual, haciendo uso del resultado del Teorema 1, se concluiria que

Tr {(1 — Ly (M)LA(M)LAl(o)LB(o))p_l} — Tr {(1 - @Ag(O)mB(u))p_l] .
(2.18)
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Ahora bien, si el (p — 1)—determinante de estos operadores no existe,
ésta puede entenderse como una relacién formal entre trazas divergentes,
que permitird su andlisis en términos de ® 4p para la renormalizacién.

El resultado de Teorema 1 y (2.18) constituyen la base para el andlisis
del determinante de cocientes de operadores diferenciales que resultan de
interés en Teoria de Campos, relacionando estos objetos con operadores
pseudodiferenciales definidos enteramente por su accion sobre funciones que
son valores de borde de soluciones de ecuaciones homogéneas, proyectados
por dos condiciones de contorno diferentes. Partes totalmente finitas se
extraen de la utilizaciéon del Teorema 1, mientras que ulteriores regulariza-
ciones (por ejemplo regularizaciones analiticas) en (2.18) permiten aislar las
singularidades a renormalizar.

En la seccién siguiente se utilizard esta técnica, a modo de ejemplo,
para el estudio del determinante del laplaciano en un disco bajo distintas
condiciones de contorno.

2.1.3 Condiciones de contorno dependientes de un parame-
tro

Antes de pasar a los ejemplos de aplicacién del método desarrollado conviene
considerar un caso en el que son los operadores de condiciones de contorno
(y no el operador diferencial) los que resultan dependientes del pardmetro
Lb.

Se tiene ahora el problema homogéneo Lf = 0 y los valores de borde
proyectados por los operadores de condiciones de contorno dados por

ATf=ATU (W)  BwTf=BTU (n)f),

donde se ha introducido la transformacién regular dependiente del parame-
tro p, U™ (p).

Para hacer uso de los resultados de la seccién anterior conviene considerar
la transformacién ¢ = U~ f que da lugar a

Lf=0 — U 'LUp=0
ATU ' f)=h — ATp=h. (2.19)

Las expresiones de la derecha definen el operador £4(p) = (U1 LU) 4 =
UL g1U. Segiin estd demostrado en [2] y [11, Teor. 2], los resultados de
la seccién anterior pueden extenderse a operadores del tipo de L4.

Reemplazando L4 (1) por su definicién, se obtiene

dety U Ly, Lay— UL, Lig| = dety, [953(0)@an(w)] , (2.20)

donde ahora el operador de Forman vincula los valores de borde proyectados
segun
Pap(p)BTU f = ATUT f (2.21)
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si Lf =0.

2.2 Laplaciano en el disco

Para entender el método desarrollado en la seccién 2.1 conviene revisar un
ejemplo sencillo de célculo, tomado de [2].
El operador diferencial que se estudia es el operador de Helmholtz

L=-V?4+\? (2.22)

definido en un circulo de radio R. Se considera, entonces, la accién de L
sobre funciones f(r,6).
Las condiciones de contorno corresponden a la proyeccion de los valores

de borde de la funcion f,
_ [ f(R0)
Tr= ( o f(R.0) )

por operadores de borde A y B definidos como

ATf =(1,a)-Tf =ad.f(R,0)+ f(R,0)
BTf =(1,0)-Tf = f(R,0).

Tal como se sugirié en 2.1.3, se impone la dependencia de las condiciones
de contorno en un pardmetro j, a través de la transformacién regular U~ (r),
que en este caso se elige de modo que U1 (R) =1y o,U 1 (R) = —p.

La accién de los operadores de condiciones de contorno A(u) y B(p) es

AWTf=ATU'f = a0 f(R,0)+ (1 - pa)f(R,6)  (2.23)
B(u)TF =BTU™'f = f(R,0). (2.24)

Respecto de estas expresiones, notar que para el problema inhomogéneo
Lf = g, la imposicién de BTU~'f = 0 corresponde a condiciones de con-
torno del tipo Dirichlet, mientras que ATU ™! f|u:1 Ja = 0 estd relacionado
con las condiciones de contorno tipo Neumann.

Volviendo al calculo del determinante, segtin se ha desarrollado en la sec-
cién 2.1, se hace necesaria la construccién del operador de Forman, ® 45(u).
Se hard uso de la expresién (2.21) que vincula valores de borde de funciones
del nicleo de L.

Un hecho relevante para este ejemplo y las aplicaciones futuras es la
determinacién de una base discreta para el nicleo de L. Su btsqueda se
hace a través del estudio de las simetrias del operador L y de los operadores
de condiciones de contorno. Para el calculo del operador de Forman se puede
restringir el andlisis a la consideracion de los correspondientes subespacios
invariantes. Si se logra la separacion en bloques del operador de Forman, el
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estudio de las trazas singulares (2.18) y del p—determinante del Teorema 1
se simplifica notablemente.
Para el operador diferencial en estudio conviene considerar la base

{\Pk(r,ﬁ) = I,(\r)e*? | e Z}

donde se ha introducido la periodicidad en el dngulo 6. La ecuacién radial
se reduce a la ecuacién diferencial de Bessel, y debido a ésto aparecen las
funciones de Bessel modificadas Iy (Ar).

De acuerdo a la expresién (2.21), el operador de Forman relaciona valores
de borde proyectados por dos operadores de condiciones de contorno. Para el
caso de problemas elipticos de borde, el operador de Poisson P4 (u) (Pp())
establece un isomorfismo entre el valor de borde proyectado Ts(,) (TB(u))
y el nicleo de L. En tal caso, las proyecciones de una base del niicleo dan
lugar a bases para T'4(,) y TB(y), que identificaremos por

h(0) = ATU D, = [aM[OR) + (1 - pa) k(AR)| % (2.25)
hi(0) = BTU T, = I;(AR)e™. (2.26)

La linealidad del operador de Forman hace que aplique hj en h;g, por lo
que en esta base resulta diagonal,

Pap() = 3 @500 (1) [B) (K1, (2.27)
kK
@ 400 (1) = [(1 — o) + AM] S (228)

La combinacién que aparece en Teor. 1 y en (2.18), toma la forma

-1 I Ha ,
(®25O2a5(m),,, = |1 Tom | O (229)
L+ ar 775w

De acuerdo a lo desarrollado en la seccién 2.1 habra que fijar el valor de
p para el cual el p—determinante existe. En la referencia [11] se demuestra
que ello ocurre para todo p > n, donde n es la dimensién de la variedad
considerada®. Para su determinacién en el presente caso debe analizarse

—1
tr (1 —®,5(0)® AB(,u))p . Del comportamiento a grandes 6rdenes de las
funciones de Bessel I}, se tiene

uR

(1 - ®a5(0)@an()) ~ TR (2.30)

2Qcasionalmente, dependiendo del problema, puede ocurrir que también exista para
algin valor de p < n
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De este modo, para p = 2 existe el determinante y no existe el determi-
nante de Fredholm. Ese comportamiento asintético permite incluso separar

la parte divergente de Tr [1 — &, 5(0)Pap (,u)} ' de sus partes finitas (que en
un problema fisico no deberédn ser descartadas).

El analisis anterior podria haberse realizado equivalentemente conside-
rando los términos que conducen a divergencias en la expresién

log det [,5(0)®ap(p)| = trlog [®;(0)®an()]

i log K(I)ZE(O)(I)AB(N))]C’J : (2.31)

k=—o00

En los cédlculos que siguen se utilizara esta segunda variante a fin de deter-
minar partes divergentes y el valor de p necesario.
En base a la expresion del Teor. 1

dety (L' (1) La(w) L5 (0)L(0))

— det (034 (0)®a(n)exp {1 - (350)@az(0)})

o | 144 SR 1+ ar e

Si bien en este caso ha resultado p = n = 2, tal como se verd en otras
aplicaciones existen circunstancias propias de cada problema que pueden
hacer menor el valor del p necesario.

Habiendo adquirido experiencia en la construccion del operador de For-
man, se atacard en la seccién 2.3 un caso de mayor interés en Teoria de
Campos: la bolsa quiral en 3 + 1 dimensiones.

2.3 Bolsa quiral en 3 + 1 dimensiones

2.3.1 Energia libre de la bolsa quiral (definicién)

En esta seccion se aplicaran los métodos descritos al cédlculo de la energia
libre de un campo fermiénico sin masa confinado en el interior de una cavidad
esférica de radio R, en equilibrio a una temperatura 7" = 1/3. Como se verd
con mas detalle en el Capitulo 4, este sistema es uno de los ingredientes del
modelo de hadrones conocido como bolsa quiral hibrida.

La funcién de particiéon de este sistema puede ser representada por la
integral funcional

7 = / DyDipe F. (2.33)
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La integracién funcional se realiza sobre funciones que satisfacen condi-
ciones de contorno antiperiédicas en la direccién del tiempo euclideo, lo que
corresponde a campos que satisfacen la estadistica de Fermi—Dirac [12, 13].
SEg es la accién euclidea del modelo, que cuenta con un término cinético de
volumen y otro término de borde relacionado con las condiciones de contorno
espaciales

_ p 3l I 2, .7 (,—i0T.nvs .
SE—/O dr /rng x1)i ﬂw—§/0 dr /T:Rd x(e i), (2.34)

En el modelo de la bolsa quiral las condiciones de contorno acoplan el
campo fermidnico a un campo externo. Cuando la configuracién de ese
campo externo corresponde al solitén que es solucién de las ecuaciones
clésicas del modelo de Skyrme (llamado skyrmién [14]), dicho acoplamiento
se refleja en la presencia del dngulo 6 (que dependerd de R) en el término de
borde de Sg. Conviene notar que el campo fermiénico estd tomado en la rep-
resentacién iso-bispinorial [(1/2,0) & (0,1/2)]®1/2, donde el primer término
del producto directo se refiere a la representacion de SL(2,C'), mientras que
el segundo a la del grupo SU(2) de isospin.

El término de borde define, en la integral funcional, la delta funcional

5 [(e—i9(7~n)'y5 +i 7i) w} 7
de modo que la funcién de particién puede entenderse como
Z = e PF = det(i @) (2.35)

es decir, como el determinante del operador de Dirac calculado sobre fun-
ciones que, ademds de su antiperiodicidad en la variable “temporal”, satis-
facen la condicion de contorno espacial

Ay = % (1 +i ne—w“’”h‘”’) Y = 0. (2.36)

Nétese que para operadores diferenciales de primer orden TV = ¥|,,.

La expresién (2.35) es una relaciéon formal a la que debe darse sentido
mediante la introduccion de algiin mecanismo de regularizacion.

En [15] se emplearon las técnicas resenadas en la seccién 2.1, para calcu-
lar el cociente del determinante (2.35) con otro determinante de referencia.

Para aplicar el método de la seccion 2.1 se necesitan dos operadores de
condiciones de contorno y un pardmetro que, via una transformacién regular,
afecte a éstas o al operador diferencial.

Las condiciones de contorno que se consideraran son

Arp = %(1 + i e 0T = 0 (2.37)
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B — %(1 b i = A0 = 0) =0, (2.38)

enr = R.
La transformacion regular que se utiliza para introducir el parametro pu

€s .
U(p) = e #7075, (2.39)

La ecuacién (2.20) permite escribir

dety (U0 D) gly1 (0 @) g UG P)3 6 )] = dety [ @30 @an(p)] |
(2.40)
donde el operador de Forman relaciona las funciones del nicleo de ¢ @ de la
forma en que se ve en la ecuaciéon (2.21).

La expresion (2.35) expresa, al menos formalmente, la funcién de par-
ticién del campo fermidénico con condicién de contorno A¥ = 0 o, de manera
equivalente, su energia libre. Pensando ahora en el operador de condiciones
de contorno modificadas

AU ()T =0 — A0 —2u)¥ = 0,

puede notarse que el espectro de autovalores (y por lo tanto la energia libre)
del problema modificado depende de la combinacién de parametros 6 — 2.
Formalmente, relaciones como (2.35) dan lugar a

—BF (0 — 2p) = logdet(i ) 44—
—BF(=2p) = —logdet(i #) 5,
—BF(0) = —logdet(i @) ;"
—BF(0) = logdet(i ?)p.

Tales energias libres son las que aparecerian si se tomara, formalmente, el
logaritmo de cocientes de determinantes como el senialado en (2.35). Pero,
tal como se dijo en la Seccion 2.1, es necesario introducir un esquema de
regularizacién para dar sentido a esos determinantes funcionales.
A vpartir de la igualdad (2.40) puede definirse la diferencia de energias
libres
B1F(=2u) — F(9 — 21) + F(8) — F(0)]

p—1
= log det,, [@;}B(o)chB(u)} — (Z L { [1 — @;}B(o)@w(u)r}) .

g=11
(2.41)
De acuerdo a lo resenado en la seccién 2.1, para todo entero p > 4
el determinante p existe. Las trazas divergentes (del desarrollo formal del
log(1 — M)) que se sustraen en la definicién del p—determinante deben ser
estudiadas como senala el segundo término, imponiendo algin mecanismo
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de regularizacién (por ejemplo, regularizacién analitica), aislando las singu-
laridades y considerando su renormalizacién.

Una eleccion conveniente del parametro p puede simplificar atin maés la
definicién (2.41). En efecto, tomando p = 6/2 aparecen F(6), F(—0) y F(0)
en el primer miembro de esa ecuacion. Informacion adicional proveniente
del espectro conduce a la expresion definitiva. El problema de autovalores
del hamiltoniano de Dirac estd definido por

i @ [UpeT | = B (0)100, + 7 VU, =0

HY, = —i7 -V, = E,(0)¥, (2.42)

con condiciones de contorno A(f)W¥, = 0. La transformacién 75 cambia
U — on = 7075 Vn

HY, =FE,¥, — HSOn = _EnSOn

% (1 4 %efia(r-n)'ys) U, =0 — % (1 +i yieﬂ'e(r-n)’}'s) on = 0.
En consecuencia, el cambio § — —6 invierte el espectro. Sin embargo,
como cada estado contribuye a la funcién de particiéon con un factor Z,, =
e BEn/2 1 eBEn/2 ta] inversién no afecta la energia libre, que satisface en-
tonces F'(6) = F(—#0).

Por su parte, la multiplicacién por 7° no altera el espectro, mientras que
cambia § — 0 + 7. Por lo tanto, F(0 + 7) = F(0).

La ecuacion (2.41) se reduce entonces a

26 [F(0) — F(0)]

g=1 q

p—1 P
= log det,, (I)Ale(O)q)AB(Z)] — (Z 1tr { [1 — @AE(O)QAB(Z)} })
renorm.
(2.43)
De esa manera se puede relacionar la diferencia de la energia libre de
fermiones en una bolsa quiral respecto de una energia libre de referencia,
F(0), con el logaritmo del p—determinante del operador pseudo-diferencial
de Forman. A continuacién se construird ese operador haciendo uso de las
simetrias de i @y AU
La energia libre de referencia corresponde a fermiones confinados en una
region esférica estdtica, que satisfacen condiciones de contorno usualmente
denominadas de la bolsa de M. I. T. [16]. La energia de referencia es también
parte de este trabajo de tesis y serd estudiada en el Capitulo 3.
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2.3.2 El operador de Forman en la bolsa quiral

La construccién del operador de Forman, tal como se ha visto en el ejemplo
presentado en la seccion 2.2 comienza por la eleccién de una base adecuada
para la funciones del nicleo del operador diferencial ¢ . Si tal base se
construye tomando sistemas completos de vectores en cada subespacio in-
variante frente al grupo de simetrias de i @ y de las condiciones de contorno,
la determinacién de ® 45(1) se reduce a su construccién dentro de cada sube-
spacio invariante.

En la representacion considerada para los fermiones, el operador de Dirac
es invariante frente a transformaciones de SU(2)rot ® SU(2)isospin. Sin em-
bargo, el operador de condiciones de contorno A(0)U~*(u) resulta invariante
solo frente a transformaciones del subgrupo diagonal de tal grupo, isomorfo
a SU(2).

Conviene introducir, entonces, K=J + I donde J=L+SelI=7/2y
hallar las funciones del nicleo de ¢ @ en términos de autofunciones comunes
de los operadores {K?, K, J? L% S? I?}.

Debe notarse que tanto i @ como AU ~! conmutan con el operador de
paridad iy P (P es la paridad espacial). Entonces los vectores de la base
sefialada son también autovectores de ivygP con autovalor (—1)!, donde (I +
1) es el autovalor de L2, Se clasifican los elementos de esta base por los
nameros cuanticos k, m, j y [, éste 1iltimo relacionado con la paridad.

Para k # 0, —k < m < k, los posibles valores de j y [ dan lugar a los 4
vectores

11y = |k,j=k+1/2,1 =k,m)

12) = |k,j =k —1/2,1l =k, m)
13y =|k,j=k+1/2,l=k+1,m)
4) = |k,j=k—1/2,l=k—1,m),

(2.44)

Si, en cambio k = 0 (m = 0) s6lo hay 2 vectores, correspondientes a las
dos paridades

]1)0:\14::0,]::1/2,l:0,m:0) (2.45)
13)p=1k=0,7=1/2,1=1,m=0).

Para k y m fijos, si k # 0 el operador de Forman reducido serd una matriz
de 4 x 4, que relacione los vectores de 4 componentes que representan a las
funciones del niicleo. Como ademaés preserva la paridad, estas matrices dejan
invariantes subespacios bidimensionales. Por otra parte, para k = m = 0, el
operador de Forman resulta una matriz diagonal de 2 x 2.

Funciones del ntcleo

Para construir efectivamente las funciones del nicleo, se factoriza la depen-
dencia temporal introduciendo las frecuencias wy, = (2n + 1)7/ que garan-
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tizan la antiperiodicidad en la direccién del tiempo euclideo®. Reducida la
ecuacién a su parte espacial, se separan las componentes superiores e inferi-
ores del bispinor. A tal efecto, se utiliza la representacién para las matrices

de Dirac
(T 0 .._ g\ (01
70_ 0 _I 7’7_ _ O 775_ I 0 9

Componentes superiores e inferiores estan relacionadas por

QI ©

P (7) ( ;’zg; ) (&) = r'nv ®Z] 6n(@).  (2.46)

Usando la base ya descrita, el problema se reduce a la ecuaciéon de Bessel
modificada. En este caso se busca una solucién regular en el interior de la es-
fera, incluyendo el origen. Se obtienen, para cada par de valores (k, m) fijos,
si k # 0, 4 soluciones del nicleo, asociadas a componentes superiores propor-
cionales a cada vector de la base (2.44). Se llamara \ll,(;)m, 1=111, 111, 1V
a estas funciones del niicleo. Cuando k£ = 0 hay sdlo dos soluciones posibles,
\I’((){()), \If((){é I), cuyas componentes superiores son proporcionales a los vectores
de (2.45). La traza de las funciones del niicleo (que por ser el operador
diferencial de orden 1 sélo involucra a las funciones tomadas en el borde)

estd dada, en cada subespacio (k,m) (si k # 0) por:

I _ II _ ‘2>

\IIIII (-’En) = ( ZSann ‘3> ) \IJIY (-’En) = ( _isng;jm ’4> > ) (247)

I i Ir . iSnW_?_’n ‘3>0

En estas expresiones z, = |w,|R,

_ Jyray211(2n)

W = ; Sy, = signo(wy,) = signo(2n + 1) (2.49)
Liy1/2(n)

3Debe notarse que se elige aqui una base para el niicleo que satisface las condiciones
de contorno temporales, que acompanan tanto a la condicién espacial A como a la B.
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Operador de condiciones de contorno

Para poder calcular el operador de Forman reducido en cada subespacio
(k, m) resta construir, en cada uno de ellos, la versién del operador de condi-
ciones de contorno A(6)U (), con los cuales proyectar las trazas deducidas
en (2.47) y (2.48). El operador de condiciones de contorno puede escribirse,
a partir de (2.37) y (2.39) como

AU (1)
= [lycosp — (io - n)(iT - n)sen(d — pn); (2.50)
1o ® (iT - n)senp + (io - n) @ lacos(0 — p)],

donde sélo se ha considerado las dos primeras filas, ya que las otras dos son
proporcionales a ellas.
En coincidencia con la discusién en [17]

001 O
. 00 0 -1
(Za'n)®12|k,m = -1 0 0 0 |’
010 O
0 0 -1 «
. 1 0 0 —a -1
12®(ZT'n)|k,m_ 5 1 «a 0 0 )
—a 1 0 0

a=vVa?-1,v=k+1/2.

Reemplazando en (2.50) se obtiene el operador de condiciones de contorno
en el subespacio. Este toma la forma

A@U ()|,
,m
c— %s’ s 0 0
B —%s’ c+ %s’ 0 0
o 0 0 c— s 2 ’
0 0 o8 c+ 2*1;/5/
0 0 d — %s /2%5 1
0 0 —5s —c — 5
—c + QLS 58 IQ)V 0 . (2.51)
—5ts d + is 0 0

mientras k # 0. Por otra parte, para k = 0, en la base (2.45),

A(e)u*l(u)\kzo = [( CBSI CES, ) ;< —c'0+5 c/as )] . (2.52)
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Se ha adoptado la convencién

¢ = cosp s = senp
d =cos(0 —pu) s =sen(d— ).

Una vez calculado A(8)U~1(u) pueden considerarse proyecciones sobre
Ta, que se denominan Hj, (6, u) = A(H)Ufl(u)\llx)m(x), i=1I1,11,111,1V.
De la forma de A(0)U (1) se concluye que para i = I, I] se tienen compo-
nentes sobre {|1),|2)} mientras que para ¢ = I1I,IV hay componentes en
{]3),]4)}. Separando el comportamiento en estos subespacios ortogonales
conviene definir

H}, (0, 1) = [HE (0, 1) 1L, (0, )] =
c— s+ iSan’” (c — %s) -2 (s’ + iSnW]f’ns)
= (s’ + iSann ) c+ %s’ — i, wkn (—c’ — 2—11,3) ’
Hi (6, 1) = [ (0, 1) P (6,1)| =

[ i8S, Whn Ec — ) =+ ks — g (—s i W)

+
—5- (85— 1S, Wkn ’) —iS, W (c+ %s’) +c’+2—1ys

(2.53)

El operador de Forman en el subespacio (k,m), si k # 0, queda definido
como

P = {CDAB(“)ILW ’ 2.54
[PaB ()] m = 0 [‘PAB(/L)H} (2.54)

k,m

donde, de acuerdo a (2.21), H,gfzn(ﬁ,u) = (‘I)AB(M))J(;,L@ H,E:Z;Zn(o,u),i =111,

y, en consecuencia,

(@hp], = Hiw0.0) [ 0)] = 11T, (2.55)
Consistentemente, se define para k =0
Hé,o = [c —s + z'SnW}r/Q(c — s/)}

Hif = [iSaWi (e = o) = ¢ +5)], (2.56)

siendo en este caso

(@hs] o = Hool0.1) [Hio(0.)] i =1,11. (2.57)
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2.3.3 Evaluacién de la energia libre

Habiendo construido el operador de Forman debe retornarse a la expresiéon
(2.43) para el célculo de la energia libre.
Habra que evaluar

28(F(0) — F(0)) = log det [035(0)Pap(8/2)] = Trlog [@35(0)0ap(0/2)] |
(2.58)

donde det y tr representan las partes finitas obtenidas del det, mds las que

surgen luego de renormalizar los términos divergentes. Tal como se dijo en

la seccién 2.2, este procedimiento es equivalente a regularizar directamente

(v luego renormalizar) los términos conducentes a divergencias en el cdlculo

de trlog {@Z}B(O)@AB(H/%]

Sin méas que algo de complicacién algebraica se obtiene

1 &, detH}, (0,0)detH} . (6,0/2)
BEO)-FO) =5 2 > > los detH], (0,0)detH], (0,0/2) (2.59)

n=—oo k,m1,l,11

A partir de las H};’m definidas en (2.53) se calculan los determinantes de
la expresién (2.59). Sumando los casos I y I1, y sobre los valores de m se
obtiene, para las diferencias de energias libres

BUF(8) ~ F(0)) = § logdet [235(0) a5 (6/2)]

2
(1 — X£7n00529 — Yk%nsenQH) + 4X,§’RC0829

1ﬂ
=-3 Z ZQulog

2
n=—oo k=1 (1 + X]% n)
— 0ny2\2 2 0,112
1 i : (1—(VVJr ) ) cos”f +4(W.") (2.60)
—— og 9 .
2,57 (1+ (W9)2)?
donde
R o L g LWt —whr
kn — an n Wﬁ’n kn — 2% Wi,n + Wl_c,n
I T
Wi = Tes1/241 (¥n) Tn=02n+1)7z z = RT. (2.61)

Ti1)2 (zn)

Noétese que, por razones dimensionales, z y 6 son las tnicas variables del
problema.

Las sumas resultantes son divergentes. Tal como se ha dicho, se obtienen
resultados finitos si se considera el p—determinante con p > 4. esto significa
sustraer de estas series aquellos términos que correspondan a trazas diver-
gentes con ¢ < p en (2.43). Para ello se introducirdn desarrollos asintéticos
de las funciones de Bessel involucradas. Tales desarrollos seran capaces de
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aislar un nimero finito de términos conducentes a divergencias, para cuyo
tratamiento se introducird una regularizaciéon analitica.
Se estudiaran por separado las contribuciones de k > 1y k = 0.

Contribucién a la energia libre de los subespacios con k > 1

Para k > 1 se considera el desarrollo de Debye de las funciones de Bessel
[18], que resulta vélido para grandes valores del orden y del argumento.
Este desarrollo se utilizard para dar sentido al primer término de la ecuacién
(2.60).

Resulta ttil introducir

p=1\/V2+ a2, (2.62)

variable “radial” en el plano de las sumas dobles en n y k. El desarrollo de
Debye, por ser valido para grandes valores de v y x,, resulta una serie de
potencias en p~ L.

El argumento de la suma doble del primer término de (2.60) puede es-
cribirse como 2v log (1 + C’k7nsen20 + Dk’nsen49), donde C,y, y Dy, 5, son fun-
ciones de la variable p. Con el desarrollo de Debye de las funciones de Bessel
y el desarrollo de Taylor del logaritmo se obtiene una serie de potencias de
p~ !, A, reteniendo hasta términos del orden p=™. Si M es suficientemente
grande, todos los 6rdenes del desarrollo conducentes a divergencias cuando
la suma doble es realizada se encuentran en Ajy.

Se considera una regularizacién analitica, consistente en introducir en la
suma doble un factor p=*, con R(s) suficientemente grande de modo que la
suma doble converja. Tal regularizacién conduce a funciones meromorfas del
parametro s, que eventualmente tendran polos simples para ciertos valores
del mismo. Los resultados fisicos se obtendran de tomar el limite s — 0 al
final del calculo y renormalizar adecuadamente las divergencias remanentes.

Mientras el regulador esta presente la serie es absolutamente convergente;
puede sumarse y restarse Ay, en cada término y separarla en dos series.
Si esto se realiza en la version adimensionalizada del aporte a la (diferencia
de) energia libre de los subespacios con k > 1 se obtiene

Afa(z,0) = [RF(R,T;0) — RF(R,T;0 = 0)]; 5,

N N

= _%z i i {21/ log (1 + Cy psen®0 + Dk,nsen49) — AM} (2.63)

n=—oo k=1

T IPNNT

n=—oo k=1

s—0
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donde
Ck:,n =
2 2 2
() 422+ (2 - )| + (-0 1, - (- )
_ -
{mgdg,j + (2= a2) }
(2.64)
2 2
[(,02 —d2;) — (- VQ)}
Dy = — (2.65)
[4x%d,%7j +(p? =2 ]
dn,j = xni Inl, (). (2.66)

dx,

Nétese que si M es suficientemente grande, el primer término de (2.63),
A féo) ( correccién al desarrollo de Debye), es finito. Por lo tanto, en él
puede removerse el regulador tomando el limite s — 0 dentro de la suma.
Este término da lugar a series dobles finitas que seran estudiadas mediante
calculos numéricos, cuyos resultados se presentaran en el capitulo 4. En lo
que resta de este capitulo se mantendré la atencion sobre el segundo término
de (2.63), A féD), realizando cdlculos analiticos a los efectos de estudiar el
comportamiento de los términos singulares.

Por ultimo, conviene destacar que toda la dependencia con las funciones
de Bessel en (2.66) se da a través de la derivada logaritmica d,, j, que en el
desarrollo de Debye resulta [18]

112
d = ug (v/p)
anJ:.f%lOg 1+ZT ;
k=1

donde uy son polinomios que se obtienen recursivamente [18].

En el Apéndice A se construye el desarrollo de Debye a orden M = 6,
Ag, que se reemplaza en el segundo término de (2.63). Si bien para M > 3 el
primer término ya resulta finito, se ha tomado tomado el valor M = 6 para
hacer mas rapidamente convergente la suma doble finita del primer término
de (2.63), a los efectos de simplificar las evaluaciones numeéricas.

Se estudiard el segundo término de (2.63),

AféD)(z,H) = —%z Z ZAM,O_S (2.68)

n=-—oo k=1 s—0
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El desarrollo de Debye del Apéndice A puede introducirse en la expresién
(2.68). Se obtiene

Afc(lD)(Z’ 0) = —%z [ag(z)sen29 + ay4(2)sen’d + a6(z)sen69} . (2.69)

Los coeficientes de esta expresion sélo dependen de z, y pueden ser escritos
como
G/Q(Z) fry a(271) + a(272) + a(273) + a(274) + a(275) _|_ a(276)

CL4(Z) — (1(473) + a(474) + a(4»5) —+ a(476) (270)
ag(z) = a5 4 a6:6)

donde N
CL(Z’]) = Zcmd(fm,d, (2.71)
m,d

siendo Cy, q los coeficientes determinados por el desarrollo de Debye, (ver
Apéndice A), y o, 4 las sumas dobles

oo o
Tmd = Z Z Vdp—(m—i-s)

n=—oo k=1

(2.72)

s—0

Para completar el andlisis de los términos divergentes aislados en el se-
gundo término de (2.63) se estudiard esta suma doble. Para ello puede
tenerse en cuenta que, utilizando la definicién de la funcién I' [18]

1 o0 m+s 2 2

—(m+s) _ / d T2 -1 77’[([”“1’1/ ] 2.7

p e TT e . (2.73)
T (%52) Jo

La expresion (2.73) se relaciona habitualmente con lo que se denomina trans-
formada de Mellin. Reemplazandola en (2.72) se tiene

1 00 — s o0 o0
Om,d = T (mEs) (mTJrS) /0 dr 1 (Z (TV2>d/2 G_TV2> < Z 6_”52) )

j=1 n=-—00
(2.74)
La ecuacién (2.74) es la base para el anélisis de las divergencias. Se
avanza en su comprensiéon estudiando el comportamiento de la segunda
sumatoria, que puede escribirse como

S, = i 6—7—(27rz)2(n—i-1/2)2 _ /oo dr 6—7—(27rz)23z725a(x)7 (2‘75)

n=—oo

donde por d, se entiende la extension periddica de la funcién delta con
soporte en los valores semienteros,
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que reemplazada en (2.75) da lugar a

1 © 12

Sn=7r= Y (-l w2, (2.76)

Tz,

La expresién (2.76) es especialmente adecuada para el estudio de oy, 4
en la region de pequenos valores del pardmetro z. En particular, para z — 0
(que corresponde al limite T — 0, con lo que AfP se reduce a un aporte a
la energia de Casimir del modelo) sélo sobrevive el término de la sumatoria
de (2.76) con [ = 0. Conviene aislar su contribucién para tener

1 1 e N
_ g1 (2) — § (—1)le 22, 2.
Sp=8"+S, N + — l:1< Ye 1 (2.77)

Cada término da lugar a un aporte diferente a oy, 4. En efecto,

Om,d = oM + o2 (2.78)

m,d m,d?

donde

1) 1 r (m_21+5> m—d—1+s
Omid = 5 T () [Cm—d—1+51/2) -2 | @

2) 4 1 mT-H 1 s 2d—1 1 lv
o = —|— —_— yTE R DT Kma ()

=) 2D K (5
(2.80)
Debe notarse que en la segunda se ha removido el regulador debido a que
la suma doble considerada es finita en s = 0. Todas las divergencias del
problema han quedado aisladas en el término de O'S)d, que, por otra parte,
corresponde a un término independiente de la temi)eratura en la energia
libre (2.63). Este punto resulta particularmente importante. Se acaba de
ver que las Unicas divergencias remanentes cuando el regulador es removido
son independientes de la temperatura. Es asi si que el modelo puede ser
renormalizado a temperatura cero, no se presentaran nuevas divergencias a

temperatura finita.

La contribucién a la energia libre de los subespacios con k£ > 1 puede

escribirse entonces como

Afa(z,0) = AFV0) + AFP(2,0) + A£ (2,6), (2.81)

donde se puso de manifiesto la independencia de z del término proveniente
1)

de O

N
1@2515 534557 4y  557% 3237 4

3\ |1096 T 546975 157 T 2048 303216 157s



36 2- Determinantes y valores de borde

4log(2)  T(E) 88753((5)] o0
57 457 | 4375807

129 29696 2172  1817*  28768((5) A
+ — + — sen~f
2048 = 450457 512 65536 450457

143 2048  1437*  1984¢(5) 6
- = - + sen’f
512 64357 49152 6435

1 8
= — [(—5.604 + > sen’d + 0.463 sen*d + 0.023 sen69] . (2.82)
4m 15 s

La expresién (2.82), que representa el aporte de los 6 primeros términos
del desarrollo de Debye a la energia de Casimir del sistema, debe compararse
con los resultados publicados en [19]. Obviamente no puede esperarse que
las partes finitas del término en sen sean iguales, debido a que tal término
es el que resulta afectado por el método de regularizacion.

Tal como se vera mas adelante, la renormalizacion del modelo completo
permite eliminar el término divergente mediante la introduccién en el la-
grangiano del modelo hibrido, de una integral sobre el borde de una den-
sidad local que es funciéon del campo externo. La renormalizacién deja un
aporte arbitrario a la energia libre de la forma %senzﬁ, donde la constante
K debe ser determinada a través de alguna condicién adicional (eventual-
mente impuesta por la experiencia). En el Capitulo 4 se fijard esta constante
imponiendo la continuidad del flujo de la corriente axial en el borde de la
cavidad, en el limite de radio cero.

Por otra parte, los términos proporcionales a sen?d y sen®@ son finitos y
no estan afectados por la regularizacién. El término de senf es comparable
con el obtenido por Zahed, Wirzba y Meissner en [19]. La pequena diferencia
en el coeficiente surge del hecho de que los citados autores solo estudian el
desarrollo de Debye hasta el orden finito dominante, mientras que aqui se han
considerado mayor nimero de términos. Por la misma razén esos autores
no incluyen aportes proporcionales a sen®f.

Para completar el calculo de la contribucién a la diferencia de energias
libres de los subespacios con k > 1 deben realizarse numéricamente las sumas
dobles finitas senaladas como A ff)(z, 0) y A fc(lc)(z, ). Los resultados de
tales sumas se mostraran en el Capitulo 4 en el marco del estudio del modelo
de bolsa quiral hibrida. Para su evaluacién se cortaran las sumas dobles
para grandes valores de los indices, de modo que el aporte de la “cola” de
tales series resulte despreciable. También alli se completard la energia de
Casimir del modelo, compuesta por el término estudiado A f 51)(9) y por el
limite z — 0 de la correccién al desarrollo de Debye, A féc). En particular,

limp_, fc(lz) = 0 como se verifica facilmente de (2.80).
Para completar la descripciéon de los fermiones bajo condiciones de con-
torno quirales debe considerarse el aporte del subespacio con k& = 0.



2.3- Bolsa quiral en 3 + 1 dimensiones 37

Contribucién a la energia libre del subespacio £ =0

Se ha estudiado el primer término de (2.60) que corresponde al aporte de
los subespacios con k > 1 a la diferencia de energias libres Af. Se debe
considerar ahora el segundo término de tal expresién, correspondiente al
subespacio k = 0. Se llama

= 1— (I/Vo’n)2 ? cos?6 + 4(W0’n)2
Af()(z, 9) = _Enzz_oo log ( +(1 —2 (W—?_P)Q +

, (2.83)

donde se entiende por > >° _ a la suma en la que han sido sustraidos

(y regularizados) los términos que conducen a divergencias (si es que tales
términos existen). Es importante notar que

0,n 1
W™ = coth(zy,) — —.
T,
Conviene entonces separar los términos exponencialmente decrecientes con
el argumento. De esta forma, si se realizan desarrollos asintéticos no se
pierde informacién de los mismos.

Llamando
1
a, = cothx, = coth (2rz(n +1/2)) ap = 2an, — —
T
puede escribirse
Afo(z,0)
1 & 4a2+ (1—a2)?cos®h
=22 S log it ( a;)z o8 (2.84)
2 2 (1+a3)
- o, —4+[2(1=a2)+ 22 ] cos?0
_12 Z lo 1 Tpn 4a2 +(1—a2)2cos?0
2" 24 %% (1- e )2
- zn 1+a2

No resulta dificil relacionar el primer término del segundo miembro de
(2.84) con funciones 93 de Jacobi [20]. Asi se obtiene

193 (9, T = 4iz)
V3 (0 = 0,7 = 4iz)’

AFP)(2,0) = —zlog (2.85)

El segundo término de (2.84) merece un andlisis un poco mas detallado.
Si hubiera divergencias provenientes del subespacio k& = 0 deberian estar
presentes en él. Tal como se ha realizado para los subespacios con k > 1, se
introducird un desarrollo asintético del término general de la sumatoria, que
se denominaré dy7, conteniendo hasta términos del orden de z,;™. Si M es
suficientemente grande todas las divergencias (si es que existen) estdan con-
tenidas en 6,7 y pueden separarse de partes finitas (a calcular numéricamente
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y tanto més rapidamente convergentes segun sea mayor el valor de M). Con
este mecanismo

Af (2,0)

o 14 n —4+ [2(1—&%)2+;‘—Z]00529 -
-, Z log Tn 4a%+(171a%)2260529 Y I ZZ(SM- (2.86)
n=0 (1 — (;7: 1+a%) n=0

Nétese que se ha mantenido la notacién 3. sélo en el segundo término
debido a que el primer término ya es finito. Puede verse que el desarrollo
asint6tico §); comienza con términos de orden x,, 2. De este modo el segundo
término de (2.86) también es finito y la regularizacién pasa a ser innecesaria.
En este caso, el haber realizado la suma sobre paridades elimina todas las
eventuales divergencias provenientes del subespacio k = 0.

Por razones de consistencia y para facilitar los calculos numéricos poste-
riores se tomard M = 5. La suma del segundo término de (2.86) se realiza
facilmente para obtener

Af$P(2,0)

oy —4t [2(1—(1%)2—{-(;—:} cos?0

00 Qn
. 1 L+ Tn 4a2+(1—a? )?cos?0
=2 {loeg S
— _ On
n=0 ( Tn 1+a%)

11 1 1 ) 11\ ]}
) [ = Vsen204 (—— — — )sen®s
K a2 ad 4l + 23:2) sen”t + < 2z} :r5> sen

—z K—gg — &3 — i@ + ;&,) sen’6 + (—254 — §5> sen49] , (2.87)
donde .
6= (5rz) <172

Para comparar con los resultados senalados en [19] habra de estudiarse el

limite 7" — 0. En [19] se muestran los aportes provenientes de A féeXp) (2,0)
. . (2) )
y no se mencionan los correspondientes a Afy”(z,60), que se calculardn
numéricamente mas adelante. Sin demasiado trabajo puede demostrarse
que
: (exp) A lexp) _ 1 62 0<f<m/2
%13) Afo " (20) = Aey 7 = 4 { (r—0)? w/2<0<7 (2.88)

que coincide con lo sefialado en [19].
Se dejard para el Capitulo 4 la presentacién de los resultados de los
céalculos numéricos senalados.
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2.4 Resumen del Capitulo 2

En el presente capitulo se ha presentado el método de evaluacién de deter-
minantes de cocientes de operadores diferenciales elipticos en términos de
p—determinantes del operador de Forman. Este método, desarrollado por
R. Forman [3] y ampliado por O. Barraza, H. Falomir, R. E. Gamboa Saravi
y E. M. Santangelo [2] tiene la ventaja de referir todo el calculo a relaciones
entre los valores de borde proyectados por distintas condiciones de contorno
de funciones del nucleo del operador diferencial considerado.

Luego de un ejemplo simple de aplicacién (Laplaciano en el disco), donde
se puso de manifiesto la importancia de la eleccion de una base adecuada
para el ntcleo del operador diferencial, se atacé un caso de interés en Teoria
de Campos: la bolsa quiral en 3 + 1 dimensiones.

El método del operador de Forman permite, cuando se estudian fermio-
nes confinados en una esfera de radio R, a temperatura 5 = 1/T, el célculo
de la diferencia de energia libre respecto del caso en el que el angulo quiral
es nulo (bolsa M. I. T.). Se construyé el operador de Forman, en base a las
simetrias del operador diferencial y de los de condiciones de contorno. Con
éste se separé el aporte a la (diferencia de) energia libre proveniente de los
subespacios con k > 1y k = 0.

Para k£ > 1, la introduccién de desarrollos asintéticos, inspirados en el
desarrollo de Debye de las funciones de Bessel, permiti6 el aislamiento de
las singularidades que, una vez regularizadas analiticamente, demostraron
ser independientes de la temperatura. Esto es de gran importancia, debido
a que permite la renormalizacién del modelo a temperatura cero.

Por otra parte, para k = 0, si se efectiia en primera instancia la suma
sobre paridades (lo que esta justificado en la serie regularizada), no se ob-
servan singularidades. En este subespacio se separé el aporte de términos
exponencialmente decrecientes con el indice de suma.

Los limites de temperatura cero del aporte del desarrollo de Debye (k >
1) y de los términos exponenciales (k = 0) son comparables con los seialados
en la literatura [19]. Sin embargo no son éstos los unicos aportes a la energia
de Casimir del modelo. Los resultados de los calculos numéricos de las sumas
convergentes se presentaran en el Capitulo 4, en el marco general de la bolsa
quiral hibrida.

Cabe senalar que una vez renormalizadas las singularidades, magnitudes
derivadas de la energia libre o la energia de Casimir (tales como el flujo
de la corriente axial, segin se verd en Cap. 4) resultan cantidades finitas.
En intentos previos, tales como [19], la introduccién de reguladores ad-hoc
hacia que magnitudes derivadas resultaran nuevamente divergentes.
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Capitulo 3

Determinantes y Funcion de
Green

En el Capitulo 2 se ha estudiado y aplicado el método del operador de For-
man, 1til para el estudio de cocientes de determinantes (diferencias de en-
ergias libres). La consideracién de los determinantes (energias) de referencia
genera la necesidad de contar con métodos de evaluacién complementarios.

El conocimiento de los autovalores de un operador diferencial diagonal
permite definir su (—determinante de la manera descrita en el Capitulo 2.
Sin embargo, el calculo de los autovalores en el caso general (en particular
en presencia de bordes) puede ser muy complicado.

Por otra parte, la construccién de Seeley de las potencias complejas de
operadores elipticos provee una poderosa herramienta para la evaluacion de
estos determinantes regularizados. En el caso de problemas sobre variedades
sin borde [21], este método ha sido ampliamente aplicado a casos de interés
para la Fisica (ver, por ejemplo, [22] y las referencias alli citadas).

Para variedades con borde, las potencias complejas de operadores elip-
ticos sometidos a condiciones de contorno locales (como las que son consid-
eradas en esta tesis) fueron introducidas en [23]. En general, los determi-
nantes asi regularizados resultan ser funcionales no locales, que no pueden
ser expresadas en términos de un ntimero finito de coeficientes de Seeley
unicamente.

Sin embargo, estos determinantes pueden ser obtenidos de las correspon-
dientes funciones de Green mediante relaciones que involucran un nimero
finito de tales coeficientes. En el caso de variedades sin borde, eso fue
probado en [24], mientras que para condiciones de contorno locales el pro-
cedimiento fue introducido en [25] y demostrado de manera general para
operadores de primer orden en [26].

Cabe senalar que en el marco de otras regularizaciones también ha
sido posible obtener (derivadas de) determinantes funcionales a partir de
la funcién de Green que satisface las condiciones de contorno apropiadas en

41
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problemas de interés fisico [27, 28].

Esto muestra que, si bien no es posible reconstruir la resolvente (o bien
los autovalores) de un operador a partir del conocimiento de la funcién
de Green unicamente, ella igualmente contiene suficiente informacién como
para permitir el cdlculo de (derivadas respecto de ciertos pardmetros de) los
determinantes funcionales que interesan.

En lo que sigue se empleard un método de regularizacién que permite
expresar las energias de referencia del Capitulo 2 en términos de la funcién
de Green del problema considerado. Sin ser el método de la funcién (, éste
consiste en la regularizaciéon analitica de trazas que involucran a la funcién
de Green del operador.

En el Capitulo 2 se aplicé el método del operador de Forman al céalculo
de la diferencia de la energia libre de una bolsa quiral respecto de la de una
bolsa en la que las condiciones de contorno corresponden a las del modelo
del M. I. T.

En el modelo de la bolsa de M. I. T. [16, 29], quarks y gluones se en-
cuentran confinados en una regién acotada del espacio. De esta forma, se
incluyen de manera efectiva los comportamientos esperados en la descripcién
de hadrones y sus interacciones fuertes: Libertad asintética y Confinamiento.

Las condiciones de contorno se eligen de modo que, en el borde de la
cavidad, se conserve la corriente asociada a la simetria de gauge del modelo.
Existe una vasta literatura acerca del estudio del modelo de la bolsa a T = 0
[30, 31, 32], sobre todo en lo concerniente a la energia de Casimir. Mediante
la aplicacién de los métodos funcionales que se estan presentando es posible
su estudio a temperatura finita.

A modo de ejemplo de célculo, se estudiard en primera instancia el caso
de un campo escalar real, confinado en una esfera estatica de radio R, y
sometido a condiciones de contorno generales. Estas reproducen como casos
particulares las usualmente denominadas como de Dirichlet, Neumann y
Robin. Tal modelo de prueba fue desarrollado en [33] y muestra la técnica de
célculo sin incorporar las dificultades algebraicas de sistemas mas realistas.

Como aplicacién a modelos efectivos de las interacciones fuertes, se ha
obtenido la energia libre de fermiones confinados en una esfera y bajo condi-
ciones de contorno tipo M. I. T., energia de referencia del cdlculo del capitulo
anterior.

Por otra parte, se estudié un campo de gauge (abeliano), también con-
finado en la esfera, con condiciones de contorno adecuadas al modelo de la
bolsa. En este caso han sido tratadas las complicaciones adicionales que
surgen de la simetria de gauge, pudiendo demostrarse que ghosts, modos
temporales y longitudinales dan un aporte neto nulo a la energia libre.

Estos tltimos resultados han sido presentados en [34].
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3.1 Campo escalar real

3.1.1 Energia libre y Funcién de Green

Se considera un campo escalar real, confinado dentro de una esfera estatica
de radio R. El campo se encuentra en equilibrio a una temperatura 3 = 1/T.
La funcion de particiéon para este problema esta dada por

Z = Dype 5F (3.1)

donde Sg es la accién euclidea

1 (B
SE = f/ dT/ d*x 0,00, . (3.2)
2 Jo 1%

Por tratarse de un campo bosénico, la integracion funcional debe re-
alizarse sobre funciones que satistacen condiciones de contorno periédicas
en la direccion del tiempo euclideo. Por otra parte, las funciones deberan
satisfacer la condiciéon de contorno espacial que se considere.

Definiendo la integral funcional mediante un determinante,

—BF = —% log Det [aﬂB = —%Tr [1og (82)}]9 (3.3)

donde B representa a las condiciones de contorno.
La periodicidad en la direccién del tiempo euclideo permite simplificar
el calculo de la traza. En efecto,

—BF = —% nioo Trz [log (—wi + VQ)}B Wy, = 2;” , (3.4)

donde el problema ha quedado restringido a la traza “espacial” del logaritmo
del operador de Helmholtz. Si la geometria es simple, se puede intentar re-
solver el problema de autovalores de tal operador y, una vez diagonalizado,
atacar el calculo de las trazas involucradas. Sin embargo, en el caso de la
esfera, este procedimiento conduce a ecuaciones trascendentes que exigirian
la realizacion de calculos numéricos. Como se intenta un analisis detallado,
al menos de las singularidades que aparecen en el problema y de su regu-
larizacién, se desarrollaran vias alternativas que permitan la aplicacién de
métodos analiticos.

Al menos formalmente, puede tomarse la derivada de la expresién (3.4)
respecto de la temperatura, para luego integrar en la misma variable. Se
obtiene

1 [dT & , .,
—-BF =K — 5| T Z (—an) TrzG (Z,@5wn)|p - (3.5)
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En (3.5), K es una constante de integracion, a ser determinada por alguna
consideraciéon adicional. Se ha introducido en esta expresién la funcién de
Green del operador de Helmholtz que satisface las condiciones de contorno
espaciales. Esta queda definida por

(—W%+V2)G(f,f/;wn) =60 (f—f/); x € Qp
(3.6)
BTG (&, 7;w,) = 0; a € 00g

A continuacién se estudiara la solucién de esta ecuacion.

3.1.2 Funcién de Green del campo escalar

Se ha definido en (3.6) la funcién de Green del operador de Helmholtz con
condiciones de contorno B. La forma general de las condiciones de contorno
locales elipticas para el problema de Helmholtz es

S .., 9 -5
BTG (@,#;wy) = pG (&, 75 wy) + qRa—G (@, &;wy) = 0; a € 00Ng.
n
(3.7)
Los parametros p y ¢, adecuadamente seleccionados, determinan las
condiciones de contorno:

Neumann

p
Dirichlet 1
0
Robin 1

— = O 9

Se mantendra por ahora la condicién de contorno general. Mas adelante
se tomarad el ejemplo de la condicién de contorno tipo Dirichlet.

La funcién de Green para este problema ha sido previamente calculada
en la referencia [35] (aunque a 7' = 0). Sin embargo conviene revisar la forma
de célculo porque sera util en casos de mayor complicacién algebraica.

Antes que nada conviene tener en cuenta que tanto el operador diferencial
como el de condiciones de contorno tienen simetria rotacional. Esto significa
que la funcion de Green puede escribirse en la base de autoestados comunes
de J%2 y J., es decir en la base de arménicos esféricos.

Por tratarse de un operador diferencial lineal, se propone para la funciéon
de Green una suma de dos términos

- of - N/ ol
G(Z,7) = Go(Z, & 5wy) + G(Z, 75 wy) (3.8)
El primero corresponde a una solucién de la ecuaciéon inhomogénea

(~wi + V2) Go (7,5 wn) = 0¥ (7 - 7),
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donde Gg es la funcion de Green libre, regular en el origen y en el infinito.
En la base propuesta

oo J
Go(Z, T3wn) = 3 > Spwns (ilwnlr ) (ilwnlrs) Vim () Vi, (€2).
j=0m=—j
(3.9)
En la expresién (3.9)
Sy, = signo(n).
Por otra parte j; y hg-l) son funciones esféricas de Bessel [18] e Y},,(€2) son
los arménicos esféricos. Se ha tomado

r~ = max(r,r’) r< = min(r,r’).

El segundo término de (3.8) corresponde a una solucién de la ecuacién
homogénea
(—wg + VQ) G (Z,75w,) =0 (3.10)

que debe ser regular en el origen, y que se ajusta de modo que la suma (3.8)
satisfaga las condiciones de contorno (3.7).
Corresponde proponer, en la base de los armoénicos esféricos,

o J
G(Z, f/;wn) = Z Z ajjj(i’WnV)jj(i‘wn’T/)ij(Q)Y;n(Q/)- (3.11)
J=0m=—j

La imposicién de la condicién de contorno (3.7) conduce luego de algebra
simple al coeficiente a;

1), oy,
ph;’(izy) +iqzh; " (izy)
pjj (an) + qu]é (an)

a; = —Spwp , (3.12)

donde z,, = |w,|R.
Habiendo utilizado la base discreta de los arménicos esféricos para la
funcién de Green, la traza en la ecuacién (3.5) pasa a ser

o0 J R
Trf—>z Z / r2dr
.Jo

J=0m=—j

§ (3.13)

r=r

donde la integral radial puede ser realizada exactamente en todos los casos.
Introduciendo el parametro

q
a=—t 3.14
p—q/2 (3:14)

la traza espacial de la funcién de Green resulta

Trz |G (2,7 wn)}B =
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1 & _
57 [—ap? + v+ (av = 1) dyy] (adny +1)7" (3.15)
n j=0
donde
v=j+1/2 p =1\ 22+ v
d
Tp = |lwn| R dnj = o log I, ()| ,—p,, - (3.16)
Reemplazando (3.15) en (3.5) se obtiene la expresién de la energia libre
—BF =

K41 [ i izu [—ap® + v+ (av = 1) dy ] (adn; +1)7" . (317)
2) T =, j=0 ! !

Si bien las complicaciones pueden ser mayores, la linea seguida en estas
ultimas expresiones es la que se utilizara para el campo fermidnico y el
campo de gauge en las secciones que siguen.

El argumento de la integral del lado derecho de (3.17) es una suma doble
divergente a la cual debe darse algtin sentido imponiendo un mecanismo de
regularizacién. Tal como se ha realizado en el Capitulo 2, se introducira una
regularizacién analitica utilizando la variable “radial” p. Esta prescripcién
conduce a funciones meromorfas del pardmetro s, cuya extensién a s — 0
aisla las divergencias como polos simples y permite extraer resultados finitos.

Para que tal separacion sea posible se introducira el desarrollo de Debye
de las funciones de Bessel tal como en la seccién 2.3.

3.1.3 Calculo de la energia libre

Asi como se hizo en la seccion 2.3.3 se dard sentido a las sumas dobles de
(3.17) mediante la introduccién del desarrollo de Debye.

En efecto, mientras el regulador estd presente, en cada término de la
sumatoria puede sumarse y restarse Ay, desarrollo del Debye del término
general en el que se retienen términos hasta la potencia p~. De este modo

—BF = K

1 fdT & & -
5/ RIpS 2 (mar® + v+ (v =D doy) (v + )7 = Au o7
(3.18)
1 dl &

2] T 2 XA

n=-—o0 j=0

_l’_

El segundo término de (3.18) resulta finito si M es suficientemente grande
(M > 3). En tal caso puede removerse el regulador tomando el limite s — 0
dentro de la suma doble. Ese término corresponde a sumas dobles finitas
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que se calcularan numéricamente. Conviene senalar que cuanto mayor es el
valor de M, més rapidamente convergen estas sumas. Para simplificar las
evaluaciones numéricas se ha tomado M = 6.

El tercer término de (3.18) contiene las singularidades del problema. Su
tratamiento sera similar al del Capitulo 2. Las tinicas diferencias correspon-
den al limite inferior del indice de suma j y a la expresion de las frecuencias,
que ahora corresponden a valores enteros de n por tratarse de un sistema
bosoénico.

Resulta natural, entonces, la introduccién de las series dobles oy, 4 como

n (2.72) (donde ahora 3772, reemplaza a 3 52 ;).

Oma= Y. 3 vip Il (3.19)

n=-00j=0 s—0

Nuevamente, a partir de las propiedades de la funcién I', puede escribirse la
potencia p~("™+%) como en (2.73) para obtener

[e.o]

0m7d:"11+8/ drr"e" Zud - l Z 6_7(2W|nz)2] . (3.20)
' (*3) Jo

n=—oo

Debe recordarse que la suma doble del desarrollo de Debye Ajs resulta
una combinacién lineal de o, 4. Se estudiardn estas ultimas en las regiones
en las que la variable adimensional z = RT (tnico pardmetro del problema)
resulta grande o pequena. Se vera que a grandes valores de z se obtiene
analiticamente una serie de potencias decrecientes de z, lo que corresponde
a sucesivas correcciones por tamano finito al comportamiento de un gas
libre de bosones. En cambio a bajos z son necesarios célculos numéricos,
tanto mas trabajosos cuanto mayor sea z. En la regién intermedia ambas
aproximaciones pueden empalmarse para obtener la descripcién completa.

Regién de grandes z

Cuando z > 1 los valores grandes de la variable de integracién 7 son suprim-
idos por el factor exponencial e~ (272 (salvo para n = 0 que se estudia
separadamente). De este modo, la sumatoria de indice j puede estudiarse
mediante el denominado desarrollo de Euler-MacLaurin [20]. Este desar-
rollo, de pequenos valores de 7, es 1til para la evaluacién de sumas mediante
integrales y derivadas del término general, dando lugar a

S (1) = i (TVQ)d/z e’

=0

AT ﬁkfl

k::l

1 k/2 d d, —ax?
2Bk-+1:| T 7 (.f (& )

N =
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Reemplazando en (3.20) y resolviendo la integral en 7 se obtiene

Omd=C(m—d+s,1/2)

Me—d—1ds m—d—1+s d+1
=) )T a1

o ()
o (1)t poq ymaes T (R
#2300 (m) g S 2 )G (420,172

(3.22)

A la vista de la igualdad (3.22) conviene recordar la expresién de la
energia libre (3.18). Si z es grande el segundo término puede estimarse
mediante el orden M + 1 del desarrollo de Debye. De acuerdo a (3.22) esto
corresponde a un aporte de la forma z=™. Si en el desarrollo del tercer
término de (3.18) se consideran contribuciones hasta z~(M~1 el segundo
resulta despreciable. Se retendran en el desarrollo (3.22) todos los érdenes
hasta 27° y con éstos se construird la energfa libre en la regién de grandes
valores de la variable z.

A manera de ejemplo se estudiard el caso de condiciones de contorno
tipo Dirichlet. Reemplazando (3.22) en (3.18) y realizando la integral en la
temperatura (o, a radio fijo, en la variable z ) se obtiene la energia libre a
grandes z

—0F = Ky + 7;4;23 + g{' (—2)4mz + %Wz - 4i8 log (2) — BE (2)
+$%10g (=) - ﬁ%% - ﬁ“ );(le)?’ B 11614271600%?14
Lot C (5) ;(;)5 +0 (;) , (3.23)
donde
BB () = 5 |atoeis — <= (€~ log (2m)) - 3?53 L (329)

y C es la constante de Euler [20].

K es la constante de integracién, a ser fijada imponiendo una condicién
adicional a grandes valores de z. Una variante consiste en ajustarla de modo
que las aproximaciones para z 3> 1y z < 1 coincidan en la zona intermedia.

En la ecuacién (3.24) se encuentra el dnico término que resulta diver-
gente cuando el regulador es removido, el cual, como puede verse, contribuye
a la energia libre con un aporte independiente de la temperatura. Esto sera
confirmado al estudiar la regién z < 1. Tal divergencia puede ser elimi-
nada, renormalizando la teoria a T" = 0, mediante la imposicién de alguna
condicion fisica sobre la energia de vacio.
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Esta aproximacion de grandes z estd de acuerdo con resultados previos
presentados en las referencias [36, 37], en los que fue considerado el desarrollo
asintotico de la densidad de energia.

Region de pequenos z

Para la discusion de la region de pequenos z debe analizarse el segundo
factor de (3.20),

[e.9]

Sp= Y em)’ / de e TS (2) (3.25)

n=—oo

donde se ha introducido la extensién periddica de la funcién delta, con so-
porte en los enteros

> ek (3.26)
k=—0c0

Reemplazando (3.26) en (3.25) e intercambiando la suma y la integral se
obtiene

2 1 1 & 2
Sn — Z efT(Zﬂnz) = - Z 6_47'22 s (327)
= 2T T |
expresiéon en la cual la variable z aparece en el denominador del argumento de
la exponencial. Debido a ésto, (3.27) es adecuada para el anélisis de la regién
z < 1. En particular, en el limite z — 0 la tinica contribucién proviene del
término [ = 0, que conviene mantener aislado. Con la separaciéon propuesta

Om,d = U(l)d + ag)d , (3.28)
donde se ha definido
m—1+s
Tond = Q%ZFF((%))C(m—d—Hs,m) (3.29)
y
molis | molte l
e et B () () hen ().

2 l 1j=0
(3.30)
En (3.30) Km-1+2 son funciones modificadas de Bessel. Las expresiones
2

(3.29) y (3.30) son similares a las del Capitulo 2. Tal como se senal¢ alli,
aml 4 contribuye sélo a la energia de Casimir del sistema. Otros aportes a esa

(2)

energia se obtendran tanto del calculo numérico de o,,’; como del segundo
término de (3.18).
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Siguiendo con el ejemplo de condiciones de contorno tipo Dirichlet, de

(1)

Opnd S€ obtiene
1 52211 229 3573 56575 2 1
R — C — _ 4 -
s 9rz | 12700800 © 20160° 65536 6291456 3155
11 8429 230852753
— log (2) — Sttt
672 198 ) ~ 519190¢ ) S950u80536° )
1

Debe enfatizarse que el cdlculo analitico desarrollado ha conseguido aislar
el tinico término divergente presente en la energia libre, en la ecuacién (3.31).
Este resulta independiente de la temperatura y coincide exactamente con
el obtenido en la ecuacién (3.24) en el desarrollo de grandes z. Si estas
divergencias son removidas a T" = 0, la energia libre permanece finita a toda
T.

A partir de O'S?d se obtienen otros aportes, dependientes de la temper-
atura y finitos, a la energia libre del modelo. En estos, que son exponencial-
mente decrecientes cuando z — 0, puede tomarse s — 0 dentro de la serie
doble y proceder a su evaluacién numérica. Deben efectuarse, entonces,
sumas dobles y la integral respecto de la temperatura senalada en (3.18).
En los términos correspondientes a valores pares de m, las funciones de
Bessel corresponden a exponenciales facilmente integrables en z.

No ocurre lo mismo cuando se consideran los valores impares de m. En
efecto, en tal caso ha debido utilizarse el método de evaluacién numérica de
integrales de Gauss—Laguerre [18].

Para el ejemplo de condiciones de contorno de Dirichlet, se evalia el
aporte total a la energia libre de ag)d cortando las sumas dobles correspon-
dientes a grandes valores L y J, eleéidos de modo de mantener acotada una
estimacién del error proveniente de la“cola” de la serie en valores menores
que 1076,

Cuando z es pequeno, el aporte del tercer término de (3.18) resulta
fuertemente oscilante, tal como lo muestra la linea continua de la Figura 3.1.
Este comportamiento no es fisicamente aceptable y proviene de la utilizacién
del desarrollo de Debye en una regién en la que es evidentemente mal com-
portado. Se hace entonces necesario calcular las correcciones provenientes
del segundo término de (3.18).

En el ejemplo de condiciones de contorno Dirichlet este término se escribe

_BFC = / % SN 20 (v — duy) — Al (3.32)
n=1j5=0

Mientras z # 0 (M > 3), la suma doble es absolutamente convergente.
De este modo, un niimero finito de términos, (los primeros en n y j), pueden
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Fig. 3.1: Contribuciones a la energia libre del campo escalar Dirichlet; —:
—BF®)(2); —- — —pF©)(2), como funcién de z = RT

ser separados de la suma doble, y los restantes, la cola de la serie, ser con-
siderados como un error. Cuanto mayor sea el valor de M serd menor el
namero de términos necesarios para la estimacion de la suma doble. Es por
esto que se ha tomado M = 6. Asi

N J(n,N)

—BFC¢ :/dzz SN vy —dny) — Al +E. (3.33)

n=1 j=0

La determinacién de N se realiza exigiendo que || < 1075.

La linea cortada de la Figura 3.1 muestra el resultado de las correcciones
al desarrollo de Debye. Puede verse claramente que las oscilaciones antes
mencionadas se compensaran cuando el desarrollo de Debye sea adecuada-
mente complementado.

Se tiene ahora todos los elementos para la construccién de la energia
libre completa del campo escalar real confinado a la esfera, bajo condiciones
de contorno tipo Dirichlet. En efecto,

—BF = K;, — BFY — g _ gpC (3.34)

la cual necesita de una condicién adicional para la determinacién de la con-
stante de integracién K.
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Si el estado de vacio es no degenerado, la entropia debe ser nula a tem-
peratura cero. La entropia puede calcularse a partir de (3.34) como

oF| _ 0 (z [~6F0 - 5F® — FC]) + K, (3.35)

S:_aiTR 82

de modo que de la condiciéon de su anulacién a T' = 0 resulta

0
__Y _gFWL _ gp@ _ gpC
Ki=— (2 [-8F® - pF® — gF DZ:O . (3.36)

Mediante un ajuste por cuadrados minimos del comportamiento (lineal)
a pequenos z, el limite z — 0 pudo ser estimado, obteniéndose

K, = 0.029906 . (3.37)

Del mismo anélisis surge la energia de Casimir del modelo, que en la presente
regularizacién es
E li ! < 2 1 +0 001969> (3.38)
=lim—— ( —- . . .
¢ =02rR \315 s
Naturalmente, la arbitrariedad de la receta de regularizacién hace que
no pueda asignarse mayor significado a la expresion (3.38). En efecto, si se
hubiera considerado un regulador dependiente de un parametro de escala
(con dimensiones de masa), como seria, por ejemplo,

(o) ()]

= ) n 7

pR w3

la energfa libre diferirfa del segundo miembro de la ecuacién (3.18) en un
factor (uR)®. El término singular en (3.24) o (3.31) conduce a la aparicién

(en el limite s — 0) de un término adicional que se suma a la energia de

Casimir (3.38)

1 2
_771 .
512 315 108 (uR) , (3.39)

dependiente de la escala u. Este término, que da a la constante renormal-
izada asociada a la energia de Casimir una dependencia logaritmica con la
escala, ha sido previamente estudiado en [38], donde ha sido interpretado
en términos de constantes “running”. En todo caso, al sumar la energia de
“cero loops”, la energia total debe resultar independiente de esta escala.

La Figura 3.2 resume lo calculado hasta ahora en la presente seccion.
La linea sélida muestra los resultados obtenidos a pequenos valores de z
(eliminando el término singular de (3.31). Las lineas de trazos muestran
desarrollos para grandes z con M = 2y M = 6 (con evidente mal com-
portamiento si z es pequeno). Por otra parte, ambas aproximaciones se
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Fig. 3.2: Campo escalar Dirichlet; —: Aproximacién de z pequeno; — - —:
Aproximacion de z grande

encuentran desplazadas en una constante, producto de no haber fijado atin
el valor de K. Ajustando ambas aproximaciones resulta Ky = 0.135599.

Reuniendo los resultados se completa el comportamiento de la energia
libre del campo escalar con condiciones de contorno de Dirichlet. Este re-
sultado se muestra en la Figura 3.3

Para cerrar la presente seccién conviene recordar que el conocimiento de
la energia libre del sistema asegura la descripciéon termodindmica completa
del modelo. Por ejemplo, utilizando la variable z propuesta, la energia
interna se escribe

0
BU(T,R) = 2o (=BF)g (3.40)
y el calor especifico a volumen constante
040
= — |z"— (—pF 41
Cv = 52 |5 -8P)] (3.41)

donde las derivadas se toman a R constante.

3.2 Campo fermidnico

Habiendo adquirido experiencia en la determinacién de la energia libre con
el ejemplo simple del campo escalar, se aplicard el metédo desarrollado a la
energia de referencia del Capitulo 2.
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Fig. 3.3: —BF — Campo escalar Dirichlet

Se estudia entonces la energia libre de un sistema fermionico confinado
en una cavidad esférica estatica de radio R, en equilibrio a temperatura T’
y sometido a condiciones de contorno tipo bolsa M. I. T.. Los calculos a
realizar para atacar este problema son muy similares a los desarrollados en
la seccion 3.1.

La accién efectiva del modelo viene dada por

8 _
Sp = / dr / Az A i, b (3.42)
0 \4
y su funcién de particién se calculard a partir de
Z = / DYDy e F =det (i @) (3.43)
C.C.

donde B esta dado en (2.38).
Utilizando la antiperiodicidad de las funciones sobre las que debe calcu-
larse el determinante (sistema fermiénico), pueden introducirse las frecuen-

cias 5 1
T
reduciendo el calculo del determinante a

—BF = i tr [log (wnfyo + fy’ﬁ)}B . (3.45)

n=—oo
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Tal como en el caso del campo escalar, la derivada respecto de la temper-
atura resulta util para vincular el calculo con el de una traza que involucra
a la funcién de Green. De este modo

ﬁF:K+/dT i wtr{G(fx/'w)’yo} (3.46)
T 4 n ) ) n ) *
n=—oo
donde “tr” se refiere a las variables espaciales y matriciales, y se introdujo
la funcién de Green
(iwnn® +i7.V) G (7, 75 wn) = Ta0®) (7 - &);  © € O

. I , (3.47)
(Z+1i h)G(A,T;5w,) =0; a € 00r

que satisface las condiciones de contorno correspondientes a la bolsa de
M.I.T.

En el apéndice B se muestran las funciones de Green necesarias (para
esta seccién y la siguiente), las que se obtienen de la extensién del célculo
presentado en [19] al caso de temperatura no nula. Para su obtencién se
utiliza la base de los arménicos esféricos spinoriales, de modo que la traza
involucrada en (3.46) se reduce a una suma sobre los subespacios invariantes
frente al grupo de rotaciones SU(2)!. Se tiene, entonces,

tr |G (%, 75 wn) 1]
1 & d 2 2
=—— > @v+1) {2v — - log (Iy (@n) + L (xn))}
n ]:0

2 o0
=—— > (2r+1)
X [2Vp2 + 12— 2l/2dn,j - QPan,j — 2vdn j + 2’/d3w' + dgw}

X (p2 — 2ud,, ; + di,j)_1 , (3.48)

donde v, p, x, y dp ; coinciden con las definidas en la ecuacién (3.16) de la
seccion 3.1.
Reemplazando (3.48) en la energia libre (3.46)

—BF =

K+/df S 3 (<2) (2 + 1)

n=-—o0 j=0

x [2yp2 + 02— 22y 5 — 202 — 2vdn + 2vd2 + dfw}

I'Nétese que en este caso el isospin juega un papel secundario, contribuyendo sélo con
un factor de degeneracién igual a 2
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x (p? = 2wy +d2 ) (3.49)

Las serie doble de (3.49) es divergente y, para que tenga algtin sentido,
debe ser regularizada. En presencia del regulador analitico p~%, sumando y
restando los primeros 6rdenes del desarrollo de Debye del término general,
puede aislarse un término que contiene las divergencias. Se obtiene

—BF =

/T Z Z{Qy—i-l [V—:z:ddlog<l (a:n)—i—IVH(:z:n))}—AG}

n=-—o0 j=0

+/dT S5 Agp (3.50)
T n=-o00 j=0 *

Como en la seccién anterior, el término divergente sera estudiado analiti-
camente de modo de aislar las singularidades como polos dependientes del
parametro regulador s. Como antes, el desarrollo de Debye sugiere la in-
troduccién de las sumas dobles oy, 4, a ser combinadas linealmente segun
los coeficientes de los desarrollos asintéticos del Apéndice A, que pueden
ser estudiadas en los limites de grandes y pequenos valores de la variable
adimensional z.

En la regién de z > 1 se tiene

Om,d
m—d—1+s [ [ m=d=1+ts ) p (d+Ll
= (3:2) ( 5(”1;)%(2 ><(m‘d‘1+s’§)

1 )m+2ﬁ+s T (7m+§£+s> (3 51)

0o (_1)8
HEOT ( T ()

2mz >

v <m+2€+s,;)g[—(d+2€),l/2} .

5

)

Al igual que en la seccion 3.1, si se retienen términos hasta el orden z~
el aporte del segundo término de (3.50) es despreciable. Asi, integrando
respecto de la temperatura, se obtiene la energia libre en la regién de grandes
z como un desarrollo en potencias de z~*

T2 4w
BF =K+ ALl sp
B Ht g0 3% — g™ BE (z)
11 111111 111
- - - 3 _ _ P
6372 8 " 5510222 660" B 2 1200240221
8587 11 1
R _((5) s ——=+0 (= 3.52
2327925600° )2(7rz)5 " (26> ’ (3:52)
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donde el término independiente de la temperatura, que contiene la tnica
singularidad remanente, es

LBE(z) = — | T4 0% —2(6—1og (”)) —21} . (3.53)

2mz 512 © 793800 63 2 63 s

Los resultados (3.52) y (3.53) coinciden con célculos previos en [39, 40],
basados en desarrollos asintéticos de la densidad de energia. Tal como se
seniala en esos trabajos, el desarrollo de grandes z para el campo fermiénico
no cuenta con un término proporcional a la superficie de la bolsa (como el
que si aparecia en caso del campo escalar Dirichlet(3.23)). La anulacién del
mismo proviene de la suma sobre las dos paridades de este caso.

Por otra parte, en la regiéon de pequenos z conviene proceder, como en la
secciones 3.1 y 2.3.3, introduciendo la delta con soporte en los semienteros
en el segundo factor de la expresién de o, 4 dada en (2.74). Esto permite
aislar el aporte de z = 0 (que contiene la parte divergente) del resto, que
serd calculado numéricamente. Separando de esa manera la expresién de
Om,d se obtiene

Tm,d = Ug?d + ‘77(73,)11 5
donde cada término viene dado por
T m—1+s>
W _ 1 ( 2
o, s ((m—d—1+s,1/2) (3.54)
@ _
Um,d -
2 k 'm721+s 1 m721+s k]/
Z Z - Km71+s — .
2 k s 2z 2 z

(3.55)
Como en el caso escalar, O’T(i)d aporta s6lo a la energia de Casimir del
sistema. Su contribucién es

gE® 1 | 7w 384803 N 323 , 712 B 2973 N 7t
97z | 512 3175200 | 5040 20160 16384 = 532224
101570 21 27 20371
76201956 63s 230 280 08 (2) - 8192C( )+ 21124( )

260717 2442397

— — = (B) =4 (-3,1/2

524288 (5) 827706880C() ¢(=3,1/2)

1
- 64, (_27 1/2) - ?’C/ (_la 1/2) - 54/ (07 1/2) ) (356)

unico término divergente cuando s — 0. Tal divergencia es independiente
de la temperatura y permite la renormalizacién del modelo a T" = 0.
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Fig. 3.4: —pBF — Campo fermiénico M. I. T.

(2)

La contribucion de O
en la seccion 3.1. Nuevamente han debido considerarse integraciones numé-
ricas por el método de Gauss—Laguerre. Asimismo, las sumas dobles se han
cortado para valores de sus indices suficientemente grandes de modo que la
cola de la serie resulte despreciable. El mal comportamiento del desarrollo de
Debye cuando z es pequeno da origen a fuertes oscilaciones que se compensan
cuando se suma la correccion al desarrollo de Debye, que surge del segundo
término de (3.50).

Mediante regresién lineal se ajusté el comportamiento de la suma de las

se calcula numéricamente de la manera senalada

contribuciones a la energia libre z (—ﬁF(l) — BF® — ﬁFc) a pequenos z.
Esto permitid, via la imposicién de la anulacién de la entropia a temperatura
cero, la determinacion de la constante de integracién K.

En el marco de la presente regularizacién, la energia de Casimir del
modelo es

1 21
Eo=1lm —( —=- . . .
c=gmo s (63 S +0 033667) (3.57)

Finalmente, ajustando la constante K, las aproximaciones de grandes
y pequenos z pueden conectarse para dar lugar a la energia libre mostrada
en la Figura 3.4.
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3.3 Campo de gauge (Abeliano)

Para completar el presente Capitulo se estudiara el caso de un campo de
gauge abeliano. El interés en tal ejemplo surge de que la energia libre de ese
modelo coincide con la energia libre a 1—loop del campo de gluones. Los
gluones son introducidos como particulas vectoriales libres en el modelo de
la bolsa de M. I. T. En el mismo, las condiciones de contorno son tales que
mantienen confinada la corriente de gauge.

La presencia de la simetria de gauge complica el andlisis en este caso.
En efecto, las técnicas de Fadeev—Popov deben ser utilizadas para evitar
el sobreconteo en la integracion funcional. Esto da lugar a la aparicion de
campos “fantasmas” (ghosts) cuyo aporte a la energia libre debe analizarse
cuidadosamente. Se verd que la contribucién de estos campos se cancela con
la proveniente de los modos temporal y longitudinal.

Asi, los aportes relevantes a la energia libre del campo de gauge abeliano
surgen de los modos transversales, eléctrico y magnético.

3.3.1 Tratamiento de la simetria de gauge

Se considera el campo de gauge abeliano, cuya accién euclidea esta dada por

B 1
Sp = / dr / 3 {—FWFW} , (3.58)
0 v 4

donde F,, = 9,A, — 0,A,. Este tensor resulta invariante si se realiza la
transformacion

Ay — Ay + 040 . (3.59)

La presencia de la simetria de gauge hace que la integracién funcional
que define la funcién de particién deba tormarse con precaucion. En efecto,
debe evitarse el multiple conteo de trayectorias que se relacionan mediante
transformaciones de gauge. Como es usual en estos casos, se introduce una
delta funcional y el correspondiente determinante de Fadeev y Popov [41].

La funcién de particion se escribe entonces

7z = / DA,S [F [A]], Det(Mpp)eSe, (3.60)

donde Det(Mpp) es el determinante de Fadeev—Popov correspondiente a la
condicién de gauge F [A] = 0. El determinante de Fadeev—Poppov puede
escribirse en términos de campos de Grassman, llamados fantasmas, como

DetMpp = / DijDpe~J =M, (3.61)

donde )
/d4xﬁM77 =3 d*z7

OF [4]
0A+

o, (3.62)
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Por otra parte, una representacién exponencial de la delta funcional da
lugar a

Z= [Dlagme s, (3.63)

donde la accién efectiva es

B
Seft = / / d*z LllFWF’“’ — % (F[A])? — M| .
0

Se utilizard la condicién de Lorentz F [A] = 9, A*, resultando en tal caso

oF

i 7
S AN o*.

El término de los campos fantasmas involucra entonces al operador de
D’Alembert 2.

De ese modo, en la anterior representacion, llamada gauge de Feynman,
la funcién de particion se factoriza como

Z =76 Za, (3.64)
donde ; .
Zer — / DyD ¢ 3 o I PN det (07) (3.65)
G
B 5 1% 17
74 = / DA, e 5o 47 [y BeATEN o qop 12 [g2g] L (3.60)
A

De acuerdo a (3.65), la accién de los campos fantasmas corresponde a
la de un campo escalar complejo. Pero la potencia +1 del determinante
refleja el hecho de que se trata de campos escalares a valores en un algebra
de Grassmann.

3.3.2 Calculo de la energia libre

La energia libre es suma de dos términos, correspondientes a ghosts y campo
vectorial

—BF = —BFg — (BFa, (3.67)
donde
_ 2
—BF¢ = log det (a )BG (3.68)
y
_BF4 = — X log det (02 14) (3.69)
A 9 g 4 B, .

Para entender el aporte de los ghosts, conviene senalar que, tal como se
demuestra en [42, Apéndice B], esos campos satisfacen las condiciones de
contorno de Neumann. La energfa libre del campo escalar fue estudiada en
la Seccién 3.1. El hecho de que los “ghost” toman valores en un algebra
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de Grassmann se traduce, en la energia libre, en el cambio del factor —1/2
en el segundo miembro de la ecuacién (3.3) (que proviene de la potencia
del determinante) por un factor +1. Esta diferencia hara que el aporte de
los ghosts sea compensado por dos campos escalares “c—numbers” que se
identificaran mas adelante.

Para el estudio de la energfa libre proveniente del campo vectorial A, se
procede como anteriormente. En efecto, derivando e integrando respecto de
la temperatura se obtiene

—BF4s =K 7% % z <72w721) TrG (Z, f’;wn)|BA , (3.70)

donde se ha utilizado la periodicidad de los campos bosénicos en la direccién
del tiempo euclideo para la introduccién de las frecuencias wy,.
La funcién de Green senalada en (3.70) satisface

(wk + V) G (7.7 wn) = 64760 (2~ T);  zeQp (37

y la condicién de contorno que surge de la conservacién (anulacién) en el
borde de la corriente asociada a la simetria de gauge. FEsta condicién de
contorno impone, sobre el tensor de campo

nu ") =0, (3.72)

Si bien se ha fijado la condicién de gauge mediante la introduccién de
la delta funcional y el determinante de Fadeev y Popov, ain queda una
libertad adicional, que surge de la indeterminacion en el gauge de Lorentz

A, — Au+0.x; 9*x=0. (3.73)

Noétese que en una regién acotada la ultima ecuacién tendra soluciones no
triviales. Esta indeterminacién puede ser eliminada [35] mediante el agre-
gado de una condicién de contorno adecuada, compatible con (3.72). Esta
es

ng A _p=0. (3.74)

Considerando la componente v = 0 de la ecuacién (3.72), junto con (3.74),
resulta inmediato que la componente temporal del campo vectorial, Ag, tiene
una contribucién igual a la de un campo escalar (c-number) que satisface
condiciones de contorno de Neumann. Esta cancela la mitad del aporte de
ghosts.

Las componentes tipo espacio de la funcién de Green del campo vectorial
son la solucién del problema (ver Apéndice B)

(—w2 + V2) 6UGH (7, #5w,) = 0960 (- 7);  weQn
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PIGH* (&, 7 5w,) =0

PG (@, & w,) =0, (3.75)

2
r=R

r

donde Py y Pj son proyectores perpendicular y paralelo, respectivamente,
a la superficie de la cavidad. Las condiciones de contorno senialadas se
obtienen ficilmente de las componentes espaciales de (3.72) y de (3.74). G7*
fue calculada en [19] (a T' = 0), utilizando la base de los arménicos esfericos
vectoriales, combinada adecuadamente para separar los modos longitudinal,
transversal eléctrico y transversal magnético.
Resumiendo, cuando se calcula la traza de la funcién de Green del campo
vectorial, se obtiene
Tr[G(Z,@5wn)] g = 2Tr [G (2,75 wn)]

escalarNeumann

1 1 & dn.j + 2p?
B E, 9 —d, SV Al o ) .
+w% + 202 ]221 v l(y dn,j) + (1/ 1+ 2dn, (3.76)

El primer término cancela totalmente el aporte de los campos fantasma.
De los restantes se obtiene la energia libre total para el campo de gauge
abeliano,
1 [dl X &

n=—00 .j=0

(1—d;0)2v [(y —dnj) + (1/ - Wﬂ } . (3.77)

que, como en las versiones anteriores de los campos escalar y fermiodnico,
sélo toma sentido en el marco de alguna regularizacién. La introduccién del
regulador analitico p~* hace que el segundo término de (3.77) se anule. En
efecto,

i §5j,op_5: i {111+<27T§n>2}8/2

n=—oo ]:0 n=—oo

2rR\ ~°
_ 9549 <ﬁ) C(5) +0(s) —s0 1420(0) =0.  (3.78)

Los aportes restantes (salvo por el hecho de que ahora las sumatorias
partirdn de j = 1) corresponden a campos escalares que satisfacen condi-
ciones de contorno tipo Dirichlet y tipo Robin, como se ve facilmente de las
ecuaciones (3.14) y (3.15).

La estrategia desarrollada previamente para aislar las singularidades
puede repetirse. Se introduce el desarrollo de Debye de las funciones de
Bessel y consistentemente el desarrollo de Taylor del término general de la
suma doble, sumando y restando los primeros érdenes en p. En presencia del
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regulador, se aislan partes finitas (en las que el limite s — 0 puede tomarse
en cada término de la sumatoria) de partes divergentes a regularizar. Asi

1 [dl & &

n=-—o00 j=1

x { {2y - xn% log [(2v + 1) IZ (2n) + 220l 41 (z0) L, (:cn)H - Aﬁ}

n

—i—l ar i i Agp™° . (3.79)
2 T n=—o00 .j=1
Nuevamente, el estudio del desarrollo de Debye sugiere la introduccién
de sumas dobles o0, 4, similares a las de los casos anteriores, pero teniendo
en cuenta los cambios en los indices de suma.
En el desarrollo de grandes z se tiene

Omd=¢(m—d+s,1/2)

() e

I ()

>C(m—d—1+s)

+2i(_1)€< : )m+2£+SF(nHSM)<<m+2£+s>

= 1l o2mz r (mT*s)
1
X [g [~ (d+20),1/2 ~ s | (3.80)

que puede reemplazarse en el tercer término de (3.79), para obtener la en-
ergfa libre a orden z=°

T 4T
—BF =K+ ——2%— = | — BE
B Ht e T gTEt g og (z) — BE (2)
16 1 1 11 1 1 1 1 11
— ] . ((3)=—— i
357z (Z)+3840222 3465“ )2(772)5 387072002 24
376 1 1 1
o S — . 81
2120235 ) 2 (w2)° o <z6) (351

En esta expresién

—BE(2)

1 [110629 16 c 16 1}

- — 22 (0 —log (27)) — —= 82
oz 217520 315 (C 108 (2) — 3= (3.82)

Este resultado es similar al publicado en las referencias [43, 40], en las
que se utiliza el desarrollo asintético de la densidad de energia. Asi como
se ha visto en el caso fermidnico, tampoco en este caso aparece un término
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proporcional a la superficie de la cavidad, ahora debido a que se han sumado
contribuciones de los dos estados de polarizacién del campo de gauge.

Para completar el estudio del campo de gauge habrd que analizar el
comportamiento en la region de pequenos z. Nuevamente, el aporte de las
sumas dobles o, 4 puede separarse dando, en primera instancia, un término
que contribuye a la energia de Casimir del sistema

_ L [343w 31, 9x° 6770 161
" 27z | 1270080 2016 ' 32768 = 4194304 315

—BF®M

137 A81x 1886827097
=20 loe (2) — ZooPealtIn
1680 %8 @) ~ 51720¢ @) * Taz08723820¢ P

2g’p-3,1/2)—-%q'p—1,1/2) . (3.83)

2)

Por otra parte se calcula numéricamente el aporte de o cortando las
sumas dobles a valores suficientemente grandes de los indices de modo que
la contribucién de la cola de la serie resulte despreciable. En estos calculos
numéricos, las integrales en la variable z de los términos con m impar se
realizaron por el método de Gauss—Laguerre. Nuevamente, el mal compor-
tamiento del desarrollo de Debye para z pequenos fue senialado por la pres-
encia de fuertes oscilaciones, que se cancelan al introducir las correcciones
a tal desarrollo (segundo término de (3.79)). Finalmente se determinaron
las constantes K, y Kp, la primera imponiendo la anulacién de la entropia
a temperatura cero, la segunda ajustando las aproximaciones de grandes y
pequenos z en la zona intermedia. Como resultado de estos calculos se ob-
tuvo la energia de Casimir del sistema, que en el marco de la regularizacién
utilizada es

1 16 1
Fo =lim —— [ ——— 4+ 0.004597 3.84

¢ SE%Qﬂfz<315s'+ >’ (3.84)
y la energia libre que se muestra en la Figura 3.5 como funcién de la variable
adimensional z

3.4 Resumen del Capitulo 3

Habiendo introducido en el Capitulo 2 métodos para la evaluacién de de-
terminantes de cocientes de operadores elipticos (directamente relacionados
con diferencias de energias libres de sistemas de interés fisico) se puso en
evidencia la necesidad de considerar mecanismos complementarios para el
calculo de los determinantes (o bien de las energias) de referencia.

Tal como se ha dicho, la funcién de Green contiene suficiente informacion
como para permitir este calculo, evitando la resolucién del problema de au-
tovalores del hamiltoniano (que en los casos de interés conduce a ecuaciones
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Fig. 3.5: —pF — Campo de gauge (abeliano) M. 1. T.

trascendentes). De este modo se han obtenido los determinantes de referen-
cia, relacionando sus valores con las funciones de Green que satisfacen las
condiciones de contorno de cada problema.

En el Capitulo 2 se calculé la diferencia de la energfa libre de fermiones
confinados en una region esférica, sujetos a condiciones de contorno de bolsa
quiral, respecto de la energia libre de una bolsa de M. I. T. En el presente
capitulo, previo desarrollo del método de calculo utilizando el modelo de
prueba del campo escalar, se calculé la energia libre correspondiente a los
términos de la bolsa M. I. T. Asimismo, para completar ese modelo, se
estudié el caso del campo de gauge (abeliano) necesario para introducir los
gluones en la bolsa.

En todos los casos se relacioné la energia libre con la traza regularizada
de expresiones que contienen la funcién de Green. La utilizacion de las
simetrias presentes en cada caso permitié la introduccién de bases discretas
que condujeron a la aparicién de sumas dobles divergentes. En el marco
de una regularizacion analitica, la introduccién del desarrollo de Debye de
las funciones de Bessel permitié el aislamiento de términos singulares que, a
diferencia de otros finitos (calculados numéricamente), pudieron ser estudi-
ados de forma analitica. Las singularidades resultaron independientes de la
temperatura. En consecuencia, una vez renormalizado el problema (por la
introduccién de contratérminos independientes del campo en la energia de
cero loop) a T' = 0, la introduccién de los efectos de temperatura finita no
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da lugar a nuevas divergencias.

Fueron considerados desarrollos vélidos en las regiones de z = RT (tinica
variable del problema) grande y pequeno. En la regién de grandes z sélo el
desarrollo de Debye resulta relevante, conduciendo a una serie de potencias
de z71. Tal serie, coincidente con resultados de la literatura previa, puede
entenderse como sucesivas correcciones por tamaio finito al comportamiento
de gases libres. Por otra parte, en la regién de pequenos z la correccién al
desarrollo de Debye resulté de vital importancia. De la vinculacion de ambas
aproximaciones se obtuvo la energia libre para todo z.

Consideraciones especiales fueron necesarias para el estudio del campo de
gauge. En efecto, la presencia de la simetria de gauge exige un tratamiento
cuidadoso, correspondiente a la introduccién de campos fantasmas mediante
la técnica de Fadeev y Popov. Se ha demostrado que tales campos no apor-
tan, al menos en el caso abeliano (o a 1-loop en el no abeliano), a la energfa
libre de tal sistema. Su contribucién se cancela con la de los modos tempo-
ral y longitudinal, dejando sdlo los términos correspondientes a los modos
transversales, eléctrico y magnético.

En el Capitulo 4 se utilizaran todos estos resultados en el marco de
modelos de interés en Teoria de Campos. En particular, se introduciran el
modelo de la gota de plasma [40], simple extensién de la bolsa de M. 1. T\,
y la bolsa quiral hibrida [44].



Capitulo 4

Aplicaciéon a Modelos de
Teoria de Campos

En el presente Capitulo se estudiara la aplicacién de los métodos desarrol-
lados para la evaluacién de determinantes funcionales en regiones con borde
a problemas de interés en Teoria Cuantica de Campos.

Maés precisamente, las técnicas y calculos desarrollados tienen una apli-
cacién natural en el estudio de modelos efectivos para la descripcién de
hadrones, a temperatura finita.

Si bien la Cromodinamica Cuéntica ha demostrado ser la base tedrica
para la descripcién de las interacciones fuertes, existen enormes dificultades
para deducir de ella la conocida propiedad de confinamiento, por ser éste de
un fenémeno no perturbativo. Esto ha motivado la introduccién de modelos
efectivos, con confinamiento explicito, tales como los denominados de la
bolsa [16, 45].

Los modelos de la bolsa han sido extensamente estudiados en los anos 70
y 80, obteniéndose resultados resonantes tales como el ajuste de las masas
de los bariones [46] a partir de la bolsa de M. I. T. En una aproximacién al
problema totalmente distinta, propiedades de bajas energias de los bariones
han sido deducidas a partir de solitones del modelo de Skyrme. La combi-
nacién de ambas descripciones en modelos de dos fases (interna—quarks +
externa—skyrmién) ha dado lugar al modelo llamado bolsa quiral hibrida.

Recientemente se ha despertado gran interés en el estudio de estos sis-
temas a temperatura finita [36, 47, 48]. En efecto, existe la posibilidad de
que ocurra una transicién de fase deconfinante a temperaturas suficiente-
mente “bajas” como para ser alcanzadas en experimentos de altas energias.
Se espera que la materia hadrénica pueda pasar a un nuevo estado, denom-
inado plasma de quarks y gluones, a temperaturas entre 100 y 200 MeV.

Tales energias no parecen lejanas en la actualidad. En colisiones de iones
pesados a altas energias se espera la formacién del deconfinado plasma de
quarks y gluones en la region de la colision. A medida que éste se expande y
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enfria, la materia se hadroniza, obteniéndose nuevamente la fase ordinadia
confinada [48].

La posibilidad de estudio de este tipo de transiciones de fase esta rela-
cionada con emprendimientos experimentales tales como RHIC (Relativitic
Heavy Ion Collider - Brookhaven National Laboratory) donde se espera al-
canzar energias de 100 GeV/nucleén en el sistema del centro de masa, o
bien LHC (Large Hadron Collider - CERN) donde se estima disponer de 3
TeV /nucleén.

En este capitulo se estudiaran, como ejemplos de aplicacion, los modelos
de la gota de quarks y gluones, estrechamente relacionado con la bolsa de
M. 1. T. , y el de la bolsa quiral hibrida.

4.1 Cromodinamica Cudntica (Aspectos generales)

La descripcién actual de las interacciones fuertes se basa en la cromodinamica
cudntica (Q. C. D. ). Un conjunto de campos fermidnicos sin masa, con
grados de libertad internos de color y sabor, representan a los quarks. El
lagrangiano libre para esas particulas es

Lp =lio, vl (4.1)

donde a = 1,2, 3 es el indice de color, f = u,d, s, ... el de sabor y el campo
U(z) estd en la representacién (1/2,0) @ (0,1/2) del grupo de Lorentz.
El lagrangiano (4.1) resulta invariante frente a transformaciones globales

del grupo SU(3)¢c de color
U= eigeat’l

donde 0,, a=1,2,...,8 son los pardmetros globales de la transformacion,
mientras que t* son los generadores del grupo, conocidos como matrices de
Gell-Mann.

Para extender esta simetria a una invarianza local, hay que introducir
interacciones entre los fermiones y nuevos campos bosénicos. En efecto, los
campos (de gauge) que mediardn las interacciones entre las particulas, se
acoplan a éstas a través de la derivada covariante

(Du)z‘j = 0;;0, — g (ta)ij A (z) (4.2)
El lagrangiano invariante de gauge local es
Ly =Tlin" (D), Ui =i P, v (4.3)

Para considerar la dindmica de los campos de gauge se introduce el tensor
de intensidades de campo (covariante frente a transformaciones locales)

Ff, = 0,A% — 9,A% + AL AS, (4.4)
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y, de la construccién de un término cuadratico invariante de Lorentz, se
obtiene el lagrangiano clésico de la Q. C. D.

5 1
Lo ¢ p =i P,V - L E P (4.5)
No se han considerado hasta ahora términos de masa para las particulas.
Si, tal como se hard mas adelante, se restringe el estudio a los sabores u y
d, la aproximacion de masa nula resulta razonable.
Algunos aspectos fundamentales de esta teoria se detallan a continuacién

[49]

Renormalizabilidad: Demostrada por t’Hooft [50, 51] para las teorias de
gauge no abelianas.

Universalidad: La simetria de gauge exige que los acoplamientos se exp-

resen en términos de una unica constante “g”.

Libertad Asintética: Mostrada por Gross y Wilczek [52], y por Politzer
[53]. La constante de acoplamiento efectiva se anula con la distancia.
En tal régimen cobran sentido los calculos perturbativos.

Confinamiento: La constante de acoplamiento efectiva crece con la dis-
tancia. No se encuentran entonces quarks ni gluones libres. Este es
un fenémeno claramente no perturbativo.

La deduccion analitica del confinamiento del color a partir de la Q. C. D.
ofrece formidables dificultades matematicas en razén de su caracter no per-
turbativo. Esto ha conducido a la introduccion de modelos efectivos donde
se simula esta propiedad. Una forma de obtener explicitamente el confi-
namiento mediante la imposiciéon de condiciones adicionales, que ha desper-
tado gran interés [16, 54, 19, 55], corresponde a los llamados modelos de la
“bolsa”. Estos tienen la ventaja de ser formulaciones covariantes (a diferen-
cia, por ejemplo, de la consideracién de potenciales confinantes), y han sido
aplicados con gran éxito al ajuste de las masas de los hadrones [46].

El objeto de este Capitulo es utilizar los resultados de los Capitulos 2
y 3 para el estudio de algunas magnitudes referidas a modelos relacionados
con la bolsa de M. I. T. [16] y la bolsa quiral hibrida [45].
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4.2 Modelo de la bolsa de M. 1. T.

El modelo de la bolsa de M. I. T. fue introducido por primera vez en 1974
[16], para la descripcién de hadrones y sus interacciones fuertes en una teoria
explicitamente confinante. Su descripcién ha sido ampliamente discutida en
la literatura [49, 16, 54] por lo que sélo se hard una breve resena de sus
caracteristicas principales.

La idea fundamental consiste en suponer que los campos con grados de
libertad de color son no nulos sélo en regiones acotadas del espacio. En
consecuencia, han de estar sometidos a condiciones de contorno en el borde
de esas regiones, que impidan su flujo al exterior.

Se considera un campo fermidnico sin masa, ¥,(z), confinado en una
cavidad, en cuyo interior satisface la ecuacién de Dirac libre

iyt 0¥, (z) =0, (4.6)

donde r representa a los indices de color y sabor (se consideraran sélo dos
sabores).

La simetria del problema frente a transformaciones de SU(2) ® SU(3)c
da lugar a la conservacién local, en el interior de la bolsa, de las corrientes

ks (@) = Up(z)y" Wy (). (4.7)
La conservacién del color en el interior de la bolsa se satisface si la compo-
nente normal de estas corrientes se anula en el borde

-0 (4.8)

nujffsbg =0 = @(x)nw“\lfs(x)‘m =

Si bien la simple anulaciéon del campo ¥, darfa lugar al cumplimiento
de (4.8), tal condicién de contorno resulta incompatible con la ecuacién de
primer orden (4.6), ya que no define un problema eliptico de borde [26].

Teniendo en cuenta que la normal a la bolsa es tipo espacio, (7-7)? = —1,
se obtiene una condicién de contorno alternativa que también conduce a (4.8)

in, 'V, (x) = =¥, (x) x € 00 (4.9)

En efecto, si (144 %)W, = 0, puede proponerse ¥, = (1 —1i 7/)x, en el borde.
Evidentemente, ¥, = X,.(1 + i 1) que conduce a ¥, ¥, = 0.
Por otra parte, el tensor de energia impulso

T (2) =Y [; (U0 w, — 8”\11,4“\1!7»)] (4.10)

también resulta localmente conservado. Para que no haya flujo de energia—
impulso a través del borde de la cavidad deberfa imponerse n, T (z)|,, =
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0. La condicién de contorno (4.9) no alcanza para que ésto se cumpla. En
efecto, en el borde se obtiene

, (4.11)
o0

A %av <Z \I/T(:c)\Ilr(:L')>

Se introduce entonces una presién sobre la superficie de la bolsa, B, que
se ajusta de modo de asegurar su estabilidad,

B =n,T" |, . (4.12)

Si bien hasta ahora se ha considerado sélo el sector de quarks de la
bolsa de M.I.T., un modelo realista debe involucrar también a los gluones.
De hecho, es la interaccién de los fermiones con estos campos la que debe
prevenir en la Q. C. D. la existencia de hadrones cuyos nimeros cuanticos
puedan ser simplemente los de un quarks. Se acoplan entonces las variables
de color a un campo de Yang—Mills. Como éste también transporta carga
de color, debe imponerse que sea no nulo sélo en el interior de la bolsa [54].
Su tensor de intensidades es

FI = 01 AY — OV Al + g fanc AL AL, (4.13)

donde fgup. son las constantes de estructura del grupo SU(3) de color.
En esas condiciones, la corriente de color es suma de las contribuciones
de quarks y gluones,

jo =g [Tl (), W] + fRL, A0]. (4.14)

La anulacién propuesta para la componente normal de la corriente de
color del sector fermiénico exige su contraparte en la corriente de color de
los gluones. De este modo surge la condicién de contorno para el campo
Frv

nu 8|5 = 0. (4.15)

Para la conservacion del tensor de energia—impulso habra que considerar
también el aporte del campo de gauge. De este modo, en el borde de la
cavidad, la presién B queda definida a partir de

B= %n,,(?” (Z%(@%@)) - iF“’W(x)F,‘fy(m) . (4.16)
r onN

La corriente de color del modelo completo es localmente conservada en el
interior de la cavidad. La correspondiente carga es conservada en virtud de
las condiciones de contorno en el borde, y debe ser nula como corresponde
a estados fisicamente aceptables.
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4.2.1 Gota de quarks y gluones

Como ejemplo de aplicacién de los célculos realizados en el Capitulo 3 se
estudiard la energia libre de un modelo que contiene campos fermiénicos y
de gauge confinados en una cavidad esférica estatica de radio R, y sometidos
a las condiciones de contorno discutidas en la seccién anterior.

Los determinantes funcionales considerados en el Capitulo 3 correspon-
den a tomar la energia libre del modelo a primer orden en el desarrollo en
“loops”. En esta aproximacién se desprecia el acoplamiento entre quarks
y gluones, asi como la autointeraccién de estos tdltimos. De este modo, los
indices de color y sabor dan lugar simplemente a factores de degeneracion,
Ny = 3 x 2 para el campo fermiénico y N, = 8 para un campo de gauge
abeliano. Podran utilizarse entonces los resultados del Capitulo 3.

El modelo se completa con la introduccién de la presion estabilizadora
B, y de un campo escalar sin masa en el exterior de la bolsa, que repre-
senta a los piones. Resulta razonable considerar que la contribucién de este
ultimo corresponde a la energia libre de un gas libre a temperatura 7', que
es proporcional al volumen que ocupa,

1 47
-ﬁF::N;Qm)H<mm—3J§>Ti (4.17)
donde N, = 3 es el factor de degeneracién del campo de piones. El primer
término (divergente) puede ser sustraido refiriendo esta energia a la del
campo ocupando todo el espacio [40].

Asi, se tiene

—BF = —3[6F; + 8F, + Fy + BV, (4.18)

donde V = %TI'R3.

Resta fijar el valor de la constante B. A diferencia la determinacién que
se realiza para el ajuste de las masas de los hadrones [46], el célculo de esta
constante se hard como en [40], imponiendo (en el limite termodindmico)
el equilibrio de presiones a la temperatura critica a la que se espera el de-
confinamiento. Utilizando los términos proporcionales al volumen de los
desarrollos de grandes z = RT, (3.52) y (3.81), el equilibrio de presiones
corresponde a

6Py + 8P, + Py + B =

T2 2 2
—6—TA -8 —TA+3—_TA+B=0 4.19
1807 ¢~ SgptoTogpto T ’ (4.19)
de donde se obtiene 34
B:%H%.

Se fijara arbitrariamente T = 150MeV, del orden del valor esperado
para la temperatura de deconfinamiento.
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Fig. 4.1: Energia libre para la gota de quarks y gluones — De arriba a abajo:
T = 147,150, 152, 154MeV

Sumando las cuatro contribuciones del segundo miembro de (4.18) se
obtiene la energia libre del modelo de la gota de quarks y gluones, mostrada
en la Figura 4.1. En ella se grafica la energia libre en funcion del radio R
de la cavidad, para temperaturas 7" = 147,150, 152, 154MeV.

Se observa que a temperaturas inferiores a T la energia libre del mod-
elo presenta un minimo absoluto, sugiriendo la existencia de un radio de
equilibrio no nulo. A mayores temperaturas que la critica el minimo deja de
ser absoluto y el estado del hadrén es inestable, ya que la fase de quarks y
gluones tiende a ocupar todo el espacio. Esto puede ser interpretado como
una transicién de deconfinamiento.

Los resultados obtenidos son comparables con los senalados en [40],
donde se calculan las energias libre en base a los autovalores del hamil-
toniano. El tipo de célculo numérico alli realizado no permite un anélisis
detallado de las singularidades de la energia de Casimir. Mas bien, sélo se
retienen términos proporcionales al volumen, a los que se suman las con-
tribuciones dependientes de la temperatura. Como consecuencia, el radio
de equilibrio senialado en [40] corresponde a R = 0.

Del analisis realizado en esta tesis surge el comportamiento cualitati-
vamente aceptable de la Figura 4.1. No obstante, debe senialarse que la
posicién del radio de equilibrio estd indeterminada en este modelo. En
efecto, a pequenos radios resulta dominante el término de la energia de
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Casimir, proporcional a 1/R, que es el que contiene las singularidades. Los
polos en 1/s en las ecuaciones (3.57) y (3.84) deben ser eliminados sumando
contratérminos al hamiltoniano clasico, procedimiento que deja indetermi-
nado un coeficiente, que debe ser fijado mediante una condicién adicional (o
medida experimental).

Para construir la curva de la Figura 4.1 se han introducido contratérmi-
nos que sélo remueven los polos en 1/s, sin modificar las partes finitas.
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4.3 Bolsa quiral hibrida

Se ha dicho en este Capitulo que el lagrangiano de la Q. C. D. presenta
simetria frente a transformaciones globales de SU(2);. En los modelos de
la bolsa esta simetria da lugar a la conservacién local de corrientes en el
interior de la regién de confinamiento. En el borde dicha conservaciéon debe
realizarse mediante la imposiciéon de adecuadas condiciones de contorno.

Cuando las masa de los fermiones son nulas el lagrangiano (4.5) tiene
una simetria global mas amplia: la simetria quiral SU(2)r, ® SU(2)g. Sin
embargo, las condiciones de contorno impuestas al modelo de la bolsa de
M. I. T. rompen la simetria axial (aquella para la cual Uy, = U;r%).

Resulta deseable que el modelo efectivo tenga todas las simetrias de la
Q. C. D. . Esto da lugar al modelo de la bolsa quiral hibrida, el cual sera re-
visado en sus conceptos fundamentales en la presente seccién. Descripciones
més extensas pueden encontrase en [49, 55].

Para la bolsa quiral hibrida se consideran quarks y gluones confinados
en una cavidad que, por simplicidad, se supondra esférica estatica y de radio
R. El sector de gluones corresponde al descrito en la bolsa de M. I. T.

Para los fermiones se introduce un acoplamiento con un campo externo
por medio de las condiciones de contorno. La seleccién de las mismas corre-
sponde a la imposicién de la conservacién de la corriente axial en el borde
de la cavidad.

Si se considera la condicién de contorno senalada en (2.36)

1

AV 5

(1 +i ﬁe*“’(f'”w) v =0,

se mantiene la conservacién de la corriente vectorial en el borde, ya que
W,.(z) 7¥ = 0, como puede verificarse ficilmente. Ahora bien, el acoplamiento
de los fermiones con el campo externo, representado en esa expresién por
el dngulo quiral 0, hace posible la conexién del flujo no nulo de la corriente
axial de los fermiones con el correspondiente al campo externo. Puede en-
tonces proponerse un modelo de dos fases [6, 44, 7], una interna a la cavidad,
con grados de libertad de quarks y gluones, y la otra, externa a la misma,
donde se utiliza el modelo bosénico de Skyrme [14, 56].

En la presente seccién se resenard, en primera instancia, el llamado mod-
elo de Skyrme. Se considerard una solucién clasica con simetria “esférica”,
usualmente denominada skyrmién. Esta solucion queda completamente
descrita en términos del llamado dngulo quiral 6(r). Las ecuaciones de
movimiento del modelo conducen a una ecuacién diferencial no lineal para
0(r) que debe ser resuelta numéricamente. Alternativamente, se utilizard el
perfil de Atiyah y Manton, que da una expresién analitica muy aproximada
para el angulo quiral y admite una extensiéon a temperatura no nula, que se
utilizard para el andalisis de la energia libre del modelo hibrido completo.



76 4- Aplicacién a Modelos de Teoria de Campos

Por otra parte, se expondran los resultados para la energia de Casimir
y la energia libre de los fermiones acoplados al campo externo, en funcién
del radio, la temperatura y el valor del angulo quiral. Para la completa
determinaciéon de estas magnitudes debe analizarse la renormalizaciéon de
las divergencias del modelo. Se considerardn condiciones que permitan fijar
los valores de las constantes indeterminadas que resultan de la sustraccién de
las singularidades, asi como de las constantes que aparecen en el lagrangiano
de Skyrme.

Se emplearan los resultados de los Capitulos 2 y 3 para obtener la energia
total de temperatura cero de este modelo hibrido, que muestra una marcada
independencia del radio de la cavidad, dando sustento a la hipdtesis del
“gato de Cheshire” [57].

Finalmente se analizard la aplicacién de los resultados para la energia
libre al estudio de transiciones de fase deconfinantes.

4.3.1 Modelo de Skyrme

El modelo de Skyrme corresponde al intento de descripcién de los bariones
a través de solitones de un modelo sigma no lineal bosénico efectivo. Cor-
respondiendo a una teoria no renormalizable, no admite un tratamiento
cuantico completo. En realidad debe ser entendido como un modelo a
ser truncado, reteniendo de él los grados de libertad de bajas energias
Unicamente.

Esta idea fue introducida por T. H. Skyrme en [14, 56] y posteriormente
retomada por E. Witten en [4], quien complementé este modelo de modo de
reproducir el spin semientero de estas particulas.

Asi, a partir de solitones del modelo de Skyrme, que tienen precisa-
mente los niimeros cuanticos de los bariones, puede reproducirse su com-
portamiento a bajas energias (ver por ejemplo [5] para un ajuste de masas,
momentos magnéticos y constante de acoplamiento axial).

El lagrangiano de Skyrme es

2

L= %FﬁTr (.u0mUT) + 32162 T [(0,0)UT, (0, 0)UT]", (4.20)
donde el campo U(x) toma valores en el grupo SU(2). En el término cinético,
F es la constante de decaimiento del pién (su valor experimental F, =
186MeV). El segundo término resulta necesario para la estabilizacién del
solitén, y su intensidad viene dada por el pardmetro e.

Introduciendo L, = U TG#U yR,=U G#UT, las ecuaciones clasicas de
movimiento que se obtienen de (4.20) son

Oy {FﬁLM - ;12 [[LY,L,] ,L,,]} =0. (4.21)
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Resulta evidente que el lagrangiano (4.20) es invariante frente a trans-
formaciones globales de la forma

U— AUB™!,

por lo que este sistema presenta una simetria SU(2);, ® SU(2)gr. Esto da
lugar a la existencia de corrientes localmente conservadas. La corriente
vectorial, correspondiente a transformaciones con A = B,

a . 1 1 v 1 v a
Ve =it [ { P (R + 1) - IR R Rl - 5 10 (L 1 )
(4.22)
y la corriente axial, correspondiente a A = B~1,

. 1 1 v 1 v a
A = iTr [8 {E? (R, —Ly) — = [RY, Ry, R + 2 (LY, [L,, LV]]} 7(4]2.3)

Se llama ansatz de Skyrme a la proposicién de una solucién clasica de
(4.21), estédtica y de simetria esférica, de la forma

Up(Z) = (T3, (4.24)
donde 71 son la matrices de Pauli, con las condiciones de contorno
O(r=0)=m 0(r) —r—oo 0. (4.25)

La correlacién entre indices espaciales e internos en el exponente del se-
gundo miembro de (4.24) hacen topolégicamente estable a esta configu-
racién. Recuérdese que II3(SU(2)) ~ Z; la clase de homotopia de la solucién
se identifica con el nimero bariénico que, en consecuencia, corresponde a
una magnitud conservada (en este caso B =1).

De la introduccion de (4.24) en las ecuaciones de movimiento se obtiene
una ecuacion diferencial para la determinacién de la funcién angular 6(r),

% 2 r i
0" + 7“9 TQsen(QQ) + (CF 1

4 l_ sen®fsen(26)
r

=0, (4.26)

6sen(26) 20"sen0
+ 5 +2 3

r r

que debe ser resuelta numéricamente [5, 6.

De la resolucién de la ecuacién diferencial no lineal (4.26) se obtiene
el perfil (r). Alternativamente, esta ecuacién puede deducirse de la mini-
mizacién de la energia de la configuracion estética (4.24),

Mgy, = —/d%ﬁ:
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> FZ ( an 2 1 sen’d 2072 2
47‘(‘/0 dr{S(re + 2sen 9)—1—@ 2 {2r0 + sen 9) .(4.27)

Por otra parte, conviene analizar el flujo de la corriente axial a través de
una esfera de radio r que rodea al origen, expresién que resultara de utilidad
més adelante. Reemplazando (4.24) en (4.23) e integrando su componente
normal a la superficie de la esfera, n,n; A%*, se obtiene

Agi(r) = /| A dongniA® = mFL R0 |1+ sen’f (4.28)

8
2F2R?

Para los cédlculos que seguiran conviene introducir la variable adimen-
sional

oFs

7= 5 " (4.29)
En funcién de ésta, la expresion de la energia del skyrmién resulta
Fr - F o0 29
Mgy = “ZN = “Z4n / 47 |20 + 2sen®0 + = (2720 + sen’) |
4e 4e 0 72
(4.30)
y la del flujo de la corriente axial
2 F; 2
Agp() = T2 {1 + ?seHQQ} : (4.31)
e 7

En lugar de la resolucién numeérica de (4.26) se utilizara la aproximacién
debida a M. F. Atiyah y N. S. Manton [58], en la que se propone una forma
analitica para el perfil 6(r), sobre la base de argumentos topolégicos. En
efecto, en [58] se construyen configuraciones para el campo U (x) mediante la
holonomia (loop de Wilson—Polyakov) de campos de Yang—Mills con carga
topoldgica k (k € Z), calculada sobre rectas paralelas al eje del tiempo
euclideo,

Ux) = Te™ J- M40, (4.32)
donde U(x) —|z—o00 1 si Ao(z) decrece suficientemente rdpido. Puede

mostrarse que esta configuracion tiene nimero bariénico B = k.
El campo de Yang—Mills con k& = 1 deriva del instantén de t’Hooft,

Ag= 2Vp 7
2p

)\2

donde A (arbitrario) mide el ancho de esta solucién.
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Fig. 4.2: Perfil de Atiyah y Manton para el dngulo quiral 6(7)

Ahora bien, en la recta t € R, con & constante, Ag(z) es proporcional
a un elemento fijo del algebra de Lie de SU(2), y la integral ordenada en
(4.32), se resuelve trivialmente para dar

UF) = 0D con  GF) =7 |1 —— | (4.34)

N 2
()
donde \ = %)\. Esta configuracion satisface las condiciones de contorno
correctas y, para una adecuada eleccion del pardmetro A constituye una
muy buena aproximacién a la solucién numeérica de la ecuacién (4.26). Esto
ocurre para A= 1,45225, valor para el que se hace minima la energia de la
configuracién, ecuacion (4.27).

Esta aproximacién tiene la ventaja de dar una expresién analitica para
el perfil del skyrmién. Otra ventaja consiste en que esta formulacién admite
una extensién al caso de temperatura no nula.

En efecto, K. J. Eskola y K. Kajantie han introducido una configuracién
para el campo de Skyrme a temperatura no nula [59], partiendo de un in-
stantén térmico, es decir, de una superposicion de instantones que da lugar a
una configuracién periddica de periodo § en la direccion del tiempo euclideo,

> 1

PEN=1EX Y, G npE o

n=—oo
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B UNZ senh(pur)

2r cosh(pr) — cos(ut)’ (4.35)

donde p = 27TT, siendo la temperatura adimensional T = %T. En este
caso, el loop de Wilson—Polyakov también se calcula exactamente,

U(.T}) — Te™ foﬁ dt Ao(t) _ eie(r,,u)(:bf)’ (436)

(4.37)

La funcién (7, u), para 7 > 0, es decreciente con la temperatura. Nétese
que la aproximacién de “gas de instantones”de la ecuacién (4.35) sélo tiene
sentido para temperaturas T <1 / A (A < B); para temperaturas mayores
los instantones (de ancho \) se superponen apreciablemente, y sus interac-
ciones no son despreciables. Esto no constituye una seria limitacién para su
aplicacién al modelo de Skyrme, ya que este mismo es un modelo efectivo
para bajas energias.

Por otra parte, el parametro A puede ser fijado a cada temperatura de
manera de minimizar la funcional energia, (4.27). La forma de la funcién
5\(#) asi obtenida se muestra en la Figura 4.3.

Habiendo resenado las principales caracteristicas del modelo de Skyrme,
y su extensién a temperatura no nula, en la siguiente secciéon se lo introducird
como la fase externa del modelo de bolsa quiral hibrida. Tal como se vera,
el flujo de la corriente axial del sector de los fermiones confinados puede ser
ajustado con el correspondiente al skyrmién, garantizando su conservacién
en el limite de separacion de ambas fases.

4.3.2 Modelo de dos fases

Hasta ahora se han considerado dos modelos que describen distintos aspec-
tos del comportamiento de los hadrones. Por un lado el modelo de Skyrme,
resenado en la seccidn anterior, que describe a los bariones como solitones
topoldgicos de un lagrangiano efectivo que involucra sélo los grados de lib-
ertad de bajas energias (piones). Por otra parte, el modelo de la bolsa de
M. I. T. que, segin se ha visto, combina el confinamiento con la libertad
asintotica de manera explicita.

La combinaciéon de ambos modelos en la llamada bolsa quiral hibrida
ofrece una imagen de los bariones muy interesante. En efecto, introduciendo
condiciones de contorno adecuadas sobre los fermiones es posible recuperar la
simetria axial (perdida en el caso de las condiciones de contorno de M. I. T.)
mediante el ajuste del flujo de la corriente axial de fermiones, desde el interior
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Fig. 4.3: Parametro de perfil A como funcién de T

de la bolsa, con el correspondiente al skyrmién en el exterior, ecuacién (4.31).
Por otra parte, la presencia en el interior de la bolsa de los grados de libertad
fundamentales de la Q. C. D. dota al modelo de mayor realismo.

Las condiciones de contorno para este modelo hibrido son

AT = % (1+i pe ) w =,
donde 6 representa el valor que toma el perfil del skyrmién (centrado en el
origen) sobre el borde de la bolsa.

Distintas magnitudes fisicas asociadas a estos modelos han sido estu-
diadas previamente. Asi, por ejemplo, J. Goldstone y R. L. Jaffe [60]
mostraron que el ntimero bariénico del vacio del campo fermidnico confi-
nado en el interior de la bolsa depende de 0

1 [Q(R)_W} 0<f<ZT
Nq(0) = : (4.38)
sen20(R T
~Lor) - =HER] zco<n
En este modelo hibrido resta atin considerar el aporte de la “cola” del
skyrmién exterior [60, 14]

Ngi, =

B sen29(R)} (4.39)

{G(R) .

3=
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Fig. 4.4: Energfa (adimensionalizada) del estado fundamental del hamilto-
niano de Dirac cono funcién de 6

Sumando las contribuciones de las dos fases, (4.38) y (4.39) se obtiene
que el niimero bariénico es

0 0<0<3
N = Ny + Ngi, = . (4.40)
1 §<0<m

Noétese que el comportamiento discontinuo de IV proviene de la contribucién
del mar de Dirac de los fermiones confinados.

En la Figura 4.4 se muestra cémo el primer autovalor positivo del hamil-
toniano de Dirac [61] (para 6 < 7/2) cambia de signo en 6 = /2, situacién
que se mantiene hasta § = w. En consecuencia, el mar de Dirac para
5 < 6 < 7 incluye los “quarks de valencia” del barién. Por el contrario, para
0 < 0 < /2 esos quarks de valencia deben ser incluidos explicitamente.

De ese modo, el estado de vacio de este modelo tiene, a pequenos ra-
dios de la bolsa (8 > 7/2 en la Figura 4.2), los nimeros cudnticos de un
barién. A partir del radio en el que 6 toma el valor 7/2 es necesario in-
cluir explicitamente los quarks de valencia para describir correctamente esas
particulas.

Un comportamiento similar al del niimero baridnico se observara més
adelante en el estudio de la energia de Casimir.

Los resultados de los capitulos anteriores permiten realizar el andlisis de
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la energia del modelo completo a T = 0. Segun se ha visto en el Capitulo 3,
la energia de Casimir de la bolsa de M. I. T. , proveniente tanto del campo
fermidnico (ecuacién (3.57)) como del campo de gauge (ecuacién (3.84)),
tiene una dependencia con el radio de la cavidad de la forma 1/R. El cor-
respondiente coeficiente es indeterminado debido al procedimiento de sus-
traccién de las singularidades.

Ahora bien, en este modelo de dos fases resulta natural esperar que,
cuando R — 0, la energia (masa) del barién tienda a la correspondiente al
skyrmién puro (que, como se ha dicho, representa convenientemente a es-
tas particulas). Esto hace inaceptable todo término divergente en el limite
R — 0, sugiriendo una condicién adicional para la determinacién del coefi-
ciente arbitrario de 1/R en la energia de Casimir total (que, en consecuencia,
debera tomarse como nulo).

En lo que se refiere al aporte que surge de cambiar las condiciones de
contorno a las correspondientes a la bolsa quiral, en el Capitulo 2 también
se encontré un término singular (ver ecuacién (2.82)). En efecto se ha visto
que

%Afa(ll) = ﬁ (1?5 - 5.604> sen?f 4 términos finitos. (4.41)
Dicha singularidad puede ser removida incorporando al lagrangiano del cam-
po de Skyrme un término de superficie

Ky

d’x tr {LaLa — (naLa)Z} = ﬁsen29, (4.42)
R

donde L, = Uto,U = =0T 9,07

Este término, que preserva la simetria SU(2); ® SU(2)r del modelo,
representa la introduccion de una “tensién superficial” K, como se describe
en [19]. La eliminacién del polo en (4.41) corresponde a la renormalizacién
de Ky, lo que supone la presencia de una nueva constante fenomenolégica,
K, a ser determinada mediante una condicién adicional.

Una vez eliminadas las singularidades, la diferencia de energfas libres de
Helmholtz entre la bolsa quiral y la bolsa de M. I. T. , se construye como

F(z,0) — Fanr(z,0 =0)

1

R
donde los distintos términos han sido obtenidos en la Seccién 2.3.3. Esta ex-
presion (una vez fijado el valor de K de la forma que se discute mas adelante),
multiplicada por R para adimensionalizar, puede verse en la Figura 4.5 como
funcién de z y 6

El flujo de la corriente axial de los fermiones a través de la superficie
de la bolsa puede obtenerse derivando —FF', ecuacién (4.43), respecto del

{(ArP +a72 + A7) + (Af5P + AP) + Ksen?0}  (4.43)
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Fig. 4.5: Correccién a la energia libre por condiciones de contorno quirales.
Se muestra RAF como funcién de z y 0

angulo quiral. En efecto, de las ecuaciones (2.33) y (2.34) se obtiene

0 0

_l Rk _1 3. TG [ _i(=. 2\A5) ,—i0(FR)y> }
_Z/D\IJD\IJ[ 2/1~:Rd 2 U (=i (777 ) e 7 (4.44)

xe Ja d%@ﬁﬂ’é {(e_w(%ﬁhs +1 72/) \Il}

Céalculos directos conducen a
92 (—BF) = —/ d3xn,n <\Il7—afy5'y“\11>
80 r=R pia 2

__3 / dQn,mg (%) = — B (2,0). (4.45)
r=R

Es evidente que, luego de las sustracciones antes discutidas, tanto la en-
ergia libre como las magnitudes de ella derivadas resultan finitas (en partic-
ular, el flujo de la ecuacién anterior). Esto marca una diferencia con aprox-
imaciones previas al problema [19], donde la introduccién de reguladores
ad-hoc, si bien da resultados finitos en la energia de Casimir mantiene la
presencia de singularidades en el flujo de la corriente axial.
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Considérese el flujo de la corriente axial a T' = 0 proveniente del sector
fermiodnico, limite de la expresiéon anterior. En el modelo hibrido, su valor
debe coincidir con el flujo de la corriente axial del skyrmién a través de
una esfera coincidente con el borde del defecto, Agi(R), que fue dado en
la ecuacién (4.28). Es facil ver que Agy — 0 cuando R — 0 (§ — m —
Ver Figura 4.32). Esto impone la anulacién del flujo del sector fermiénico a
R =0, condicién que determina el valor de la constante K [44].

Con las sustracciones realizadas, la energia de Casimir del defecto (bolsa
de quarks y gluones) se obtiene del limite de temperatura cero de la ecuacién
(4.43), donde cada término estd dado por

N N PPN GY
%IH}O RAfd (0) = RAfd

1
=R [(—5.604) sen’0 +0.463  senf +0.023 sen®9
s

.1 2
g%EAﬁR@mzo

1 e
lim —Aff (2.0)

= 7% Z /OO dz {21/ log (1 + Cr(z)sen®d + Dy (x)send — Ag(k, x))]
T =70

R I | 2 0<0<7/2
}“ILT%)EAJCO (2’9)_477}%{ (r —6)? 7r/2<0<7r}

a(z) —4+ [2(17a2(:v))2+%1)]00529
. l (2) _ 1 /oo 1+ x 4a2(z)+(1—a2(x))%cos20
iy AN 0) = 5 ) delog (1- e )2
z 1+a?(x)

Notese que, por razones dimensionales, el producto de R por la energia
de Casimir del defecto sélo es funcién de 6. En lo que sigue se consid-
erard entonces la energia adimensionalizada de esa manera. Por otra parte,
las propiedades mostradas en la Secciéon 2.3 implican que esta energia es
simétrica respecto de § = 7/2. En la Figura 4.5 se ve este comportamiento
(para z = 0), asi como la presencia de una discontinuidad de la derivada
primera en 6 = /2.

Finalmente, si el radio de la bolsa es suficientemente grande como para
que § < 7/2, para obtener la energia total del defecto debe sumarse a la
anterior, la energia correspondiente a los quarks de valencia. Los céalculos
numéricos realizados muestran que esta energia total resulta continua y con
derivada primera continua en 6 = /2.
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Teniendo en cuenta que la derivada de la energia del quark de valencia
es

d
@eqv(e)

== (4.46)

)
0—5|_ 2

como puede verificarse de la ecuacién para este autovalor del hamiltomiano
[61], se propone el siguiente ajuste para la energia de Casimir del defecto
calculada numéricamente:

3 0> 0<0<73% 5
47r<{ (r—02 T<f<n }—sen@
+Cysen’d + Cysend + Cgsen®d 4+ Cgsen®d (4.47)

Los resultados de este ajuste se escriben como

Cy= —0,13381
Cy=  0,05085
Cs= —0,01257 (4.48)
Cs= 0,01241

Finalmente, derivando (4.47) respecto de € se obtiene el valor numérico
de la constante K

¢! (0) —r—o —2(C2 + K) % + O(R?)

expresion en la que se ha recurrido al comportamiento del perfil de Atiyah
y Manton a bajos R, §(R) ~ ™ — TR. Esto fija K = 0,13381.

De ese modo, la energia libre completa del sector fermiénico del modelo

de dos fases es
313 62, 9
Ef(@) = E [471‘ ({ (71' . 9)27 } — sen 9) +

C’4sen49 + Cﬁsen60 + Cssen8 + { Cqu (‘937
6. La grafica senalada es

IN INA
3 vl

<4é
<46

R O

SIENE

(4.49)

IN A

0
0

IA A

0

s

2
que corresponde a la linea continua de la Figura 4.
coincidente con la que se muestra en [44].

Luego de la determinaciéon completa del aporte del defecto al modelo
de bolsa quiral hibrida resta calcular (numéricamente) la contribucién del
skyrmién truncado del exterior. Para ésto debe resolverse la integral senala-
da en (4.27) considerando ahora como limite inferior el radio R del defecto.
Para ello, es necesario adoptar valores para los pardmetros del lagrangiano
de Skyrme, F y e.
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Fig. 4.6: Energia (adimensionalizada) de la bolsa en el modelo hibrido como
funcién de 60
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Fig. 4.7: €2(0)

La anulacién del flujo axial de los fermiones a R = 0 (que se utiliz6
en la determinacién de la constante K ), no es suficiente para asegurar la
continuidad de ese flujo a todo radio. Por ello, siguiendo [7], se determinard
el pardmetro e como funciéon de R de modo que se satisfaga esa condicion.
Luego se calculara F; de manera que la energia del skyrmién puro (a R = 0),
conduzca a la masa del nucleén [5].

Haciendo uso del perfil de Atiyah y Manton para parametrizar los flujos
en funcién del angulo quiral, se obtiene

dE
1 Nem =
)= — = -——¢ db , (4.50)
8e? 32\ (r — 6)3 {1 - %H(ng)? sen20}

donde ¢ fue introducido siguiendo la notacién de la referencia [7].

La Figura 4.7 muestra la intensidad del término de estabilizacién del
modelo de Skyrme, medida por el valor del pardmetro €2, en funcién del
angulo quiral §(R). De la extrapolacién a § — 7 se obtiene

e(R=0)=421581  ¢*(R=0)=0.00703 (4.51)

El valor de e(R = 0) debe compararse con el calculado en [5], donde se ha
considerado la solucién clasica de Skyrme y sus excitaciones rotacionales, lo
que se pone en correspondencia con los bariones. En este modelo puramente
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skyrmidnico, las constantes e y F); se ajustan de modo de reproducir las masa
del nucleén y la A a partir de las expresiones

Py 8 1 P B 1
~ de 8%7r< 1 )f\ e S%W(ﬁ)[\7

e3F,

donde M es la energia (adimensional) del skyrmién (4.30) y

oo 2
A= / d #sen0 [1 +4 <0’2 + Senf)] .
0 T

A partir de célculos numéricos para M y A (donde se hace uso de la
solucién numérica de la ecuacién (4.26)) Adkins, Nappi y Witten determinan
e=25,45y F; = 129MeV.

La aproximacion aqui presentada es diferente. En efecto, el valor de e
corresponde a la extrapolacién a R = 0 de la funcién e(R) antes determi-
nada. Empleando el perfil de Atiyah y Manton M = 147,239 y A = 19,8141,
las cuales se utilizan para la determinacién de F;; ajustando la masa del nu-
cleén, My = 938MeV. Se obtiene

Fr =99,591MeV con e =4.2158. (4.53)

Si bien éste esta alejado del valor experimental, no difiere demasiado del
presentado en [5].

Con estos parametros puede hacerse la prediccién de la masa de la
A, resultando Ma = 1206,73MeV, muy proximo del valor experimental
MEP) = 1230MeV.

Con ese valor de F, la funcién e(R) (donde [R] = 1/MeV) se muestra
en la Figura 4.8.

Una vez determinados los pardmetros del lagrangiano de Skyrme Fj y
e(R), puede obtenerse A(T) (que minimiza la masa del skyrmién térmico)
como funcién de la temperatura dimensional 7' = %T (ver Figura 4.3).

Con ella, a partir del perfil de Eskola y Kajantie (4.37), se obtiene la
energfa contenida en el skyrmién truncado ((4.27) con el limite inferior de
la integral tomado en R). Su limite de temperatura nula corresponde a la
contribucién del sector externo a la energia del vacio del modelo, que debe
ser sumada al aporte del interior de la bolsa (que se muestra en la Figura 4.6
como funcién de 0).

En la Figura 4.9 se muestra en linea de trazos la energia (a 7' = 0) de la
bolsa de quarks en funcién del radio de la cavidad. Por otra parte, en linea
de trazos y puntos se ha graficado el aporte del skyrmién externo. La linea
solida indica la energia total, que muestra una marcada independencia del
radio de la cavidad. Este resultado es una evidencia a favor del cumplimiento
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Fig. 4.8: e(R)
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Fig. 4.9: Energia del modelo de dos fases
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“aproximado” en este modelo en (3 + 1)—dimensiones de la “hipétesis del
gato de Cheshire”.

Segun este criterio (ver [57] y las referencias alli citadas) las propiedades
de bajas energias del modelo deberian ser independientes de la ubicacién
del limite entre ambas fases, pues son consideradas descripciones (aprox-
imadamente) equivalentes de la misma fisica. Esta imagen estd fundada
en la exacta equivalencia entre teorias fermiénicas y bosénicas en 1+ 1 di-
mensiones [62, 63|, que hace posible construir modelos que presentan este
comportamiento [57, 28]. Por otra parte, como se ha visto al principio de
esta seccién, el ntimero bariénico de este modelo de dos fases también pre-
senta esa propiedad.

Los resultados aqui obtenidos muestran que la energia del barién es es-
encialmente independiente del radio de la bolsa en la regién 0 < R < 1fm,
si bien para valores mayores su variacion con R se vuelve apreciable.

4.3.3 Temperatura de deconfinamiento

Para culminar este capitulo se resenaran algunas aproximaciones al prob-
lema del calculo de la temperatura de deconfinamiento para la bolsa quiral
hibrida, mediante el tipo de técnicas desarrolladas en la presente tesis.

Recientemente H. Falomir, M. Loewe y J. C. Rojas [64] estudiaron el
problema del deconfinamiento en una versién aproximada de la bolsa hibrida.
En efecto, los citados autores supusieron la existencia de un gas libre de
quarks y gluones en el interior de una cavidad esférica estatica y modelaron el
exterior mediante un gas de piones libres junto a la presencia de un skyrmién
térmico.

Basandose en el “esquema del gato de Cheshire”, supusieron la inde-
pendencia con el radio de la energia del modelo a temperatura cero. Esto
implica que la presién interna (provista por quarks y gluones) se supone
igual a la externa (debida a los piones y al solitén de Skyrme), cualquiera
sea el radio de la bolsa considerada.

En esas condiciones, en [64] se estudia la existencia de radios de equilibrio
de presiones a distintas temperaturas. Como tal equilibrio existe a T = 0
para todo R (segin la hipdtesis del gato de Cheshire), la existencia de radios
de equilibrio definidos a T" > 0 es consecuencia exclusiva de los efectos de la
temperatura sobre el modelo.

Con las suposiciones adicionales de que la temperatura no afecta de-
masiado el valor de A (pardmetro del perfil de Eskola y Kajantie) y que la
intensidad del término de estabilizacién del skyrmién, e, es independiente
de R, se muestra en [64] que existen radios de equilibrio de presiones hasta
una temperatura To = 109,1MeV. Esto puede interpretarse como una
transicion de deconfinamiento. El comportamiento senalado también puede
verse en la Figura 4.10, donde el aumento de la temperatura conduce a la
desaparicién de un minimo local en la energia libre.
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Fig. 4.10: Energia del modelo hibrido en la aproximaciéon de gases libres
(sustraida la energia correspondiente a 7' = 0)

Debe senalarse que esa temperatura critica depende sensiblemente de las
hipétesis, realizadas en [64]. En efecto, segin se ha visto en la Figura 4.3 el
valor de A crece a temperaturas grandes, pudiendo afectar la validez de la
construccién de Eskola y Kajantie para el skyrmién térmico (que requiere
T < 1/X [59]).

Si se introduce en el modelo la dependencia de A con la temperatura, y
se incorpora el valor antes calculado de e(R) se observa que, si bien cual-
itativamente el comportamiento se asemeja al senalado en la Figura 4.10,
el valor de la temperatura de deconfinamiento cae a valores inferiores a los
40MeV.

M. Loewe y S. Perez-Oyarzun introdujeron en el mismo modelo las cor-
recciones por tamano finito que surgen de imponer las condiciones de con-
torno de la bolsa de M. I. T. [65]. A partir del cdlculo numérico de los auto-
valores correspondientes al campo fermiénico y al campo de gauge abeliano,
se obtiene en [65] una temperatura de deconfinamiento de T = 228MeV.
Este calculo se realizé para valores constantes de A y e, pero la temperatura
critica se encuentra en la region de rapido crecimiento de )\ sefialada en la
Figura 4.3. Si se considera el valor de A correspondiente a Ty la aproxi-
maciéon de gas diluido de instantones deja de ser vélida.

A partir de los resultados del Capitulo 3 para la bolsa de M. I. T. y
del presente para la energia del skyrmién, puede graficarse la (diferencia
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respecto de T' = 0 de la) energia libre del modelo bolsa M. I. T. - skyrmién.
Para \ y e constantes la conclusién parece ser la misma: las correcciones por
tamano finito hacen crecer la temperatura de deconfinamiento a 180MeV <
To < 200MeV.

La introduccién de A y e variables disminuye la temperatura de deconfi-
namiento a valores entre 60 y 80MeV que, por una parte, son mayores que
en el caso de la aproximacién de gases libres, mientras que se mantienen
muy por debajo de la temperatura para la cual la aproximacion de gas de
instantones deja de ser valida.

Los resultados de la presente tesis permitirian el estudio del modelo
completo de bolsa quiral hibrida. En efecto, en el Capitulo 3 se calculd
la energia libre de Helmholtz de los componentes de la bolsa de M. 1. T.
, mientras que los resultados del Capitulo 2 corrigen a los fermiones de
modo de tener en cuenta las condiciones de contorno que los acoplan al
skyrmioén externo. Por tultimo, en el presente Capitulo se ha estudiado el
campo del exterior de la bolsa, determinando las constantes que ingresan en
su lagrangiano.

Segun los cédlculos a T' = 0, la presencia de los quarks de valencia resulta
muy relevante para radios mayores que cierto Ry ~ 0,5fm, para el cual
6 = w/2. En consecuencia, en los cdlculos a temperatura finita se hace
necesario fijar el niimero bariénico a 1 en valor medio, lo que corresponde a
la introduccién de un potencial quimico.

Este problema serd considerado en el Capitulo 5 en el marco de un
modelo de prueba fermiénico bidimensional.

4.4 Resumen del Capitulo 4

En el presente Capitulo se analiz6 la aplicacién de los métodos funcionales
desarrollados en los anteriores a situaciones de interés para la Teoria Cuéntica
de Campos.

En primera instancia, en el marco de la bolsa se estudié el denominado
modelo de la gota de quarks y gluones. En éste, una bolsa esférica estatica
confina campos de quarks y gluones sometidos a las condiciones de contorno
de M. I. T. El confinamiento se produce gracias a la existencia de una presién
externa B, complementada por la accién de campos escalares externos que
simulan a los piones.

El valor de la presién externa se ha ajustado de modo que se produzca el
equilibrio de presiones a una temperatura T = 150MeV. Se ha observado
que a temperaturas menores que T el modelo presenta un radio de equilibrio
estable, cuya posicién es dependiente de una constante indeterminada dejada
por el proceso de renormalizacion. A temperaturas mayores el radio de
equilibrio es metaestable dando lugar a un mecanismo de deconfinamiento.

Por otra parte se ha estudiado el modelo de bolsa quiral hibrida. En el
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mismo, el campo de quarks estd acoplado a un campo externo de Skyrme
mediante las condiciones de contorno que satisface en el borde de la cavidad.

La anulacién del flujo de la corriente axial del sector fermiénico a R = 0
se ha utilizado para la determinacién de la constante K. Por otra parte,
la exigencia de la continuidad de este flujo entre las fases interna y externa
cualquiera sea el radio, determina la intensidad del término de estabiliza-
cion del solitén. Del limite para radio cero se obtuvo el valor de e para
el skyrmién puro, y mediante el ajuste de la masa del nucledn, se fijé el
restante pardmetro del lagrangiano de Skyrme, F;. Los valores obtenidos
se usaron para predecir la masa de la particula A, obteniendo un resultado
muy proximo de los valores experimentales.

Se estudié la energia completa, a T' = 0 del modelo hibrido, que es suma
de los aportes de la fase interna y la externa. Para la primera se considerd
la energia de Casimir a la que debe sumarse, en la region de radios grandes,
el aporte de los quarks de valencia (que emergen del mar de Dirac cuando el
angulo quiral se hace menor que 7/2). Cuando se agrega la contribucién del
skyrmion externo, la energia total muestra una marcada independencia del
radio de la cavidad, dando sustento a la “hipétesis del gato de Cheshire”, si
bien a radios mayores se aparta de este comportamiento.

Por tdltimo, se han reseiado mecanismos conducentes a una transicién
de deconfinamiento en este modelo. Existen célculos previos en los que
se consideran gases libres de quarks y gluones y también campos en una
bolsa de M. I. T. Los resultados de la presente tesis permiten, en principio,
extender este tipo de andlisis a la bolsa quiral hibrida. Sin embargo, ello
requeriria la introduccién de un potencial quimico no nulo, problema que se
encarard en el siguiente Capitulo.
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Capitulo 5

Fermiones a densidad finita
(141 dim.)

Como fuera senalado en el Capitulo 4, la termodindmica de la materia
hadrénica es un tépico de gran interés [66], principalmente en conexién con
la posible aparicién de transiciones de fase deconfinantes. La dificultad para
obtener analiticamente el confinamiento a partir de la Q. C. D. ha conducido
al estudio de modelos efectivos para las interacciones fuertes que, a su vez,
han motivado las situaciones a las que se han aplicado los métodos de célculo
resenados en los primeros capitulos de esta tesis.

Asi, en el Capitulo 3 se ha estudiado la energia libre de los componentes
de una bolsa de M. I. T.: fermiones y gluones libres bajo las condiciones de
contorno correspondientes a ese modelo. Por otra parte, en el Capitulo 2
se considerd la correccion al sector fermidnico cuando las condiciones de
contorno cambian a las de la denominada bolsa quiral hibrida.

Los resultados resenados completan el estudio del modelo hibrido a tem-
peratura no nula. Sin embargo, en todos estos casos se ha considerado a
los sistemas con nimero medio de particulas no definido. Segin se ha visto
en el Capitulo 4, para la correcta descripcién de los bariones es necesario
considerar al sistema fermiénico a densidad de particulas no nula'. La de-
scripcién de tales sistemas se hace mediante la introduccién de un potencial
quimico no nulo.

Como se verd, es posible plantear esta situacién como un problema de
condiciones de contorno, en el que técnicas como las antes empleadas per-
miten obtener resultados de interés [67]. Cabe senalar que la introduccién
de un potencial quimico no nulo en este contexto ha sido realizada en [47],
aunque en el limite termodindamico. El objetivo de este capitulo sera estu-
diar este problema en un modelo simplificado, manteniendo los efectos de
tamano finito del sistema.

En efecto, se introducira el potencial quimico imponiendo ciertas condi-

'Recordar la importancia de los quarks de valencia en la bolsa quiral hibrida a T = 0
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ciones de contorno en la direccién del tiempo euclideo. De ese modo sera
posible su tratamiento de acuerdo a los procedimientos descritos en los
Capitulos 2 y 3. Se estudiara entonces la diferencia entre las energias li-
bres de Gibbs y de Helmholtz en un sistema bidimensional fermiénico, con-
finado en un segmento. Si bien éste no es més que un sistema de prueba,
se vera que la extensién de las técnicas empleadas a casos més realistas, en
3 4+ 1—dimensiones es, en principio, posible.

Se seguiran dos caminos diferentes, inspirados en lo desarrollado en los
Capitulos 2 y 3 respectivamente. En primer término, se utilizara la relacion
entre la gran funcion de particion y las funciones de Green para la evaluacién
de las diferencias de energias libres. Por completitud se calculard también la
energia libre de Helmholtz del presente modelo. Alternativamente, el método
del operador de Forman serd aplicado a la determinacion de la diferencia de
energias libres.

5.1 Energia libre de Gibbs y Funciones de Green

Se considera un sistema bidimensional de fermiones libres sin masa, con-
finado en el segmento [0,1] y sujeto a condiciones de contorno dadas. La
presencia de un potencial quimico no nulo? puede simularse mediante el
acoplamiento con un campo de gauge constante cuya tnica componente no
nula es la temporal [68, 69, 70].En efecto, si el sistema se encuentra en equi-
librio a temperatura 7' = 1/8 y potencial quimico u, la gran funcién de
particién del sistema se expresa como

E(T, L, p) = e~ PCOTL0)
= [ Dy Dy oo dt Jy dzd(D(B.L) =i ) (5.1)

~ Det (D(ﬁa L) - Z.M’YO)CC

donde )
)
p
y “cc” significa que este operador estd definido en un subespacio (denso)
de funciones que satisfacen condiciones de contorno que seran especificadas
mas adelante.

Puede verse que la derivada de la expresién anterior respecto del po-
tencial quimico conduce al nimero medio de particulas. Estudiando la
ecuacion de autoestados del hamiltoniano de Dirac se observa facilmente
que p se acopla a las particulas con signo opuesto al correspondiente a las
antiparticulas, lo que resulta en una carga media no nula.

D(B,L) = ~7°0; + %’yl(?x, si0<ta<l, (5.2)

2Necesaria para que el nimero bariénico no resulte nulo en valor medio
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Se utilizard para las matrices de Dirac la convencién

01 0 —1
0 _ 1 _

1 0
5_ ;001

Ahora bien, por tratarse de un sistema fermidnico se requiere la an-
tiperiodicidad en la direccién del tiempo euclideo. De ese modo, el operador
diferencial estd definido sobre ¢ (z,t) tales que

By(t,z) =0, siz=0,1,
(5.4)
1!’(1793) = —T,ZJ(O,."L‘)

donde B representa la proyeccién que define las condiciones de contorno que
se satisfacen en el borde espacial.

Tal como se ha observado en el Capitulo 3, es posible vincular derivadas
respecto de ciertos parametros de determinantes funcionales con trazas que
contienen las funciones de Green. En este caso, puede escribirse

~B% (8, Ly ) = Trizz n (D(B, L) = i), }
(5.5)
= Tr{~iy" Kpe(t, 23 ¢, 2') },

donde se ha considerado la funciéon de Green que es solucién del problema,
(D(B, L) — i17°) Ki(t, 53¢, 2') = 6( — 2/)o(t — ¥)
BEKp(t,z;t',2") =0, parax =0,1, (5.6)

Kpe(1, 23t 2") = —Kpe(0, 23/, ).

Resulta inmediato demostrar que el problema anterior puede expresarse
en términos de

D(B, L) =i = e** D(8, L) e™#™,
(5.7)
Kpo(t,z;t', ') = eFBtE(t, a3t a') e #BY,
donde ahora la funcién de Green modificada, k(t,z;t’,z'), es la solucién de
D(B,L) k(t,x;t',2") = §(x — 2")o(t — )
BetBtk(t, ;' 2') = 0, para z = 0,1, (5.8)

k(1 z; ' 2') + e *PE(0, 25", 2') = 0.
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La expresién (5.8) muestra que la introduccién del potencial quimico
corresponde a la modificacién de las condiciones de contorno en la direccién
del tiempo euclideo.

Funcion de Green

Para el calculo de la funcién de Green puede proponerse un desarrollo de la
forma

k(t,z;t',2') =L Z ki (2, ') €SB, (5.9)

Imponiendo la condicién de contorno “temporal” de (5.8) se obtiene para
las frecuencias

Qp = wn — iu,
(2n+ D (5.10)
Wp = T, paran € Z.

Introduciendo (5.9) en la ecuacién diferencial, puede verse que los coefi-
cientes satisfacen

kp(z,2)

— e’y5QnL:1:k.n(O7 .%'/> _ i,ylef'yg,QnL(xf:E’)H(x _ [IJI), (511)

donde se ha introducido la funcién escalén de Heaviside, H(x — z’).

Para completar la determinacién de los ky(z,2’) se deben imponer las
condiciones de contorno espaciales. En este modelo de prueba se consid-
eraran condiciones tipo bolsa

(BY) (t,x) = (1 +n)Y(t,z) =0, para z =0, 1. (5.12)

Una vez determinados los coeficientes, se obtiene la siguiente expresion
para la funcién de Green

erofinte 1 Q. L(1
bt ) =0 3 |Gy (L) e

_716—759 nL(z— ;v/)H(:L, _ IL‘/)} e—iQnﬁ(t—t/). (513)

Calculo de la diferencia de energia

Reemplazando (5.13) en (5.7), y ésta en(5.5), se obtiene la derivada de la
energia libre de Gibbs

—ﬁgi(ﬁ, L, 1) = Tr{=in e k(t, ;' a) e}
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1 1 S
= L/ daz/ dt Tr {yoe“ﬂ(t_t) Z
0 0 .

[ e V5 L(1—z—a)
n=—

2 cosh(Q2, L)

L 6—'\/5QnL(1+ac—ac/)
+ 2 cosh(Q2, L)

—eiv‘E’Q”L(ximl)H(l’ . xl))} e*iﬂnﬁ(tft/)} ’(t’,x’):(x,t) i (514)

En (5.14) la traza es expresada en la forma de integrales en las variables
espacial y temporal, de un integrando que involucra la traza matricial de la
funcién de Green en la diagonal.

El primer término de este integrando corresponde a una serie absoluta
y uniformemente convergente, atn para (t',2') = (¢,z). Ello autoriza la
realizacién de las sumas en cualquier orden. La propiedad de ciclicidad de
la traza matricial muestra que su contribucién es nula.

No es el caso del segundo término de (5.14), proporcional a 4y!. En
efecto, separando las contribuciones de los n > 0 y de los n < 0, puede
escribirse

00 (e'yg,QnL(lJra:x/)

— e VL= [T (1 — o/ —iQpB(t—t")
2cosh(Qnl) (@ x)> ¢

00 —v5Q L(1+z—x
_ Z € 75 ( /) _e—"ysQnL(aﬁ—a}/) O O e—iQnﬁ(t_t/)
n=o0| 2cosh(Q,L) 01
1 e*V5QnL(1+m*x’) 1 0 ;
_ —’y5QnL(x—CC/) _7/Qnﬁ(t_tl) 1
+n2_00[ 2cosh(Q,L) 00)|° (5.15)

43 e W nlia—al) ( —H(x — ) 0 ) o~ B(t—t")

n=0 0 H(xl - 'T)
. H(x' —x) 0 - /
—v5Qn L(x—x) —iQn B (t—t")
+n:z_:ooe < 0 —H(x —12') ) ¢ ’

donde los dos primeros términos del miembro de la derecha son absoluta-
mente convergentes aun para x = z’. Notese que, en ellos, el elemento no
nulo de la matriz del segundo término cancela, en cada caso, el compor-

tamiento divergente del primer término, para dar una contribucién a %
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de

L [} dx [y dt tr {y°"

x e Sl H(—n—1/2) 0
<2 [QCosh(QnL) B ( 0 H(n+1/2) >] } (5.16)

— L S {tanh(Q,L) — sign(n + 1/2)} .

n=—oo

En la expresién (5.16) se han reunido las contribuciones de n > 0y n < 0,
introduciendo funciones escalén para obtener los signos adecuados.

En el tercer y cuarto término de (5.15) habrd que mantener z # a/,
analizar las sumatorias y luego estudiar el limite x — 2’ necesario para
tomar la traza. Estas series pueden ser sumadas explicitamente

S e - —H(z —2') 0 o
S+ ng()e ( 0 H(m/ o flf) > e
—H(x N 1'/) e('m—fé/ﬁ)[lz(z-—w )+iB(t—t')] 0
- T (5.17)
0 : H(l‘/ . 1,) e(w:;@)[L(z —2)L+iB(t—t)]
l—e 7 [L(z'—2)L+iB(t—t')]
—1
- —an) ( H(z' =) 0 I
= Vs Liw—al) iQnB(t—t")
RS ("0 )
H(gj' . l’) e—(i#:-‘-;r/ﬁ)[L(z —a)—if(t—t")] 0
= 1—e” (L@ —2)—iB(—)
o : —H(z —a' o~ Gintn/B)[Liz—a)—ip(t—t)] | (5.18)

l—e_%r [L(z—a')—iB(t—1")]

que resultan singulares para (t',2') = (¢, x). Introduciendo de la variable z =
L(z—2")+iB(t—t") y su compleja conjugada, z = L(z—z')—if(t—t'), la suma
de ambos términos puede ser desarrollada en serie de Laurent, obteniéndose

Sy + 5=
__5 %JFW_HT/ﬁ(H(x,_x)—H(x—x'))JrO(Z/ﬂQ); 0
05 L /AU ) — e —a) + O/

(5.19)

Reemplazada dentro de la traza matricial senalada en (5.14), da lugar a

L tr {yoeuﬁ(t*t/)'yl (St + S_)}
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_ g uﬁ(tt/){l_l : 2 }
= 2ﬂ_e . 2+2w+0(|z|/5)

Lp
=t TM +O(lz—a' | L?/B), (5.20)
que tiene un limite finito para =’ — .

Este término contribuye a la derivada de la energia libre g—G(T, L, p) con
"

Lfol dx fol dt tr {’yoe“ﬂ(t_t/)’yl (S+ + S_)} = %Lﬂ. (5.21)

(" z")=(t,x)

Reuniendo los aportes (5.16) y (5.21), la derivada de la energia libre
respecto del potencial quimico resulta

_ﬁ%(ﬁvlﬁu):
%Lﬁ—iL io: {tanh [(wy, —ip) L] — sign(n + 1/2)} .

n=—oo

(5.22)

El primer término de (5.22), proveniente de la parte de la funcién de
Green de comportamiento singular, es lineal en u. El restante, que contiene
los efectos de tamaiio finito, resulta una funciéon m—periédica de L que se
anula cuando L — oo. La funcién que describe el nimero de particulas se
comporta, en el limite de § — oo, como
lim N = [“L} : (5.23)

B—00 ™

donde [z] representa la parte entera de x.
A temperatura no nula, introduciendo las variables adimensionales

2L
X=2ul; Y=2-"0" (5.24)
B
el nimero medio puede escribirse como
— X Y& senX

NX,Y)=_— -~

. 5.25
2r m = cosX + cosh(2n +1)Y (5:25)

Cortando esta serie en el valor n = K, determinado de modo que se cometa
un error menor que £ en su suma,

1 1
K> 2Yln{2<€sinhY}’

calculos numéricos sencillos muestran en la Figura 5.1 su comportamiento
en funcién del potencial quimico para diferentes temperaturas.
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Fig. 5.1: Fermiones en 1 4 1: Nimero medio

Integrando la ecuacién (5.22) se obtiene la diferencia entre la energia
libre de Gibbs y la energia libre de Helmholtz

2 , (5.26)
M 0 cosh [(wy, —ip) L] . }
=—L 1 L 1/2) .
roe § o (ORI sian(n +1/2)
Teniendo en cuenta que w_,, = —wp,_1 la expresién (5.26) puede ree-
scribirse como
oo —2wn L —4wy, L
_ M—2Lﬂ o H (1 +2cos(2uL)e +e )
27 5 (14 2e=2wnl 4 e—dwnl) (5.27)

2 —2nL/p3
0 Os(uL, e )
— Mg
27T /8+ n{ 93(0’6_27_‘_11/[3) ’

donde 63(u, q) es una de las funciones de Jacobi [20].
La expresién (5.27) contiene toda la dependencia en p de G. Para la
descripcién completa del modelo, es necesario el cdlculo de la energia libre
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de Helmholtz, tomada aqui como referencia. En la seccién siguiente, por
razones de completitud, se realizard este calculo.

Ahora bien, el método desarrollado puede, en principio, ser aplicado al
modelo de la bolsa quiral en (3 + 1)—dimensiones. En efecto, la energia
libre de Helmholtz (de referencia) ya ha sido calculada en los capitulos pre-
vios de esta tesis, y la funcién de Green necesaria (si bien més complicada
que la presente) puede calcularse extendiendo al caso de temperatura finita
los resultados presentados en [19]. Ese cdlculo, que actualmente estd en
realizacién, no serd incluido en esta tesis.

5.2 Energia libre de Helmholtz (u = 0)

Para completar el resultado de la seccién 5.1 se debe calcular la energia
libre de Helmholtz del modelo. El cdlculo que se presenta a continuacién
corresponde a la aplicacion de lo desarrollado en el Capitulo 3 al caso de
este modelo de prueba bidimensional.

Se tomard ahora la derivada respecto de la temperatura del determi-
nante del operador D(f3, L), definido bajo las condiciones de contorno B
consideradas en la seccién anterior. De este modo

;ﬁln Det (D(B, L)), = Tr{ﬂQ OOk (t, zt x )} (5.28)
donde la funcién de Green es la presentada en (5.13), tomada en = 0.

Tal como se senald en la seccién 5.1, reemplazando la funciéon de Green
en (5.28) se obtienen dos términos. El primero, proporcional a 7%, absoluta
y uniformemente convergente atin para (t',z’) = (¢,z), lo cual autoriza a
realizar las sumatorias en cualquier orden. Tomando en primera instancia
la traza matricial se observa que su contribucién resulta nula.

Por otra parte, el segundo término, proporcional a v9+!, puede separarse
en dos sumandos de comportamiento diferenciado. El primero, absoluta-
mente convergente, se escribe como

zTr {75 Z wne—iwnﬁ(t—t/)e—sznL(x—a:/)

e~ Vswnl
2 cosh(wy, L)

n=—oo

H(—n—-1/2); 0 B
0 H(n+1/2) -
_L i wy, {tanh(w, L) — sign(n +1/2) 227211(1{14— . 2wnL}'

’B n=-—00 n 0
(5.29)
Asi como en el caso de p # 0, aqui se obtiene un término singular
cuando se toma la funcién de Green en la diagonal. A diferencia de lo en-
contrado en la seccion anterior, este término es divergente, pues contiene las
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singularidades del modelo a T" = 0. Debe introducirse entonces una regular-
izacién de modo de separar partes finitas de partes divergentes. Se considera
la prescripcién usualmente denominada “point-splitting”, correspondiente a
mantener (', 2") # (¢, z) hasta el final del célculo para luego tomar el limite.
Las singularidades se extraeran como polos en el parametro regulador. De
este modo

1L = —iw B(t—t")  —yswn L(z—z/)
@TT ’)/561526 n e 1¥Wn

H(' —2)H(-n—1/2) — H(z — 2')H(n + 1/2); 0
0; H(z' —x)H(n+1/2) — H(x —2')H(—n — 1/2)
1 0 ™ / ; !/
=25 / dx /0 dt Tm 9, {H(x _ ) go o~ (DB L(e—a)iB(1—)

LH( — 1) ZO o~ Cn+DE (L@ —a)+iB(t—t )]} o)t

1
ﬁQ / d.’E/ dt Im Oy p |(t’,x’):(t,w+e)
sinh (ﬁ Lo —a' | +iB(t - t’)])

N nL cosh(me/B) O {_£_73:é’+0(62)}, (5.30)

t"—1t (3% [sinh(me/B)? OB
donde se observa una parte singular proporcional a L.
Reuniendo (5.29) y (5.30), e integrando respecto de (3, se obtiene la
energia libre de Helmholtz

2 2w L 7L C
F(ﬂaL):_ﬁnzz:oln{l—F62 }—F?—TIBZ"‘B
1 27rL 47an L L C
S L] R I (R BB R NCED

donde C es la constante de integraciéon. Puede observarse la presencia de
un término singular (cuando se remueve el regulador) independiente de la
temperatura, correspondiente a una divergencia en la energia de Casimir del
modelo.

En efecto, la energia de Casimir se obtiene tomando el limite de temper-
atura nula de (5.31). Puede demostrarse facilmente que

ﬁlim F(B,L) = Ecas.(L)
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1 [ L
= —— [ doln{l4 eIt 4 =
7r/0 wn{ + e }+7r52

s L

= "%iI + 3 (5.32)
Conviene notar las diferentes dependencias con L de los términos singular
y finito. Mientras el término finito se anula en el limite L — oo, lo que
corresponde a una correcion de tamano finito, la parte singular, proporcional
a L, esta relacionada con un aporte divergente a la energia de vacio. Esta
singularidad puede ser eliminada mediante un corrimiento en la densidad de
energia del vacio.

La parte finita de la expresién (5.32) coincide con el resultado obtenido
en la referencia [71], y da lugar a la aparicién de una fuerza atractiva entre
los extremos de la regién de confinamiento de los fermiones.

Puede escribirse ahora

2nL

F(B,L) — Egus. (L) = —; In {93(0, e_ﬁ)}

1 & _inin L
+ﬁ21n<1—e45>—”+c+”. (5.33)
n=1

Tal como se realizé en el Capitulo 3, la constante indeterminada puede fijarse
haciendo uso de la anulacion de la entropia a 7' = 0.
La entropia corresponde a

0
2
= _— . . 4
§ =8 55F (0. 1) (5.34)
En el limite de grandes valores de (3 se obtiene
s=p2 {C + 0(6‘2)} =—C+0(B™") (5.35)
op \p ’

cuya anulaciéon impone C = 0.

Reuniendo los resultados presentados hasta ahora en el Capitulo 5, puede
escribirse la energia libre de Gibbs completa del modelo

G(ﬁa L> :u) - ECas.(L)

(5.36)

Este resultado concluye el andlisis deseable para este tipo de modelos.
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Recuérdese que en el Capitulo 4 se completo el estudio de la bolsa quiral
hibrida a temperatura T, cuando el niimero medio de particulas no esta
definido. EIl método presentado aqui permite, en principio, extender su
estudio al caso de densidad finita.

5.3 Aplicacion del método del operador de For-
man

En la seccién 5.1 se ha desarrollado un método adecuado para calcular la
correccién que un potencial quimico no nulo produce sobre la energia li-
bre. En esta seccién se estudiard una alternativa relacionada con el método
resenado en el Capitulo 2, que pone en términos del operador de Forman la
diferencia de energias libres.

Habiendo relacionado el potencial quimico con las condiciones de con-
torno “temporales”, el operador de Forman debe vincular proyecciones por
distintos operadores de condiciones de contorno en esa direccién. Esto marca
una diferencia con lo realizado anteriormente, cuando la base del nicleo del
operador diferencial era elegida solo con la condicién de periodicidad o an-
tiperiodicidad, segin se tratase de sistemas fermidnicos o bosénicos.

Considerando el operador D(3, L) definido en la expresién (5.2), se lla-
mard (D(8, L)) a(,),5 2l operador definido sobre funciones que satisfacen las
condiciones de contorno

(Am)x) (2) = x(t = 1,2) +"x(t = 0,2) = 0,

(Bx) (t,z) = [1 + p]x(t,x) =0, para x =0, 1. (5.37)

La primera, condicién de contorno en la direccion temporal, corresponde a
la extensién analitica de (5.8) a valores imaginarios de p. Escrito en estos
términos, la variedad considerada puede pensarse como un cilindro y las
funciones como secciones que ganan una fase n a lo largo de un giro. Por
otra parte, la segunda linea de (5.37) impone condiciones de contorno locales
en las tapas de ese cilindro.

El método requiere de una base en el nicleo del operador diferencial. Se
ha visto que la simplicidad del calculo depende fuertemente de la eleccién
de esa base. En el Capitulo 2, para el caso de la bolsa quiral en 3 + 1
dimensiones, la necesidad de conectar dos condiciones de contorno espaciales
permitié considerar bases que satisfacen la condicién de contorno temporal.
Aqui, donde se relacionardn dos condiciones de contorno “temporales”, se
impondra sobre la base el cumplimiento de la condiciéon de contorno espacial.

Para su construccién conviene analizar las autofunciones del operador
hermitico (—i75 %)B (estrechamente relacionado con el hamiltoniano de
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Dirac de este modelo)

— Y5 X0 (2) = A (T),

(5.38)
(Bxn) (0) = 0 = (Bxn) (1),
las cuales vienen dadas por
im(n+1/2)x 1
Xn(x) =e gE Z ’
(5.39)
con \, =7m(n+1/2), ne€Z.
La base del nicleo se elige como

El siguiente paso consiste en tomar los valores de borde de las funciones
¥n(t, x), y proyectarlos por los operadores de condiciones de contorno (5.37).
Para tener en cuenta tanto la proyeccién “temporal” como la espacial con-
viene definir

(A(m)bn) (z) b (@5 1)
H,(t,z;m) = | (Byy) (t,0) | = 0 , (5.41)
(Btn) (t,1) 0

donde el segundo y tercer elemento del dltimo miembro son identicamente
nulos debido a que las ¥, (¢, z) satisfacen la condicién de contorno espacial
de (5.37). En cuanto al primer elemento, de la aplicacién de A(n) resulta

hon(z5m) = Yp(t = 1,2) + emwn(t =0,z)

= {e(n+1/2)7rﬂ/L +6in} pim(nt1/2)zys ( 1 ) ‘

El operador de Forman relaciona valores de borde proyectados por dos
operadores de condiciones de contorno distintos. De este modo, se puede
escribir

Hy(t,zsn') = @(n',n) Halt,z;m), (5.42)
Dado que el operador B no depende del parametro n, el operador de Forman

®(n',n) tiene la forma

B ) — ( 2Ol i) ) | (5.43)
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La eleccion de esta base simplifica el calculo de los elementos de matriz,
permitiendo que el elemento relevante para la evaluacion del determinante,
®(n',n), se determine a partir de

ho(z;n') = (', n) hn(z;n)

e(n+1/2)mB/L | iy (5.44)
= (;7m)

e(n+1/2)m3/L 4 em

De manera inmediata puede darse ahora la expresién para el operador
de Forman. Considerando la base de los h,(z;7)3, este operador resulta
diagonal y se escribe

inr—(n+1/2)7B/L
Lte ) (5.45)

/ _
(@', 1)) . 0m = Onim ( 1+ cin—(n+1/2)7B/L

Para la aplicacién del método de los p—determinantes hace falta construir
combinaciones de operadores de Forman, calculados para distintos valores
de los parametros del operador diferencial. De este modo, para los conjuntos
de parametros (3, L) y (Bo, Lo) se tiene

(20 m) 5" (m),

1 + etn—(n+1/2)mB/L 1 + ein—(n+1/2)mBo/ Lo
=0 1+ ein—(n+1/29)mB/L | \ 1 4 ein'—(n+1/2)mbo/Lo

(5.46)

Resulta sencillo demostrar que el operador {@(n’ ) @5 (', n) — 1} es
tipo traza, de lo que se desprende que puede tomarse el 1-determinante. Este
es un ejemplo de la existencia del p—determinante para valores de p menores
que la dimensién de la varedad considerada. Esto esta relacionado con el
hecho de que, como se ha visto en la seccién anterior, las inicas divergencias
corresponden a la energia de Casimir, que también estd contenida en la
energia de referencia. Teniendo en cuenta este hecho puede escribirse

dety (®(',m) @5 (1))

1 4 eim—(n+1/2)mB/L|?
1+ efn— (n+1/2)7B/L

1 4 ein—(n+1/2)mpo/Lo |?
14+ einl—(n+1/2)7r,(30/L0

Il

. (5.47)

’ 3 _Po

_ O3(F,e72L) 03(3,e 2Lo)
3 B
03(3,¢20) 03(%,e 2Lo)

3Recuérdese que el isomorfismo entre el niicleo del operador diferencial y el espacio de
valores de borde proyectados garantiza que las {h,} forman un sistema completo, segiin
se ha visto en el Capitulo 2
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El resultado de las referencias [2, 11] relaciona la expresién anterior con
el determinante del cociente de operadores diferenciales elipticos que interesa
calcular,

dets { D(B, L) a5 (D(Bo, Lo))alyy s Do Lo) s (DB, L)) aly 1}

= dety (®(/,m) @5 (o, m)) -
(5.48)
Eligiendo los pardmetros como n' = iy/3 y n = ipf y notando que
(D(ﬁ? L))A(n),B = (eiintD(ﬁ> L)emt)A(O)yB

(5.49)

_(iA0 il a0
- (ny at + [Z/’Y aﬂc g7 )A(O),B
puede escribirse para la diferencia de energias libres

_ﬁ G(ﬁa L? M/) + ﬂOG(ﬁm L07 M/ﬁ/ﬁo)

i

—Bo G(Bo, Lo, i B/B0) + B G(B, L, j1)

S uve} . _TBo
Hg(l’uzﬁ,e_ZL) 93(2”2ﬂ,6 2Lo )

; it} . B
03("52, e 2L) gy(8 ¢ L)

(5.50)

=1In ,

que conducird al resultado final de esta seccion.
Tomando ¢/ =0

ﬁ [G(ﬁ?Lau)_ G(ﬁaL70)]

—Bo [G(Bo, Lo, i B/B0) — G(Bo, Lo, 0)]
(5.51)

0
03(())6 2L) 93(7,6 2L0)

i D T

03(457,e72L)  05(0,e” 2Lo)

donde se tiene todavia la libertad adicional de la eleccion de By v Lo. Notese
que cuando /0y < 1, en virtud del teorema del valor medio,

Bo [G(Bo, Lo, i B/Bo) — G(Bo, Lo, 0)]

oG _
= ﬁoﬂﬁoﬁauo(ﬁoio,ﬂo) = —p B N(Bo, Lo, o),

para algin o tal que 0 < pg < pB/Bo. En (5.52) se ha tomado por
N(Bo, Lo, j10) al nimero medio de particulas. Se cumple entonces que

(5.52)

Bo [G(Bo, Lo, 1 B/Bo) — G(Bo, Lo,0)]  — 0. (5.53)

Bo — o0
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Por otra parte, en el miembro de la derecha de (5.51) se tiene que

in B g
lim 493(77 e 2Lo)
Bo—o0 L,BO

05(0, ¢ 2Lo)

=1, (5.54)

lo que permite escribir la diferencia de energias libres de Gibbs y de Helmholtz
como

3
03(0,e 2L
B G(B,L,p) — G(B,L,0)] =1In 3.( w;
03(4L e72L)
(5.55)
— _l; /BL —|—h’l 93(0’6—27"2 ,
" O3(uL,e” 7 )

Notese que para la obtencién del ultimo miembro se ha utilizado la
férmula de inversién de la funcién 03 de Jacobi,

; 7e ©28L _2nL
QS(Mje_QL)Ze 21 Os3(ul,e B ). (5.56)

El resultado (5.55) coincide totalmente con el senalado en la ecuacion (5.27).

Este ultimo método de céalculo permite ver que el potencial quimico
puede introducirse mediante una extensiéon analitica en un parametro de
“twist” en la condicién de contorno de la direccion del tiempo euclideo.
Desde este punto de vista, la presencia de las funciones de Jacobi no resulta
sorprendente. En efecto, tales funciones aparecen en teorias fermidnicas en
dos dimensiones con invarianza conforme [72].

Ademss, el presente resultado puede relacionarse con el estudio de fer-
miones bidimensionales sin masa, a T > 0 y bajo condiciones de con-
torno tipo “twist” en la direccién espacial, presentado en la referencia [27].
En efecto, teniendo en cuenta que las condiciones de contorno espaciales
(locales) definidas por B en (5.38) implican antiperiodicidad en el seg-
mento z € [0,2] para las autofunciones del hamiltoniano (ver ecuaciones
(5.38),(5.39)), no es dificil obtener de la ecuacién (5.55) los resultados de
[27] realizando los cambios 8 — Ly L — (3/2.

5.4 Resumen del Capitulo 5

En el presente capitulo se ha estudiado la aplicaciéon de técnicas funcionales
como las desarrolladas en los Capitulos 2 y 3 a un problema de densidad de
particulas no nula.
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Se ha visto que es posible la introduccién de un potencial quimico no nulo
en un modelo fermiénico mediante la imposicién de condiciones de contorno
“twisted” en la direccién del tiempo euclideo.

Para el estudio del determinante que interesa en esta situacién se uti-
lizaron dos técnicas. La primera, basada en el conocimiento de la funcién de
Green que satisface las condiciones de contorno del problema. La restante,
utilizando las técnicas funcionales basadas en el p—determinante del opera-
dor de Forman, que permite realizar los célculos a partir de valores de borde
de funciones en el ntcleo del operador diferencial de Dirac.

En la seccién 5.1 se estudié la diferencia entre las energias libres de Gibbs
y de Helmholtz (u = 0), en términos de la integral en p de una traza que
involucra a la funcién de Green.

Un tratamiento cuidadoso de los términos que no son absolutamente con-
vergentes puso en evidencia una contribucién dependiente de p?, necesaria
para reproducir el correcto comportamiento del nimero medio de particulas
para L — oo. La parte regular corresponde a correcciones por tamano finito,
y da a N el aspecto que se muestra en la Figura 5.1.

Para completar el modelo, en la seccién 5.2 se estudié la energia libre
de Helmholtz, empleando en este caso la derivada respecto de la variable
G. La constante de integracién fue fijada imponiendo que la entropia se
anule cuando la temperatura vale cero. En estos cédlculos, la consideracion
del limite 8 — oo permitié identificar la energia de Casimir y analizar sus
partes divergentes, que pueden ser eliminadas mediante un corrimiento en
la densidad de energia del vacio.

Los resultados de las secciones 5.1 y 5.2 completan el estudio del mod-
elo. Si bien la descripcién del mismo habria sido posible a partir de los
autovalores del Hamiltoniano de Dirac (exactamente resolubles en este caso
simple, segin surge de la ecuacion (5.39)), el método de la funcién de Green
desarrollado senala el camino para su extension a casos més realistas en
(3 + 1)—dimensiones. En efecto, en este modelo, el problema de autoval-
ores del hamiltoniano conduce a ecuaciones trascendentes, lo que complica
todo estudio analitico. No obstante, si bien algebraicamente mas compleja,
la funcién de Green relacionada con el modelo de la bolsa quiral hibrida
puede obtenerse extendiendo al caso de temperatura no nula los calculos
presentados en [19].

En la seccién 5.3 se considerd también el calculo alternativo que hace uso
del método de los p—determinantes desarrollado en el Capitulo 2. Partiendo
de una base adecuada para el ntcleo del operador de Dirac pudo construirse
el operador de Forman. El determinante de Fredholm de cocientes de tales
operadores condujo, mediante una extensién analitica en el pardmetro de
“twist” en la direccién del tiempo euclideo, a la diferencia de energias libres
con y sin potencial quimico. Los resultados obtenidos son idénticos a los
que surgen del estudio de la funcién de Green. Sin embargo, la sencillez de
este ultimo método radica en la adecuada eleccién de una base que, en este
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caso, estd relacionada con los autoestados del Hamiltoniano de Dirac. Esto
hace esperar que su extension a modelos més realistas resulte dificultosa.



Capitulo 6

Conclusiones

En la presente tesis se ha estudiado la introduccién de técnicas para la
evaluacion de determinantes funcionales en regiones con borde. Ha moti-
vado el analisis de este tipo de problemas la relacién entre determinantes
y magnitudes fisicas de interés en Teoria Cudntica de Campos y Mecanica
Estadistica.

En primer lugar, en el Capitulo 2, se ha resenado y empleado un método
de evaluacion de determinantes de cocientes de operadores elipticos, definidos
en variedades con borde. Se consideran operadores de condiciones de con-
torno que definen problemas elipticos de borde. Este método se basa en
la existencia de p—determinantes de los operadores pseudodiferenciales in-
troducidos por R. Forman. Estos operadores, que actian sobre funciones
definidas en el borde de la variedad, pueden determinarse utilizando los
valores de borde (trazas) de las funciones del nicleo (soluciones) del opera-
dor diferencial en cuestién, los que se proyectan mediante los operadores de
condiciones de contorno.

La evaluacién de (diferencias de) energias libres de sistemas sometidos
a distintas condiciones de contorno conduce naturalmente al cdlculo de de-
terminantes de cocientes de operadores diferenciales. Esto requiere la in-
troduccién de técnicas de regularizacion para la correcta definicién de las
magnitudes fisicas.

Los métodos de calculo desarrollados, por aplicarse a variedades com-
pactas, conducen naturalmente a la consideracién de problemas a temper-
atura finita.

Se ha aplicado el método resenado al estudio de la diferencia de la energia
libre de Helmholtz de una bolsa quiral hibrida respecto de la denominada
bolsa de M. I. T. [15].

En ese contexto se consideré un sistema fermidnico confinado en una
cavidad esférica estatica de radio R. Las condiciones de contorno lo acoplan
a un campo externo, representado por el angulo quiral 6 presente en las
condiciones de contorno.

115



116 6- Conclusiones

En cuanto a la energia de referencia, corresponde a la del exitoso modelo
de la bolsa de M. I. T. , en el cual las condiciones de contorno se introducen
con el objeto de lograr el confinamiento de la corriente de color en el interior
de la cavidad.

Para la aplicacién del método de los p—determinantes debid considerarse
una base discreta para el nicleo del operador de Dirac, reduciendo la eval-
uacién del determinante del operador de Forman al cdlculo de series dobles
divergentes. Para darles sentido, se introdujo una regularizacién analitica.
Con el objeto de separar los comportamientos singulares de estas sumas
dobles se hizo uso de desarrollos asintéticos de los términos generales de las
sumatorias, inspirados en el desarrollo de Debye para las funciones de Bessel.
Las singularidades aisladas resultan independientes de la temperatura, lo
que es necesario para que la teoria tenga sentido una vez renormalizada a
temperatura cero. Ellas pueden ser eliminadas mediante la introduccién
de contratérminos adecuados en el lagrangiano del modelo de bolsa quiral
hibrida.

A diferencia de tratamientos previos, el procedimiento de renormal-
izacién que se ha seguido conduce, naturalmente, a resultados finitos para
la energia libre (o bien de su limite de 7" = 0, la energia de Casimir) y las
magnitudes de ella derivadas, tales como el flujo de la corriente axial.

Por otra parte, las correccciones finitas a estos desarrollos asintéticos
fueron calculadas numéricamente, de modo de obtener la correcciéon com-
pleta a la energia libre de Helmholtz de la bolsa quiral.

Si bien el método de los p—determinantes resulta adecuado para el
célculo de diferencias de energias libres, los determinantes de referencia
deben ser evaluados mediante técnicas complementarias.

Como se ha dicho en el Capitulo 3, la funcién de Green que satisface las
condiciones de contorno de los problemas considerados contiene suficiente
informacién como para calcular esos determinantes. De este modo se han
podido relacionar derivadas respecto de la temperatura de las energias libres
de interés con trazas que involucran funciones de Green. Utilizando bases
discretas para su representacion, el calculo de trazas conduce nuevamente a
sumas dobles que requieren de regularizaciones.

A modo de ejemplo de célculo, se estudié el problema de un campo es-
calar sin masa bajo condiciones de contorno generales [33], donde la técnica
desarrollada puede ponerse a prueba evitando una excesiva complejidad al-
gebraica. Se obtuvieron asi los comportamientos de la energia libre en las
regiones de grandes y pequenos valores de la tnica variable del problema,
z = RT. En ambos casos, la introducciéon de los desarrollos asintéticos
permitié el aislamiento y andlisis de las singularidades que, segin se ha
senalado, resultan independientes de la temperatura.

Con la experiencia adquirida en el caso del campo escalar, se estudiaron
los campos fermidnico y de gauge (abeliano) con las condiciones de contorno
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de la bolsa de M. I. T. [34]. El primer caso corresponde a una simple
extensién de los métodos aplicados al campo escalar, aunque la funcién de
Green fermiodnica resulta méas complicada. En cuanto al campo de gauge,
la presencia de la simetria local hace necesaria la introducciéon de campos
fantasmas, cuyo aporte a la energia libre es cancelado por los modos no
fisicos (temporal y longitudinal) del campo vectorial. En ambos casos se
obtuvo la energia libre y su limite de temperatura cero, proporcional a 1/R.
La renormalizacion de las singularidades hace que la energia de Casimir
resulte indeterminada en un término con igual dependencia del radio de la
cavidad, que debe fijarse con condiciones fisicas adicionales. En el modelo
de bolsa quiral hibrida las constantes indeterminadas de la bolsa de M. I. T.
son fijadas de modo que se eliminen las contribuciones divergentes en el
limite de R — 0.

En el Capitulo 4 se utilizaron los resultados anteriores para el estudio de
modelos concretos de interés para la Teoria Cudntica de Campos. De este
modo se consideraron modelos en los que el confinamiento es introducido de
manera explicita. La descripcion de estos modelos a temperatura finita es
actualmente un tépico de gran interés. En efecto, se estima que en colisiones
de iones pesados a altas energias puede tener lugar la formacién de un nuevo
estado de la materia, denominado plasma de quarks y gluones. En ese
sentido resulta interesante el estudio de transiciones de fase deconfinantes
en modelos hadrénicos como los aqui estudiados.

Por ello se considerd el modelo simple de “gota de quarks y gluones”,
en el cual esos campos se encuentran confinados en una regién esférica. En
el exterior, campos escalares modelan la presencia de piones, y una presién
fenomenoldgica mantiene el confinamiento hasta cierta temperatura critica.
De los célculos realizados en esta tesis se ha podido observar la presencia de
radios de equilibrio estables a temperaturas menores que la critica, que se
convierten en metaestables cuando T es superada.

Por otra parte, ha sido analizado el modelo de la bolsa quiral hibrida. En
este modelo de dos fases, los fermiones se acoplan con un campo bosénico
exterior en la configuracion de skyrmién. Este tltimo corresponde a una
solucién clasica con carga topoldgica B = 1 del modelo de Skyrme, que se
ha mostrado adecuado para la descripcion de propiedades de bajas energias
de los bariones. La combinacién del modelo de la bolsa con el skyrmion
permite obtener una visién sumamente atractiva . En efecto, se cuenta con
los grados de libertad fundamentales de la Q. C. D. a distancias pequenas
del centro de la cavidad, y ademaés es posible ajustar el flujo de la corriente
axial de ambas fases, recuperando su conservacién en el borde (perdida en
la bolsa de M. I. T. ).

En el modelo de dos fases se logra la determinacién completa de las con-
stantes renormalizadas mediante la imposicién de condiciones fisicamente
aceptables. Similarmente, han podido determinarse los parametros del mod-
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elo de Skyrme e(R) y F;.

En ese contexto, ha sido estudiada la energia completa del modelo de dos
fases a T' = 0, compuesta por el aporte de la bolsa (energia de Casimir +
quarks de valencia) y del skyrmién externo. Asi como ocurre con el nimero
baridnico, la energia del modelo resulta marcadamente independiente del
radio de la cavidad hasta R del orden de 1fm. Esto da sustento a la hipétesis
del cumplimiento aproximado en 3 4+ 1 dimensiones del “esquema del gato
de Cheshire”.

Se han analizado ademéas mecanismos recientemente propuestos para la
descripcién de transiciones deconfinantes en este modelo, basados en el es-
tudio del equilibrio de presiones entre las fases interna y externa.

Si bien los calculos de los Capitulos 2 y 3 describen totalmente el modelo
hibrido a temperatura finita, la identificacién del mismo con un barién exige
la imposicién de que el nimero bariénico medio sea 1. Esto sdlo puede
lograrse mediante la introduccién de un potencial quimico no nulo.

Por tdltimo, se analizé en un sistema de prueba la posibilidad de intro-
duccién de un potencial quimico mediante la imposicién de condiciones de
contorno particulares en la direccién del tiempo euclideo [67], y su estudio
mediante estas técnicas de calculo de determinantes funcionales.

En el ejemplo simple de un campo fermiénico bidimensional ha sido
evaluado el correspondiente determinante funcional mediante su relaciéon con
la funcién de Green, y también mediante el método de los p—determinantes
del operador de Forman, obteniéndose la expresion completa de la energia
de Gibbs del modelo. El primero de estos métodos resulta, en principio,
aplicable a cédlculos en 3 + 1 dimensiones, lo que se encuentra actualmente
en realizacion.



Apéndice A
Desarrollos Asintoticos

En los Capitulo 2 y 3 se introdujeron desarrollos asintéticos para los ar-
gumentos de las sumas dobles, inspirados en el desarrollo de Debye de las
funciones de Bessel.

En el presente apéndice se daran las expresiones de los mencionados
desarrollos

A.1 Desarrollos asintéticos para las correcciones
quirales

El desarrollo de Debye del argumento de la suma doble, a orden 6 en poten-
cias de 1/p, Ag se escribe,

Ag = agsen’0 + ausen’d + agsen’o (A.1)
donde
ag(z) = a® +a®? a3 4524 4 525 4 526
as(z) = a®® + gt 4 g4o) 4 5(46) (A.2)
ag(z) = a®® +al6o),

En la expresién anterior

a1 = Z Crnavp™™ (A.3)

s}

Los coeficientes C), 4 deben extraerse de las siguientes expresiones

a>h = 2yp + 3 p
a?? = —2vp 3 +50°p7° — 3v p*7;
5 25 45 45
5(2,3) — V3p6 2205 V7 p10.
“ g ZVr
2 1 42
G2 = 4 %V?)p—? B %Vsp_g n 0867V7p_11 B ?91/%—13;
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a2 Z _9y,6 | %Vap—s N 7?727”5[)—10 4 4%?,/7/)_12
7%{?17/9,0—14 %Vnp—w;
5(26) — —%Wf? 3;;;;33”3[)79 _ 301926837V5p711 n 49;172%1/%713
—3735971/9;)_15 i 102271 =17 %ym -19,
IO NS S éy%—s;
G = _9y)70 £ 63y T — %Vapfg n Zy7p711
445 _ —%Vp_ﬁ . %y:ap—s 355,710 4 %J “12 %gygp_m;
446) _ _ZVPJ n ?V?’p*g B %V5p711 n %V7p*13
_%Vgp—ls n 63l291/11p—17;

2 3 1
a6 = —gup_ﬁ + s83 — gl/sp_m + 4—81/7;)_12;

61 45 3
566) — 9,7 173,79 5 —11 7, -13 _ 9 —15,
a vp "+ 1vp 8l/p +161/p 16Vp ;

A.2 Desarrollos asintéticos para el campo fermio-
nico

El desarrollo asintdtico del argumento de la suma doble en el caso del campo
fermidnico se escribe

Ag=a"? +alD+a® a0 4+ a@ a0 450 450 450 (A4)

donde @ tienen la forma sefialada en (A.3) y los coeficiente se obtienen a
partir de
A= = —4? 4 4vp;

) = 4 + 202p7 1 + 2p;

3 1
a(o) = -1+ *Vpil _ V3p*3 4 71/5{)75;
2 2
1
a(l) _ ZV - ZVQP—?) - V3,0_4 + %7/4,0_5 + 21/510—6 - Zl/ﬁp—7 - 21/7:0_8
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a® = —gwfy’ - ;lﬂp"‘ + gvgp"” + %V“pfﬁ + I—gu%q
_%Vfip—s _ %Iﬂp—g oS0 4 %Vg -1,
a® — _%p—?: _ Z,jp—zl B %ZVQP_S n %V?)p—G n %V4p_7
_‘_21/5’0—8 _ %VGP—Q _ %V'?p—lo 52%”8p—11 + ?VQp—IQ
_%Vlop—l?) B %Vnp—m;
) = —ép“* - %Vﬂ_5 - %ﬂp‘ﬁ + %7871/3/)‘7 - 4%u‘*p‘g - %uf’p‘g

5201 4 o 8357 - _yy . 1319 o 1y 112521 4 15 9279 10 _i
16 " 61 =P 5 VP Tt s Y 16~ °

T T R TR

107 63 853 1607 98147
~(5) — -5 _ Y -6 YYY 2 -7 Vi3 -8 oo 4 —9
5127 T3P TERYP Ty VP T VP

5849 . ., 792827 o _yy 10073 o _., 2449795 o
33 VP 512~ P 30 VP T VP

43633 o _y, 3597763 1o _ys 40671 1, 5 2533349 ., .-
16 °° 512~ F s VP T vr

63777 689741 18429
13,18 _ 4 19 _ p15,=20.

16 ~ "7 512 © P 16 ’
27 37029 157 176859 45109
~(6) __ =" -6 _ -7 _ 2 -8 3 -9 4 —10
@ 64" 8192 P 61" P 1024 © P 61 _ P

2060733 5 _,; 506615 ¢ 1, 503167 , 15 273215 o _,,
2048~ F 61 _F 1024 ~° g °

68350073 o i 2345995 o _y¢ 50553539 1, - 2682957 1, i
006 V" 32 0 F 1024 ° T VP

132415791 14 1o 1567557 14 _oo 41610889 15 o, 92145 5 o
2048~ ° 32 0 F 21 VP Ty v

81840739 17 59
8192 ’
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A.3 Desarrollo asintético para el campo de gauge

Para completar, el desarrollo asintético del término general de la sumatoria
doble, en el caso del campo de gauge bajo condiciones de contorno tipo bolsa
M.I. T. es

Ag=a"P +a® +a® 4+ a® 4B 5@ 456 456 (A.5)

con @¥) de forma similar a las de (A.3). Los correspondientes coeficientes se
extraen de

20 %qu o
20 _ _gy5p—6 n %”P_S’
a@ — 3%1/p _1_3 p° %V5p—7 + %lﬂp—g _ %VQP—M;
a® _i V3= 547V p~8 4517y 10 5;3V9p712+2‘$y11p714;
~(4) _ _%Vp% + %V3p—7 _ %Ipp—g %Jp—n _ %Iﬁ ~13
_i_%yllp—m _ %Vl?;p—l?;
a5 — _%Vp —I—% 3,8 %y%’lo—i— 2114671 )12 405319714
_i_@ynp—m _ %2;1”1%—18 %?9”15[)—20;
5(6) — %VPJ %1/3/)*9 _ %VSPfll + %prm
_ 12347099969811/9/3_15 n 32751152993 P11 1482809418355 18 19

21729177 15 5 81840739 17 _o3
T h VP 8192 P



Apéndice B

Funciones de Green en
regiones acotadas

B.1 Funcion de Green para la bolsa de M. I. T.

La funcién de Green del campo fermionico bajo condiciones de contorno tipo
bolsa M. I. T. satisface

(i PRI Gz, a) = 6T —a)6(r — 74 ®I; en
(Z+iY) @I G(z,2")= 0 en 0N

Antiperiodicidaden [0, /]
(B.1)
donde 2 es una cavidad esférica estatica de radio R.
Para la resolucién de este problema se seguird la linea senalada en [35].

Se propone
S 1 & S
G(@x'7) = 3 Z e TG(Z, 2 wy) (B.2)
donde .
wn=02n+1)=,
( )ﬁ

con lo que se satisface la condicion de antiperiodicidad.
La ecuacion diferencial para los coeficientes es

{(wn® +7- V) @ Tr | G(& 73w0) = 807 - N4 @ T4 (B.3)

Como el operador diferencial y los operadores de condiciones de contorno
son proporcionales a la identidad sobre el espacio de isospin, se propone para
la componente espectral G(Z, 7 ;wp) el mismo comportamiento. En efecto,
los términos proporcionales a las restantes matrices de Pauli son soluciones
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124 B- Funciones de Green en cavidades esféricas

de ecuaciones homogeneas, que podran agregarse de ser necesario. A partir
de ahora se evitard la mencion del indice de isospin.
Se utiliza para las matrices de Dirac la notacion

(7 0o\ . B}
7°=Z<0 _I>=w3®12 72(_

5 _ 07 _ 1
7‘(1 o | =P e (B.4)

donde se sugiere la descomposiciéon en SU(2), ® SU(2),

La funcién de Green puede construirse considerando la solucién del prob-
lema inhomogeneo en todo el espacio, mas una solucién del problema ho-
mogeneo elegida de modo que se satisfagan las condiciones de contorno. De
este modo se propone

QL ©
o Q

)zip2®6

—

G(Z, 25 wp) = SU(Z, 2" wn) + S(Z, 23 wy), (B.5)

donde, en virtud de la descomposicion introducida para las matrices de
Dirac,

3
So(f,a;;;wn) = Z ok @ Ak (z, _7,wn)
k=0
3
S(f,f,wn) = Zpk ® ak(Z, _7,wn)
k=0

La ecuacién inhomogenea da lugar al sistema

iwg AP — 3 - VA2 = §0)(&— 2T

wp A2+ G- VA3 = 0

/; : B.6
iwn, Al 4+ i5 - VA? = 0 (B.6)
iwp A® +iG - VAL = 0

de donde se obtienen ecuaciones de Helmholtz.
Resulta AY = A = 0, debido a la ausencia de inhomogeneidad (y a que
se buscan soluciones regulares en todo el espacio). Para las restantes

(V2 —w2) A3(&, 2% wn) = iwnd ) (@ — )T (B.7)
A2(&, s o) = _"iU'JVA%f,g?;wn). (B.8)

En la base de los arménicos esféricos spinoriales

00 j+1/2  j+1/2 i
A3(f, x/; wn) — Z Z Z Z A?ll/m(T, 7”; wn)lem(Q)q);l/m(Q/)
j=1/21=j—1/21=j—1/2m=—j
(B.9)
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Introduciendo en la ecuacién (B.7) se obtiene
A%y = iSnw? b fililwn|r) fi (ilwn|r'), (B.10)
donde se ha definido
fililwnlr) = Gi(ilwnlr) H( =)+ B (ilwn|r)H (r — ).
Para determinar A2 a partir de (B.8) conviene hacer uso de la relacién

—

G-V

g (Ewn|r) i () = =iSngp(ilwn|r) P 7, (2), (B.11)
n

donde ¢ es cualquier funcién esférica de Bessel y [ corresponde a la paridad

opuesta a [. Se obtiene

. co  J+1/2 j+1/2 J
AN @ 2wn) = Y > > ST AL wn) B ()], (),
j=1/21=j-1/21'=j—-1/2m=—j
(B.12)
donde los coeficientes son

A2y = =2\l = V| fililwnl|r) fu (ilwnlr). (B.13)

Para completar la funcion de Green hay que determinar la solucién del
problema homogeneo que asegura el cumplimiento de las condiciones de
contorno. Las ecuaciones correspondientes a los coeficientes a* son

iwpa® — G- Va2= 0
: 2, 2. .vU,3 —
fona” 0 Ve =0 (B.14)
iwpa +10-Va’ = 0
iwpa® + i - Val= 0

definidos para 7,7’ < R.
Se propone
ak(f, 5’; Wn)
o J+1/2 j+1/2

Z Z Z Z ll’m.]l ‘wn’r)]l’( ‘wn‘r) ]lm(Q) l'm (Q/)

j=1/21=j-1/2U'=j—1/2m=—j

(B.15)
regular en el interior de la cavidad.
De la ecuacion diferencial homogenea se obtiene
2 .
lel’ = 'LS lel/ C]ll’ = S C]ll/’ (B16)

mientras que de la imposicién de las condiciones de contorno

Chpirlia)i™ = Cyjiiz) + 1 =V i) =0 (B1T)
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Clyiia)it™" = iC% ji(ix) + Spw?dph{V (iz) = 0, (B.18)

donde se introdujo = = |wy|R.
Despejando los coeficientes se obtiene

C]Qll/ = —illlw%ll'dj(ix) (B.19)
Cly = —i='Sw?byd;(ix) (B.20)
0]2”/ = w%(sillcj(lx) (B21)
ngzz' = —iSywidyc;(iz), (B.22)
donde se definié
1 ) . 1
o Gimap@h i) = i p(in)h ) (i)
¢jliz) = P — (B.23)
]j—1/2(2x) - Jj+1/2(2x)

dj(iz) = - . . —. (B.24)

j 332_1/2(11:) — jj2+1/2(1$)

Por tltimo, introduciendo la notacién

D1 (2) = (25lm) (B.25)

la funcién de Green completa se escribe

- 1 & . o
G(Z,z';7) = 3 Z e "nTG(Z, oy wy),

n=—oo

oo J¥L/2 j+1/2

G(Z, 2 wy) = Z Z Z Z e

J=1/21=j—-1/21=j—-1/2m=—]
p° @ (=i Wl d; (i) i ilwn )i (ilwonlr")
+p! @ (=i Spwpded; (i) i (il )i (ilwn r)
102 ® [wgaﬁ,cj(m) Ji(ilwn|r) i (ilwn|r") — w285 fililwn|r) fr (z’lwnlr’)]
@ {—iSnw%(sll/cj(ix) 51 (i|wn|7) g (i]wn|r")
+ iSnw2ow fililwn|r) fir(ilwalr')| }

X |jlm) (jl'm]|. (B.26)
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De acuerdo a la expresién (3.45), interesan los términos de G(Z, #'; wy, )7°

de traza matricial no nula. Por ser 7° = ip3 ® Z, sélo el tltimo término de
(B.26) contribuye a la traza de interés

oo J 0o
T [G(E Fiw)?] = 2502 3 Y / v dr
Jo

j=1/2m=—j
< { [ds+1/2(ilwnlr) By 1 (ilwnlr) = ¢(i2)32, o (ilwn|r)]

+ [dj-1/2(ilwn B, y(ilwonlr) = ¢i2)52 plwnlr)| b (B27)

Para terminar la construccién de la traza deben resolverse las integrales
radiales. Una vez hecho ésto asi como las sumas en el indice m, simples
cambios de notacién (j — j+1/2, el pasaje a funciones de Besel modificadas
y la introduccion de la derivada logaritmica) conducen a la expresion (3.48).

B.2 Funcion de Green para el campo vectorial

Segin se ha senalado en la Seccién 3.3 las diferentes componentes de la
funcion de Green puede tratarse separadamente. Por un lado, la compo-
nente tiempo-tiempo corresponde a la funcién de Green de un campo es-
calar con condiciones de contorno tipo Neumann. Como esta resulta un caso
particular de lo calculado en la Seccion 3.1, se estudiard aqui el problema
de las componentes espaciales.

Para ellas
(82 ®I4) G(x’x/) = 6(T—T,)5(3)(i:_x_7)1—3
P, G(d,z') = 0
, (B.28)
(1+ ) PG - :
Periodicidaden [0, 3]

donde P| y P corresponde a los proyectores perpendicular y paralelo a la
superficie de la esfera.
Se propone, utilizando la periodicidad asociada a sistemas bosdnicos,

Ga.a) =5 3 e TTG@E aswn), (B.29)
donde
2mn
Wy = ——
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Al igual que en los casos precedentes, se construye la funcién de Green
a partir de
G(Z, 2 wn) = GO(Z, 2 wp) + G(Z, 2 wn), (B.30)
donde el primer término corresponde a una solucién del problema inhomo-
geneo en todo el espacio, mientras que el segundo es solucién de la ecuacién
homogenea y se ajusta de modo que se cumplan las condiciones de contorno.
Conviene en este caso utilizar la base de los armonicos esféricos vecto-
riales. Sin entrar en detalles algebraicos, las componentes espectrales de la
funcién de Green espacial se escriben

G=[j=0,l=1,m=0)G5(r,") (j=0,l=1,m=0]

j’ j+1 0 441

FY Y Y S Y i ) G, B

Jj'=lm=—jm/=—j" l=j—-11'=j"—1
donde
Goig(r,r")
L . WY (i
— Suwon |1 (ilonlr )R Ewnlrs) — "0 5 Gl il |, (B.32)
Jo(w)

mientras que

g]/llml( /)
— (5]_7’57’””/ nWn {51[/][( |wn|r<)hl, ( |wn’r>)

— (M) QI + af (i) Qi + P (i2)QFF ) i (ilewn|r) v (ilon|r') |
(B.33)
En la expresion anterior se han separado los modos transversal eléctrico,
transversal magnético y longitudinal. Para ellos, los coeficientes de ajuste
de las condiciones de contorno son

D D 1),. G
™ _ hg' )(z:c) L_ h§- )/(zx) TE hg- )(w:) + mhg. )y -
“T TG 4T i) a; = = ———, (B.34)
Jj(ix) j;(ix) Jjliz) + iz j;(iz)
que acompaian, en cada caso, a las matrices que definen los modos

J+1 0 —vij(j+1)

1
QM= —— 0 0 0
25 +1 —— .
Vii+1) 0 J

1 j 0 Vi +1)
Qf = — 0 0 0

000
TE—flo0o10]. (B.35)
000



Agradecimientos

e A Horacio A. Falomir y Eve Mariel Santangelo, quienes aportaron
comprension, paciencia y estimulo durante estos anos de trabajo. Sin
sus invalorables contribuciones y ensefianzas esta tesis no hubiera sido
posible.

e A los amigos que construyeron el ambiente de trabajo: Quique, Os-
valdo, Martin, Daniel (Tum) y tantos otros en el Departamento de
Fisica

e A Mama4, Abuela, Fernanda y Verdnica, que supieron valorar y sopor-
tar la importancia que este trabajo tenia para mi

e A Alejandra, a quien este trabajo estd dedicado, que sin lugar a dudas
entiende todo lo referido a esta tesis, lo escrito y lo presente en el
blanco del interlineado.

El presente trabajo de tesis ha sido realizado durante el desempeno de
Becas de Iniciacién y Perfeccionamiento del CONICET.

129



130 Bibliografia



Bibliografia

1]
2]

[10]

[11]

[12]

[13]

H. B. G. Casimir. Proc. K. Ned. Acad. Wet., 51:793, 1948.

O. Barraza, H. Falomir, , R. E. Gamboa Saravi and E. M. Santangelo.
P-determinants and boundary values. Journal of Mathematical Physics,
33(6):2046-2052, 1992.

R. Forman. Functional determinants and geometry. Inventiones Math-
ematicae, 88:447-493, 1987.

E. Witten. Current Algebra, Baryons and Quark confinement. Nuclear
Physics, 223B:433-444, 1983.

G. S. Adkins, C. R. Nappi, and E. Witten. Static properties of nucleons
in the Skyrme model. Nuclear Physics, 228B:552-566, 1983.

M. Rho, A. S. Goldhaber, and G. E. Brown. Topological Soliton Bag
Model for Baryons. Physical Review Letters, 51(9):747-750, 1983.

G. E. Brown, A. D. Jackson, M. Rho, and V. Vento. The nucleon as a
topological chiral soliton. Physics Letters, 140B(5,6):285-289, 1984.

R. Seeley. Analytic extension of trace associated with elliptic boundary
problem. American Journal of Mathematics, 91:963-983, 1969.

S. Agmon. Lectures on Elliptic Boundary Value Problems. Van Nos-
trand, 1965.

B. Simon. Trace Ideals and their applications. Cambridge University
Press, 1979.

O. Barraza. P-determinant Regularization Method for Elliptic Bound-
ary Problems. Communications in Mathematical Physics, 163:395-414,
1994.

G. W. Gibbons. Thermal zeta functions. Physics Letters, 60A(5):385—
386, 1977.

R. L. Kobes, G. W. Semenoff, and N. Weiss. Zeitschrift fir Physik,
(C29:371, 1985.

131



132

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

Bibliografia

T. H. R. Skyrme. A unified field theory of mesons and baryons. Nuclear
Physics, 31:556-569, 1962.

M. De Francia, H. Falomir, and E. M. Santangelo. Free energy of a
four dimensional chiral bag. Physical Review, 45D(6):2129-2139, 1992.

A. Chodos, R. L. Jaffe, C. B. Thorn, and V. Weisskopf. New extended
model of hadrons. Physical Review, 9D(12):3471-3495, 1974.

M. Jezabeck. Anomalous Charges of Fermionic Vacuum in Chiral Bags.
Acta Physica Polonica, 1988.

M. Abramowitz and I. Stegun. Handbook of Mathematical Functions.
Dover Publications, 1970.

1. Zahed, A. Wirzba, and U-G. Meissner. Chiral Vacuum effects in
a Topological Bag Model of the Light Baryons. Annals of Physics,
165:406—440, 1985.

1. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik. Table of integrals, series and prod-
ucts. Academic Press, 1980.

R. T. Seeley. Am. Math. Soc. Proc. Symp. Pure Math., 10:288, 1967.

R. E. Gamboa Saravi M. A. Muschietti, F. A. Schaposnik, and J. E.
Solomin. Annals of Physics, 157:360, 1984.

R. T. Seeley. Am. J. Math., 91:889-920 y 963-983, 1969.

R. E. Gamboa Saravi, M. A. Muschietti, F. A. Schaposnik, and J. E.
Solomin. Journal of Mathematical Physics, 26:2045, 1985.

H. Falomir, M. A. Muschietti, and E. M. Santangelo. Fermionic de-
terminants for chiral-bag—like two—dimensional systems. Journal of
Mathematical Physics, 31:989-996, 1990.

H. Falomir, R. E. Gamboa Saravi, M. A. Muschietti, E. M. Santangelo,
and J. E. Solomin. Determinants of Dirac operators with local boundary
conditions. Private communication.

H. Falomir and E. M. Santangelo. Free energy of twisted fermions in a
non-standard approach. Physical Review, 42D(2), 590-593.

H. Falomir, M. A. Muschietti, and E. M. Santangelo. The Cheshire—Cat
phenomenon in two—dimensional models. Physics Letters, 205B(1):93—
96, 1988.

P. Hasenfratz and J. Kuti. The quark bag model. Physics Reports,
40(2):76-179, 1978.



Bibliografia 133

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

C. M. Bender and P. Hays. Zero—Point energy of fields in a finite
volume. Physical Review, 14D(10):2622-2632, 1976.

K. Milton. Zero—Point energy of confined fermions. Physical Review,
22D(6):1444-1451, 1980.

K. Milton. Zero—Point energy in bag models. Physical Review,
22D(6):1441-1443, 1980.

M. De Francia. Energia libre de un campo bosénico confinado. Anales
de la Asociacion Fisica Argentina, en prensa, 1993.

M. De Francia. Free energy for massless confined fields. Physical Re-
view, 50D:2908-2919, 1994.

T. H. Hansson and R. L. Jaffe. Cavity quantum chromodynamics.
Physical Review, 28D(4):882-907, 1983.

J. Cleymans, R. V. Gavai, and E. Suhonen. Quarks and Gluons at High
Temperatures and Densities. Physics Reports, 130(4):217-292, 1986.

R. Balian and C. Bloch. Distribution of Eigenfrequencies for the
Wave Equation in a Finite Domain I. Three-Dimensional Problem with
Smooth Boundary Surface. Annals of Physics, 60:401-447, 1970.

S. Blau, M. Visser, and A. Wipf. Zeta Functions and the Casimir
Energy. Nuclear Physics, 310B(1):163-180, 1988.

H.-T.Heltze and W. Greiner. Physics Letters, 179B:385, 1986.

I. Mardor and B. Svetitsky. Bubble free energy at the quark—hadron
phase transition. Physical Review, 44D(3):878-886, 1991.

C. Itzykson and J-B. Zuber. Quantum Field Theory. McGraw — Hill,
1980.

C. Peterson, T. H. Hanson, and K. Johnson. Loop diagrams in boxes.
Physical Review, 26D(2):415-428, 1982.

R. Balian and C. Bloch. Annals of Physics (N.Y.), 64:271, 1971.

L. Vepstas, A. A. Jackson, and A. S. Goldhaber. Two—Phase models of
baryons and the chiral Casimir effect. Physics Letters, 140B(5,6):280—
284, 1984.

A. Chodos and C. B. Thorn. Chiral invariance ina bag theory. Physical
Review, 12D(9):2733-2743, 1975.



134

[46]

[57]
[58]

[59]

Bibliografia

T. DeGrand, R. L. Jaffe, K. Johnson, and J. Kiskis. Masses and other
parameters of the light hadrons. Physical Review, 12D(7):2060-2076,
1975.

M. G. Mustafa and A. Ansari. Finite size effects on bag thermodynamics
and quark-gluon deconfinement phase transition. Zeitschrift fiir Physik,
57C:51-57, 1993.

L. P. Czernai and J. I. Kapusta. Dynamics of the Q. C. D. Phase
Transition. Physical Review Letters, 69(5):737-740, 1992.

R. F. Alvarez-Estrada, F. Fernandez, J. L. Sanchez-Gomez, and
V. Vento. Models of Hadron Structure Based on Quantum Chromo-

dynamics, volume 259 of Lecture Notes in Physics. Springer—Verlag,
1986.

G. t'Hooft. Nuclear Physics, 33B:173, 1971.

G. t’Hooft. Nuclear Physics, 35B:167, 1971.

D. J. Gross and F. Wilczek. Physical Review Letters, 30:1343, 1973.
H. D. Politzer. Physical Review Letters, 30:1346, 1973.

K. Johnson. The M.I.T. bag model. Acta Physica Polonica, B6(6):865—
892, 1975.

L. Vepstas and A. D. Jackson. Justifying the chiral bag. Physics Re-
ports, 187(3):109-143, 1990.

T. H. R. Skyrme. A non-linear field theory. Proceedings of the Royal
Society, 260:127-138, 1961.

M. Rho. Cheshire Cat Hadrons. Physics Reports, 240(1,2):1-142, 1994.

M. F. Atiyah and N. S. Manton. Skyrmions from instantons. Physics
Letters, 222(3,4):438-442, 1989.

K. J. Eskola y K. Kajantie. Thermal Skyrmion-like configuration.
Zeitschrift fiir Physik, C44:347-348, 1989.

J. Goldstone and R. L. Jaffe. Baryon number in Chiral Bag Models.
Physical Review Letters, 51(17):1518-1521, 1983.

P. J. Mulders. Theoretical aspects of hybrid chiral bag models. Physical
Review, 30D(5):1073-1083, 1984.

E. Witten. Communications in Mathematical Physics, 92:455-No se,
1984.



Bibliografia 135

[63]

[64]

[65]

R. E. Gamboa Saravi, F. A. Schaposnik, and J. E. Solomin. Path
integral formulation of two dimensional gauge theories with massless
fermions. Nuclear Physics, B185:239-253, 1981.

H. Falomir, M. Loewe, and J. C. Rojas. Hybrid models at finite tem-
perature and deconfinement. Physics Letters, 300(3):278-282, 1993.

M. Loewe and S. Perez-Oyarzin. On the Finite Size of the Bag and the
Critical Deconfining Temperature in Hybrid models. Physics Letters,
322B:413-418, 1994.

E. V. Shuryak. Physics Reports, 61:73, 1980.

M. De Francia, H. Falomir, M. Loewe, and E. M. Santangelo. Con-
fined two—dimensional fermions at finite density. Physical Review,
51(12):7132-7139, 1995.

A. Actor. Physical Review, 27D:2548, 1983.
A. Actor. Physics Letters, 175B:53, 1985.
H. A. Weldon. Nuclear Physics, 270B:79, 1986.

M. De Francia and O. Trabocchi. Aproximacién en reflexiones multiples
de un modelo fermiénico simple. Amnales de la Asociacion Fisica Ar-
gentina, 2:87, 1990.

Paul Guinsparg. Fields, Strings and Critical Phenomena. Les Houches,
France, 1988. Les Houches Summer School - Vol. 49, Elsevier, Amster-
dam, 1989.



