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CHAPTER 1

Introduccdn

En Teofa Cuantica de Campos bajo la influencia de condiciones externacala
de ciertas magnitudessfcas (tales como, por ejemplo, la dotiefectiva, la enefg
de Casimir, el amero ferménico, etétera), conduce a la considef@eide funciones
espectrales asociadas con operadores diferencigkas estn relacionadas con se-
cuencias de autovalores de operadores. Por condiciones externas se entienden a aque-
llas que estn dadas exptitamente como funbn del espacio y del tiempo; ejemplos
tipicos deéstas son las condiciones de contorno que deben satisfacer los campos cuan-
tizados sobre la frontera de una dadadagiel espacio tiempo, o su interameicon
campos de background externos (no autointeractuantes) que aparecen en fnecuaci
de movimiento de los campos cuantizados.

A partir del trabajo de Casimir [1] ha habido cada veasmvidencia de la impor-
tancia de tales condiciones externas sobre la estructura deldasistemas @nticos.
Por ejemplo, la enefg de Casimir puede ser pensada como debida a la déstatsl
vado causada por la presencia de bordes o por campos externos de background. Uno
de los nétodos para calcular enéag de Casimir es el de suma de modos, que implica
encontrar un conjunto completo de autofunciones (y sus correspondientes autovalores)
del Hamiltoniano dsico del campo y sumar sobre los autovalores. Distig@asdas
de regularizadin son entonces usadas para dar sentido a estas sumas formalmente di-
vergentes (ver, por ejemplo, [2, 3] y referencias que se citgn all

Otro ejemplo de aplicaéh de funciones espectrales lo provee @tulo de ac-
ciones efectivas al orden de un loop. En el marco de la integral funcional, tales correc-
ciones canticas estn relacionadas con la evaluacide determinantes funcionales de
operadores diferenciales, formalmente definidas como el producto de los autovalores
de dichos operadores. Ya que los autovalores de los operadores diferenciales a consid-
erar forman, por lo general, una secuencia no acotada, se hace necesaria, como en el
caso anterior, la introdudmi de procedimientos de regularizaci(ver, por ejemplo[4]
y referencias contenidas en ese trabajo).

Algunos de los ratodos de regularizamn mas frecuentemente usadosaesbasa-
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2 INTRODUCCI ON

dos en el uso de funciones espectrales tales como l&fuggila traza del heat kernel.

Dado que estamos interesados en hacer uso de funciones espectrales de operadores
diferenciales en variedades compactas con y sin bordes, resumiremos a camtinuaci
algunas generalidades sobre tales operadores [5, 6] y las condiciones en que pueden
definirse funciones espectrales asociadas [5, 6, 7, 8] .

1.1 Operadores diferenciales @bticos en variedades sin
borde

SeaM una variedad compacta sin borde de dim@msi y F un fibrado vectorial
complejo sobrel/.

Definicion:

Un operador diferencial parcial de ordensobre secciones d€ puede escribirse,
en coordenadas locales, como

A: Z aa(w)ng

lal<m

con DY = ﬁ <—iaij)aj yla| = jzjzlaj.

j=1

Definicion:
Se define elisnbolo del operador como

o(Ad) =o(x,8) = Y aa(z)E”,

lal<m

que corresponde al polinomio obtenido reemplazando formalnighter el monomio
£%; resulta asun polinomio de ordemn en la variable duaf. (Consideraremos sis-
temas determinados, de modo quedgsson matrices cuadradas.)

Definicion:
El simbolo principal es la parte de mayor orden detisolo. Se trata de un poli-
nomio homo@neo de grade: en¢

Um(A) == Um(x,ﬁ) == Z aa(x)éa .

loe|=m

En €rminos del Bnbolo puede expresarse la d@atidel operador sobre funciones
en su dominio como

Af(z) = / e o (z,€) 1 (€)de

Definicion:



1.1 OPERADORES DIFERENCIALES ELIPTICOSEN ... 3

El operador diferencial se diceijgfico si su $mbolo principal es invertible para
|¢€] = 1, es decir no tiene autovalores cero pafa= 1 (o equivalentementiéet o, (z, ) #
0 paral¢| = 1).

Definicion:

El rayoX = {arg(\) = 0} en el plano complejo se llama un rayo de crecimiento
minimo de la resolvente si no existen autovalores tebslo principal en ese rayo, es
decir, si el problema

om (T, )u = du

tiene soluadn Gnica (la trivial) para\ € X.

Potencias complejas de un operador diferencial

Si un operador diferencial es elptico, invertible, y tiene un rayo de crecimiento
minimo X, puede definirse, paf(s) > 0

A= = i/ AT (A - A) "t
27T r
dondel es una curva que empieza®& recorre el rayo de mimo crecimiento hasta
un pequéo drculo alrededor del origen, luego estecalo en el sentido de las agujas

del reloj, y va de nuevo & a lo largo del rayo. Para describdr*, se construye una
parametriz par@aA — \)~! [6]. Se tiene entonces:

N S T BN
o(A )—;)%/F)\ bomj(x, & N)dA,

donde los_,,,_;(x,&, A) son los coeficientes de Seeley, que quedan determinados por
un conjunto de ecuaciones algebraicas.

La funcibn ¢ del operador se define como

C(A,s) =tr(A™%).

Su estructura de polos y residuos queda determinada por las integraled/&dbre
las trazas de los coeficientes de Seeley.

Relacbn con los autovalores - Furiri ¢

Supongamos que el fibrado tiene un producto interno tieony la variedad\/ un
elemento de volumen. Si, con respecto a estas estructugasiormal A A = AAY),
entoncesA tiene un conjunto ortonormal completo de autofuncioAes, = A\, ¢, ¥
el nicleoK_(z,y) de su potencia-s puede escribirse:

K_(z,y)dv, = Z A;S¢k($)¢£(fy) dvy .

3



4 INTRODUCCI ON

Tomandar = y e integrando sobré/, se obtiene:

((A,s) =tr(A™") =) N0 (1.1)

Traza del heat-kernel

Si los autovalores del Smbolo principal esin limitados a lare@in Sy :—5 +¢ <
arg(A) < §—e, entonces el espectro deest en el sectof,, :— 5 +¢ < arg(Aa) <
7 —eparaalg@gna > 0, y puede definirse

e At = L / e MA-NTdN ,t>0 (1.2)
2 T

conT el borde deS,. Puede mostrarse que ‘' es la soludn fundamental de la
ecuachn de calordu + 2% = 0, conu(z,0) = §(x).

La aproximaadbn de la resolvente mediante la parametriz permite, entonces, tomar
el limite parat — 0™ en la integral anterior, y obtener un desarrollo dginb para
e~ en potencias crecientes (en general no enteras) de t, con coeficientes que vienen
dados por los coeficientes de Seeley.

En trminos de autofunciones y autovaloresAleel nicleo dee~4* puede es-

cribirse como
K(t,zy)=> e op(z)pf(y).
k
Tomandaz = y, e integrando sobr&/, obtenemos

h(A,t) =tr(e” ) =) e ™. (1.3)
k

Esta es la definién de la traza del heat-kernel, otra funtiespectral de gran apli-
cacbn en problemas deisica.

Existe una relaéin muy estrecha entre la fuldci¢ de un operador y la traza de su
heat-kernel. En efecto, de (1.1) y (1.3)

— -5 _ L > —Apz ,5—1 __ L > s—1
Q(A,S)—zk:/\k = I‘(s)/o dz zk:e 2T = F(s)/o dzh(A,2)z°"".

(1.4)
Se ve entonces que la fubai( y la traza del heat-kernel ést relacionadas entré s
via transformada de Mellin.
Veremos aplicaciones de estas funciones espectrales a probismas én var-
iedades sin borde en los éapgos 2y 5.

Antes de dar las generalidades de operadores diferenciglésad en variedades
con borde, aplicaremos, a modo de ejemplo, las definiciones dadas hasta ahora al prob-
lema sencillo del Laplaciano en una circunferencia de radio uno.

4



1.2 SISTEMAS ELIPTICOS DE BORDE 5

d2
A=—gm tF
dondeP es el proyector sobre las constantes. Para este operador, en la circunferencia,
setienen =2,n = 1.
Su $dmbolo principal est dado por

o(A) =€ 40 parale| = 1.

El operador es, por lo tantoiptico.

De pedir que ningn autovalor delisnbolo principal caiga sobre el rayo de crec-
imiento minimo, es evidente que un rayo de crecimientmimo corresponde, por
ejemplo, &K = {A: AeR™}.

Resolviendo el problema de autovalores del operador , se encuentra

C(A,s) =1+ 2¢r(2s),
> 2 t
h(A,t) = 2267" bret=0(0;-)—1+et,
n=1 T
donde(g, es la funcdbn ¢ de Riemann ¥© es la funcbn © de Jacobi [9].

Hay que sBalar que si el operador es sirico (formalmente autoadjunto) so-
bre una variedad compacta Riemaniana, los autovalores son reales y pueden ordenarse
(IM] < A € e ), ¥ entonces exist€’ > 0 : lim7Hoon|)\n|’% = C. Si, adenas,
el operador tiene unimbolo principal definido positivo parga # 0, el espectro eat

acotado por debajo, habiendo, a lo sumo, imero finito de autovalores negativos.

1.2 Sistemas épticos de borde

Suponemos ahora que es una variedad compacta de diménsi, con borde
OM.

Llamamos, en cada sistema local de coordenadas (z1, ..., x,—1) @ las coor-
denadas sobréM, y port (real) denotamos la variable normal interior al borde, de
modo que(z,t) esh enR™. Anotamos corR!; el semiespacio correspondiente a
t > 0. Consideramos, eR"}, un operador diferencial (matriz de gxq) de orden

m . . a
A= ZAj(t)Dt T (De=—ig),
7=0
dondeA; es un operador diferencial de ordenj enR" .
Entonces, llamand(, 7) a la variable simblica correspondiente(a;, t), tenemos,

para el émbolo deA:

U(A) = ZU(Aj)(x’taf)Tm_j ;

J



6 INTRODUCCI ON

su $mbolo principal es
Om = ZO'J (z,t,6)T
Definimos, aderas, el polinomio caractistico o $mbolo principal parcial:

am—Za] N (z,0,6) D™ .

Supongamos que, en la vecindad del borde, tenemos dados operadores

m

By =Y BuDi ™t 1<j< ]
k=1

y los Bjj;, son un sistema de operadores diferenciales, matrices de 1xq, actuando en
R"~!. Supondremos, en particular (ya dese sei el caso en las aplicacionési€as
que tomaremos), que son de orden 0, es decir, multiplicativos.

Como antes, escribimos:

Definicion:

La coleccon de operadores, By, ..., Bwma constituye un sistemaiglico de borde
si A es elptico y, parag = (g1, ..., gma ) arbitrario,z enR" "'y £ # 0 enR"~" hay
unalnica soluddn del siguiente problema de borde sobre la semirrgcta0} :

om' (A)(z,&, Dy)u =0

75lim u(t) =0
O'/(Bj)(:v,f,Dt)u =g; ent= 0 paraj=1,..., % .

Esta condidin es tamk#n conocida como condimn de elipticidad ébil, o de Lopatinski-
Shapiro [5].

Definicion:

La coleccon A, By, ..., Bma constituye un sistema fuertement@éto de borde
en un condK C C que incluye el cero si,

i) Parag # 0 0,,,(A4)(x, &) no tiene autovalores €K y

i1) Existe, para cada y cada(¢, \) # 0, con A e X, solucbn Unica del problema
de borde:

om' (A) (2, &, Di)u = du

6



1.2 SISTEMAS ELIPTICOS DE BORDE 7

tlim u(t) =0
o' (Bj)(z,&,Dy)u=yg; ent=0,j=1,.., %

Esta condidn suele llamarse condan de existencia de un cono Agmon [10].
Obsrvese que la elipticidad fuerte se reduce a la elipticidad de Lopatinski-Shapiro
cuanddX = {0}.

Si se satisface la conda cebil, puede definirse un operaddg sobreL?(M),
definido como el operadoA actuando sobre todas las funcionegjue satisfacen
Bju=0enoM.

Si, adenas, se cumple la elipticidad fuerte, puede encontrarse [7] un desarrollo para
la resolventé Ap — \)~! y definir, a partir de ella,

(3

(Ap)~® A5 (Ap — \)ld),

:% :

conT una curva apropiada que yace en el cono donde se sabe que dxjste)) L.
Nuevamente, puede en este caso definirse ladariccomo la traza déAg)—*.
Pero ahora, el desarrollo de la resolvente involucra, aseta los coeficientes de See-
ley ya introducidos en el caso sin borde, nuevos coeficiehtese ajustan las condi-
ciones de contorno, y que deben determinarse no ya a partir de ecuaciones algebraicas,
sino a traes de la resoludn de ecuaciones diferenciales.
Podemos construir la soldri fundamental de la ecuéci de calor parad si el
espectro de sumbolo principals,,, esa contenido en el cono

Ko = {1+ [SO)] < CROV)

alrededor d&R ™, para algin C > 0, y si el problema de borde es fuertemeniptiao
con respecto al cono complementafio} | J X en estas condiciones es posible
adend@s tomar la traza del heat-kernel.

Si Ap tiene un conjunto completo de autovectores, ambas funciones espectrales
pueden expresarse é@ininos de los autovalores:

C(A,8) =D (M)~°, (15)

k

h(Ap,t) =Y e ™, (1.6)

k
y, como en el caso sin borde, @strelacionadas entréda transformada de Mellin.

Tomemos, como ejemplo, el Hamiltoniano de Dirac eniocuto de radio 1. Como
veremos ras adelante, el Hamiltoniano de Dirac de 2x2 (2+1-dimensiones) puede es-
cribirse, en coordenadas polares, en la forma

H— M A ie_ia( T—%ag)
= ieie(&n_i_%ae) M ’

7



8 INTRODUCCI ON

dondeM es la masa del campo de Dirac.

En este casem = 1, n = 2, la variedad\/ es el interior del tculo y su bordé M
corresponde a = 1.

Porlotantar = 60,t =1 —r.

H acila sobre spinores de la fornje= ( i ) de modo qug =2,y 5% = 1.
El simbolo principal resulta

B 0 e (T + f_ft)
01(H) - ( e”(T— i€ ) 0 ) :

1-t

Para mostrar la elipticidad d€, estudiamos efet(oy(H)) = —(72 + (+5)?),
queresultg£z 0v¢ : €] = 1.
Para encontrar el rayo deimmo crecimiento, consideramos el problema de auto-

valores:
an(1)-(3)

Para que este problema tenga caimaa solucdn la trivial, debe satisfacerse

~\ —ix + iEt 62
det(e”(Tﬁ) e (ZA1 )>:A2_(T2+(1t)2)

#0 VieX.

Asi, es evidente qu# es cualquier rayoe@ — R™ — R™.

Consideramos ahora el operador correspondiente a las condiciones de contorno
tipo bolsa de MIT, de utilidad en modelos efectivos de confinamiento, y a las cuales
volveremos en el capilo 4

B=(1,ie”%)
U/(B)(xa 67 Dt) = (17 { eiim)

o\ (H)(x, &, Dy) = < e”(D?—ig) e‘”(DJﬂg) ) .

El problemaH i es cbilmente dptico siH es elptico, y si paragy arbitraria,z e R
y £ # 0 enR, hay soluodn Gnica para > 0 de

o} (H)(2. &, DiJu =0
At =0

o' (B)(z,¢,D)u=g ent=0.

- (2):

la ecuaddn diferencial tiene soluciones de la formp@, £, ) = A(x, &)e ¢, x(x, &, 1) =
B(z, &)e; laimposicbn sobre el comportamiento deparat — oo, deja

- ( A(a:,(f))e—ft ) parag > 0

8

Si escribimos



1.2 SISTEMAS ELIPTICOS DE BORDE 9

U= < B(x70§)eft > paraé < 0.

Por Gltimo, la condicon ¢/(B)(x, &, Di)u = g, permite determinai\(z,&) y
B(z, &) en €rminos degy parag > 0y £ < 0 respectivamente; por lo tanto la soldici
u eslinica, y el problema esathilmente dptico.

Para estudiar la existencia de un cono Agmon, se debe analizar el problema

det (o (H) — \) £ 0,

(condicbn satisfecha she C — R™ — R™), y pedir que exista soluzh Gnica del

problema
0 e ®(Dy + i) Y\ P
(i )0 (0) e

con las condicione{ i ) —¢ oo 0

o'(B)(x,&, Dy) ( ;i ) —ptiey=g ent=0.

La ecuaddn (1.7) se reduce adfp = (\? — £2)p, x = ye'*(—id; — i&)p, cuya
solucbn es

o =A(z,€)e" +B(z,€)e ™, dondep = (62— \?)%,

donde tomamos la rama de lazauadrada cof(x) > 0 (esto es siempre posible si
A no es real).
El requisitolim; ., u(t) = 0 deja

¢ =B(z,&)e

e R

Si les imponemos la condimn de contorno

B, o)1~ “5) =,

el problema tiene soluan GnicaV g, salvo para = /&2 — A2 — £ (cuyasinicas
soluciones son = 0 0 A = —¢).
Por lo tanto el problemél 5 es fuertemente gticoenX = C - RT™ — R™.

Como otro ejemplo, que siede utilidad en el Cdfulo 3, consideramos ahora el

operador
_ e
=0 o TR

9



10 INTRODUCCI ON

El simbolo principal de este operador es:

0 —iT-l-&_fK
Ul(H)(iT—Fﬁ" 01t>.
—t

Verificamos primero la elipticidad d&:

detlon(H) ~ 3) = 32— (7 + (S5 -
implica
= (22 g0,

Por lo tanto,H es elpticoenk = C - RT™ - R™.
Imponemos ahora condiciones de contorno APS, las cuales ésfinidas dando
el dmbolo parcial del operador de borde:

o'(B) = (00(§ — K),0(k =€) , donde@o(f”){ éﬁ::ig

El simbolo principal parcial del operaddf es:

/ _ 0 -0 +E—k
Ul(H)_<at+§—/€ tO )

Al resolver su problema de autovalores (parg 0) se encuentra
1
X = X(aﬁ+§7’i)Wa

(=07 +(E—r)P)e=N0p.

Llamandop = ((§ — k)2 — A?) 2 conR() > 0 (lo cual es siempre posible 3ino es
real, se tiene
¢ =A(E)e" +B(e M

Las autofunciones que se anulan para oo, tienen la forma

( B&“(sB f)f—u:oe-m ) '

Por lo tanto, el problema de borde

©u(e =00~ ) (g s ) = 1O

siempre tiene soluén Unica, dada por
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A

B(§) = m

fl&),E<k.

Para) = 0 (¢ # 0)

p = A(§)e” T

X = B(&)et Mt

Las soluciones que se anulan para oo son

0 .
( B(g)e(ﬁ—n)t > ) Sl€< K

y el problema de borde en= 0 tiene soludbn Ginica

Al = f(&) siE>r

B(§) = f(§) sig<r.

Por lo tanto, las condiciones APS definen un problema fuertemept&elpara el
operadotH enK =C —-RT - R™.

11
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CHAPTER 2

Energas de Casimir - Mtodos de
regularizaadn

2.1 Generalidades

Uno de los aspectos fundamentales de la iéeGrantica de Campos es la tarea
de extraer resultadossfcamente significativos a partir de cantidades que, en principio
estin mal definidas. Tal vez el ejempldamsimple de esto sea la erierde punto cero
de campos danticos.

La aparicon de una enefg de va® divergente es una consecuencia directa del
método de cuantificabn carbnico, que permite establecer la correspondencia entre
cantidades d@sicas y operadores @nticos; este esquema no fija el orden de los oper-
adores no conmutantes en el Hamiltoniano del campo, lo que hace necesario imponer
prescripciones adicionales para tener unaiéede campos bien definida.

Al estudiar teoras de campos libres extendidas a todo el espacio tiempo, esta am-
bigliedad es removida mediante la prescHpaile orden normal. Esto implica la sub-
straccon formal de la enefg infinita de punto cero y, por lo tanto, el valor de ex-
pectacbn de va@ del Hamiltoniano normalmente ordenado es cero. Tal subgiracci
est justificada por el hecho de que, en lagiica no es posible medir un valor absoluto
de energp, sino $lo diferencias, permitiendo una ele@iarbitraria del origen sobre
la escala de encim

En 1948, Casimir mogir[1] que placas neutras, perfectamente conductoras, pues-
tas en el vaio, se atraen una a otra. Esta fuerza atractiva puede ser considerada como
la consecuencia del cambio de enarde punto cero cuando las placas son llevadas
a su posidn. La existencia del efecto Casimir implica que la eferdel estado de
vado de los campos cuantizados no puede ser correctamente definida mediante la sola
prescripodn de orden normal. La ided@bica detiis del concepto de Casimir es que los
campos canticos siempre existen en presencia Giewlos externos o en interadai

13



14 ENERGIAS DE CASIMIR - M ETODOS DE REGULARIZACI ON

con otros campos, Y, por lo tanto, su enarde punto cero se ve modificada. Tales
vinculos podian ser idealizados como condiciones de contorno impuestas sobre los
campos en la frontera de un volumen espacial finito.

Uno de los procedimientos [2] usados para calcular éase Casimir es la evalu-
acion directa de sumas infinitas sobre los modos de punto cero del campo (autovalores
del Hamiltoniano). Estas sumas son formalmente divergentes, y un esquema de regu-
larizacbn adecuado debe emplearse para extraer un resuisichniiente significativo
[2, 3]. Aunque existen diferencias entre los resultados obtenidos por distiatodos
de regularizadn, las predicciones para la enierge Casimir deben ser independientes
de los nétodos utilizados. Resulta, entonces, crucial comprender lagelaaire los
resultados obtenidos mediante distintasicas de regularizam.

2.2 Conexbn entre regularizaciones( y cutoff [11]

Un paso hacia el entendimiento de la retecentre las regularizaciones de la en-
erda de Casimir con la funeh ¢ y con cutoff exponencial fue realizado en [12, 13]. En
particular, en [13], los autores mostraron la cobexéntre regularizaéh exponencial
y regularizadbn con la funddn ¢, con la condiddn ad-hoc de que la enéagregu-
larizada mediante cutoff present@® divergencias en forma de polos. En este caso,
mostraron que la endi@ regularizada a la zeta resulta finita, éntica a la eneig
regularizada ia cutoff, con losérminos polares substdws.

Vamos ahora a extender la confaxientre ambos &todos , y 6lo restringiremos el
problema de borde asociado de tal forma de garantizar que los autovalores del campo
sean reales.

La evaluaddn de eneras de Casimir mediante elétodo de suma de modos im-
plica la suma directa sobre los autovalores de éaehglos modos de campo de punto
cero [2, 3],

1
Ec::§§:wn . (2.1)

Estos autovalores de en@agw,,, dependen de la dimefsi del espacio-tiempo,
del spin del campo considerado y de las condiciones de contorno impuestaslsobre
Consideraremos el caso de un campo escalar libre en un espacio-tiempo

dimensional que da lugar a una variedad

MDY = Rx M, (2.2)

dondeM es una variedad compactadimensional con borde sua@é/ .
Los autovalores de enégg luego de separar variables, resultan
wn=AY2 (2.3)

donde los\,, satisfacen [3] el problema de borde asociado

D@n = )\n@n

BT, — 0 (2.4)

DBSOn - {
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2.2 CONEXION ENTRE REGULARIZACIONES (¢ Y CUTOFF 15

En nuestro casd, es un operador de segundo orden saldreB es un operador
tangencial ( al cual tomaremos diferencial), que define las condiciones de contorno y
T es el mapeo de restri@ei, que asigna a cada sentisu dato de Cauchy éh\/.

En lo que sigue, el problema de borde ( 2.4)%sgtado comd D, B). Es claro
que, para que las,, tengan sentido como enéag fisicas, los autovalores, deben
ser reales y positivos; esto se puede lograr imponiendo las bien conocidas condiciones
[5, 8] al problema de bordeD, B). Como veremos a continuaci, tales condiciones
tambin implican quev,, —,_. o0y que ellas son de orded (n'/?) paran grande.

La suma (2.1) es claramente divergente y, por lo tanto, se le debe apligar alg
esquema de regularizéci para poder asignarle un significadsido. Trabajaremos
con dos de estos @todos: la regularizagn cutoff exponencial y la regularizaéci ¢
[4, 14]. Determinaremos el comportamiento de la elzedg Casimir regularizada de
ambas formas, y daremos una reteccprecisa entre partes finitas y divergentes que
aparecen en uno y otro esquema, generalizaride esssultado de la referencia [13].

En el primer caso, se define,

1/2

1/2
I AT wd Dp
Eex = — E _— " = —— — , T 5 2
P 2 — K ‘ Jto 2dt (h (t 2 ))Jt—o (.5)

donde

h (t, l;f) = ZeitAnT' =Tr (eiﬁD}B/z) . (2.6)

1 €s un paametro con dimensiones de masa, introducido para tlagimensional.
La ener@a de Casimir, mediante regularizagide funcbn ¢ [4, 14], esh definida
como

(2.7)

Es facil ver, a partir del comportamiento de Idg, que la suma en (2.7) es conver-

gente parar(s) suficientemente grande;(g %) es, por lo tanto, holomorfa en la
misma regbn. Ella puede ser extendida como una fénaneromorfa a todo el plano
s, presentandodo polos simples. Se define entonces la eerggularizada mediante
funcion ¢ como el valor de esta extensiens = —1. Nuevamente se ha introducido
un paametrou para permitir que Ig sea adimensional [15].

Antes de iniciar la demostrami de la reladn existente entre los resultados obtenidos
mediante uno y otro &todo de regularizagh, vamos a reproducir algunas propiedades
relativas a problemas de bordépticos.

Lemal

15



16 ENERGIAS DE CASIMIR - M ETODOS DE REGULARIZACI ON

SeaM una variedad compacta sua¥elimensional, con borde suawd/. Sea
D un operador diferencial parcialiptico, y seaB un operador diferencial tangencial
sobreo M .

Si el problema de bord€éD, B)es autoadjunto y gtico con respecto & — R
(por lo tanto tiene un cono Agmda0] que incluye el eje real negativo), entonces:

a)Existe un sistema ortonormal complétp; }>-_, conD¢,, = A\, dy,.

b) ¢, satisfacen la condion de contornaBT'¢,, = 0 (aqu, T es el mapeo de
restriccbn, que asigna a cualquier semtisuave su dato de Cauchy).

C) Ap € Rylim,_, |\,| = co. Si se ordenan log,, tal que|A;| < [Ag] < -+ -,
entonces existe, tal que|\,| > na paran > ng.

d) Los \,, eséin acotados por abajo y el espectrdlg est contenido efi-C, o]
para alguna constanée.

En lo que sigue, supondremos, sigrgida de generalidad, que el espectrdde
es positivo).

Lema 2
Bajo las condiciones del lema anterior [8] :
a)Y (t,Dp) = Tr (e~*P#) es holomorfa en un sector

Vo, = {t = ret 1> 0,]0] < 6o}

para algind, € (0,%).
&) d
b) Y (¢, D) posee la expansn asinbtica Y (t,Dp) ~ > ajt% , para
7=0
t — 0 uniformemente paraéic Vs, para cada < 6.
Aqui, los a; pueden ser evaluados a partir de los coeficientes de Seeley [8], in-

cluyendo tanto las contribuciones de volumen como las de borde .
c)Y (t, Dp) decrece exponencialmente péija— oo enVs.

Lema 3

Bajo las mismas condiciones [5, 8, 16] :

a)

s (8 s Dp\ _ s —5\ _ > 51
§~°T (5) ¢ <2u2> =T (5) Tr ((DB) ) _/o £y (t,Dp)dt  (2.8)

es la transformada de Mellin dé(¢, D). Es holomorfa par&(s) > d y se extiende
a una funddn meromorfa, con una estructura de singularidades:

e (S s D\ N 2a; s
" F(z><<2’,p>—§s+j—d+’w(z) : (2.9)
dondery (%) es holomorfa par&(s) > d — N — 1.

16



2.2 CONEXION ENTRE REGULARIZACIONES (¢ Y CUTOFF 17

b) Para cada,, c; real y cada < 6,

_s S S DB -5
— - — <
‘H’ F<2)C(2a M2>‘_C(01702,5)6

s S S
ez e <R <o

(2.10)

Con todos estos elementos, estamos ahora en condiciones de probar el siguiente
lema, el cual es la base del resultado principal de esféeubaip

Lema 4
Bajo las mismas hiftesis que antes:

,LD1/2
dn(t,2E dTrle »=8 12 a2 L
by =3 A e | ot
a) T = pr = i e » posee la expansn asinotica

n

(1 5) N 1T, e
= 2 I(3)

a = r(3) 20

K o 1 2k—1
> (k) : P(FIZ;Q)?CLCH% (2tu> +

k=1 2M

K 1 (1) £\ 2k 1
g(% + 1)Z—I‘ OT (1) (2M> {rd+2k+1(k - §)+

k=0
=
Adt-2k+1 <‘I’(1) +y k:—l) +
1=0

d+2k ¢ 1

QCL]'
—_—— 42 2 1)1 e S— 211
R (@0 D) - g )| + o) @10

dondepx es de ordei® ((QLH)QK“*E) ,0 < e < 1parat — 0, € V;.

Demostracbn
En primer lugar, btese que

S DB © 1 DB
r - | = s — 212
(S)C(T u2> /0 ! h(t’ uQ)dt (212)
es la transformada de Mellin dze(t, %) Ahora,

(s 3) - rip @G-

5
2
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18 ENERGIAS DE CASIMIR - M ETODOS DE REGULARIZACI ON

) Q)] @19

A partir del Lema 3 a), y la estructura de singularidades bien conociﬂa(éigﬁ),
se sigue qué2.13) es holomorfa pardes > d, y

c+ioco
Dp\ 1 t\ "257t /s +1 e (S s Dp
(1 5F) =g [ e(n) S () b (e

: (2.14)
donde el camino de integraci es tal que > d.
Esta expregin puede ser derivada, para obte%lgr
Dp
ah (t,2¢) )
dt

1 e (=s) (t\ "7 h 2l et s s Dp
— — r T (= -, — 2.1
o / i (u) NG ( 2 H’”‘ (2)C<2’ uzﬂ - 1)

c—100
donde la integral debe realizarse sobre la curva mencionada anteriormente.
A partir del Lema 3 b), junto al hecho de qig(:tt) esO (e(*%“)‘m% )

. . L dh(t, 28
para cualquiee > 0, es posible obtener una expansiasinbtica para%

cambiando el contorno de integréwien(2.14) moviéndolo a traés de los polos de
(=) [M—SF (2)¢ (g, %)} Dichos polos eéin localizados es = d — j.

Paras = d—j =k >0 (j<d) ellos son polos simples, y contribuyen a la
integral de Cauchy con

_kl_‘ k+1 t —k-1
- ( % )adk<> ,k:(),l,...,d. (216)
21 T'(3) 2
Paras = d —j = =2k (k=1,2,...) ellos son tamlén simples, y su con-
tribucion es
10 (—k+1) £\

—k——— 2120, o, () k=1,2,.... (2.17)

2 T(z) T\

Paras=d—j=—(2k+1) (k=0,1,...)ellos son polos simples y dobles, y
contribuyen con :

C1\k 2k d+2k a
CEUMCI {Wm—k—;wz L

2 j—d—2k—1
(2.18)

(2k +1) (—1)" t\ 2 " el
2 T (LT (k+1) <2H) Ad42k+1 [2111(2M) —2+\IJ(1)+Z§Z%m
(2.19)

Jj=0

18



2.2 CONEXION ENTRE REGULARIZACIONES (¢ Y CUTOFF 19

(Debe notarse que la suma en (2.19) debe seriolsiempre que tenga sentido).
Por lo tanto, cambiando el contorno de integbacen (2.14) hasta, e incluyendo a,
la singularidad e = —(2K + 1) tenemos,

K 1 (_1)k £\ 2k 1
Yk e () [ Em 9

1
k=0 2 2p
-1 d+2k 9.
— <w<1>+Z l>+§;_dﬂ%1+
=0 =0 7
t 1

2 2k+1)In(—) — ——— t). 2.20
Qd+2k+1 <( +1) H(QM) 2k+1)] + pr(t) ( )

El restopk (t) est dado por una integral tipo (2.15), pero eor —2(K + 1) el
cual, como un resultado del Lema 3 b) y la estirdagardI" (££1) | recién discutida,

2K+1+e€ L,
esO ’ﬁ ; esto completa la demostraai.

Cuando este desarrollo agitito es evaluado en = 0, da, para la enetg de
Casimir calculada mediante cutoff exponencial

1 (-3)+ CTTRE) I P STES ()
ey rat1 | =5 ag+1 j:oj_d_l 2T (1) n o)
(2.21)

A partir de (2.9), la eneig de Casimir regularizada mediante la fuimc{, (con
N =d+ 1), esa dada por

_ k(s Ds _
EC_ 2<<27 HQ )Js_—l_
d

1 2, 1 ( 1) st ag iy
: + 3t B
ity (2) Trgee]

19
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d

_2r1( ) Zj—czij—l - 4r1(;)r”l+1 (_D -

1
2/ j=0

1 v(1)
or (L) " ( 2

A partir de (2.21) y (2.22) se pueden extraer las siguientes conclusiones respecto a
la ener@a de Casimir para campos escalares en un espacio tiémpodimensional:

1) Ambos n&todos de regularizamn dan, en principio, lugar a contribuciones
divergentes. Si el coeficiente;; es nulo, la regularizagn zeta da un resultado
finito, que coincide con la parte finita de la eriargbtenida mediante cutoff expo-
nencial. Aderas, estdiltimo método de regularizatn presenta polos de orden 2, 3,

..., d+ 1, con el coeficiente del polo de ordént 1 igual al” (k + 1) por el residuo

def¢ (5,2—5) ens=k (k=1,...,d).
2) En el caso generalpq+1 # 0), la regularizadn exponencial muestra, aparte

de las singularidades en forma de polo, una divergenciaitagaa, con un coeficiente

que es igual a menos el residuo ¢ (g, %) ens = —1. Como consecuencia de
ésto, las partes finitasinimas que aparecen en uno y otro esquema de regulérizaci
difieren en érminos proporcionales@;. ;. La diferencia entre la parte finitaimima
obtenida a partir de regularizéci exponencial y la obtenida a partir de regulariaaci

¢ est dada por

+1 1n(2ﬂ)> - 2r1(1) z‘f:llJ . (2.22)
2 s=—1

lagyr lagyr
e YW =5 (2.23)
dondey es la constante de Euler-Mascheroni . En ambos esquemas de reguarizaci
aparece una dependencia Idgaica con la escala (esto ya ha sido discutido en [15]

en relacdn con la regularizabn ¢). Si la diferencia entre los resultados arrojados
por ambas regularizaciones consiste@minos renormalizables, $eposible dar una
interpretaddn fisica a los resultados, eliminando al mismo tiempo la dependencia con
e

Hay que sBalar que todos estos resultados siguen sieatidos en el caso de una
variedadM sin borde. En este caso, las condiciones de borde se reducen al requerim-
iento de que el operadd@? sea autoadjunto, con umsbolo principal definido positivo.

Los coeficientes,; sblo incluyen contribuciones de volumen, las cuales se anulan para
j impar [5, 6].

2.3 Ejemplos de aplicaddn

Como un ejemplo simple, y para mostrar el acuerdo de los resultados con las con-
clusiones de la sedmh anterior, vamos ahora a estudiar en primer lugar la enegy
Casimir para un campo escalar en una dagaimensional. Este problema ha sido am-
pliamente estudiado en [3], donde se hizo uso de la regulasizdainensional, la cual
es totalmente equivalente en este caso a la regularizgciEstudiaremos los casos
d=1lyd=2.

20



2.3 EJEMPLOS DE APLICACI ON 21

Ya que el campo es escalar, satisface la eémaaée Klein Gordon
(02 +m?) p(z) =0 (2.24)

adentro de una cajadimensional de lados finitos de longitlid, Lo, ..., Ly (d > 1).
Sobre cada direcsn espacial impondremos condiciones pditas de contorno (esto
es equivalente a tener una variedad sin borde)

ot L)=p(t0) ,i=1,....d. (2.25)

Luego de aplicar separa@ci de variables dcilmente se obtiene que los modos del
campo estn dados por la fa cuadrada de los autovalores del operador Laplaciano
d-dimensional Dpe,).

2 2
Wnyi..ng = lmQ + ( Lll )

(En el caso sin masa, el modq = ... = ngy = 0 debe ser excldo, ya que no
contribuye a la enefg de Casimir).
Usando labrmula de invergin de Jacobi, se obtiene una exténsneromorfa para

r'(s)¢ (S, le?). La misma et dada pof3]

()5 %) = | () ()

2(%)55d i i /l<”1§1”>2+...+<”d§d“)21 .

ni=—00 ng=—00

1
2 2\ 2
Ka. |2m ((T“ZLI) +o+ (ndQLd> ) : (2.27)

dond¢€’ indica que el&rmino con todos los; = 0 debe ser omitido.

El Gltimo término en (2.27) es ariito en todo el plana, y el primero tiene polos
ens=d—2k (k=0,1,...).

Comparando con (2.9) se ve entonces que en esteagaso0 para;j impar, esto
resulta consistente con el comentario realizado al final de la subsguaivia. Con
respecto asy, es facil ver que ellos ean dados por

0 911/2
+( ”d”)]  n,...ng € Z. (2.26)
Lq

k d
Aol = (=1) (1) Ly La m* [ k=0,1,.... (2.28)
k! 2 T

A este nivel, ciertas conclusiones generales pueden serdadmpartir de nuestros
resultados previos:

- Si el espacio es de dimebsi par, entonces,;; = 0; la energa de Casimir
calculada a partir de regularizaoi( sei finita, mientras que la regularizaaoi expo-
nencial mostrax polos. El resultadoia funcbn ¢ - coincidira entonces con la parte
finita minima de la eneiig Via cutoff exponencial.

4
2
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22 ENERGIAS DE CASIMIR - M ETODOS DE REGULARIZACI ON

- Por otro lado, sil es impar,aq.1 # 0. En este caso, ambas regularizaciones
presentan divergencias. Estas se presedmiaromo polos er = —1 en la versbn
regularizada a g, y una singularidad logémica tanto como polos en la exponencial.
Las partes finitas mimas diferian por (2.23). Sin embargo, ya que lésrhinos di-
vergentes son proporcionales al volumen de la caja, ellos pueden serisiolssinadi-

ante alguna prescrigim fisicamente significativaf — 0) [3, 17]. Esta

L1 N Ld — 0
misma prescrip@n deja resultados finitos, coincidentes e independientes de la escala
1. Eso mismo se obtiene con una "renormalipatitipo Casimir [1], que equivale a
considerar la contribuén de los modos externos; ya qug contiene, en este ejem-
plo, lo contribuciones de volumeastas se cancelar al adicionar modos externos,
como se mosfren [18]. Es en este sentido como se debe entender la equivalencia entre
ambas regularizaciones en este ejemplo particular.

Es importante notar que, ya que todosdgsj # 0) son proporcionales a poten-
cias positivas de la masa, el caso sin masa es particular: en este caso fafledto
presenta un polo ers = d, y la enerda de Casimir regularizada adaresultaa finita
en cualquier dimenéh, mientras que la regularizéci exponencial@o mostraa un
polo de ordenl + 1; ambas partes finitasimimas coincidian.

En el casal = 1, usando las ecuaciones (2.22) y (2.27), se obtiene la iandeg
Casimir mediante regularizai ¢ [3]

[e%e] 1—s s—1

1)y mxn 1 Ly? <m> r(:3)

EyY = —— E —-K L)+ — —_— . 2.29
¢ T —~ n 1 (nm ) 4ﬁ 1 %) L ( )

Como ya se disculi ésta resulta divergente en= —1.
Desarrollando eliltimo término alrededor de = —1, se obtiene

(1) m = 1 m?L 1 m 1
EY = 'NT 2k (amlL “m () 2) . @
¢ 2y (vmD) + s+1]._, \a2u) 2 (2.30)

w1l 5 () () H
Ber =5 ( 2 ( ) )JH- (2.31)

n—=—oo

Esta serie puede ser evaluada usandératla de suma de Poisson (como se detalla
en el Agendice A) y, calculando luego su derivada, se obtiene

B =-23

n=1

”ZL (m (t) — In (;Z) +

22
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La comparadin de los coeficientes (tanto de las partes divergentes como de las fini-
tas) en las ecuaciones (2.30) y (2.32) muestra un total acuerdo con nuestros resultados

en la secdn anterior. Una vez que se impone la prescéipdi”)  — 0 se ob-
L — o0

tiene, mediante ambos esquemas de regulatimael siguiente resultaddsicamente

significativo para la enetg de Casimir

0
m
C’as - ; 2_:

La misma resulta ser finita, y decae exponencialmentercgnl.. Tanto partes diver-
gentes como finitas proporcionaleg dan sido substitdas mediante la aplicam de

la prescripadbn dada anteriormente, lo cual es equivalente a adicionar una constante a
la densidad de endia

(nmlL) (2.33)

3\>—‘

Analizamos ahora el cagb= 2; nuevamente, a partir de (2.22) y (2.27), se obtiene,
para la enefig de Casimir regularizada add3],

%S 00 2
(2) L1L2 ni1Ly noLo
s bl S ([l ()

NnNy=—0 Ng=—00

2 2
n1L1 nQLQ

sy (o () (2 ))+

1 LiLy (m)‘(”) F(SJ)J .

25 7 ] I (%) o

L1L2 = = / nlLl ? n2L2 ?
2377% n1;oo nzg;oo \/( 2 ) i 2 g
2 2
n1Lq naLo LyLym?

Mediante regularizabn exponencial, la enei@de Casimir estdada por

e

K

(M

0 o 2n w2 2ngm 2 m\2\ 2

@ _ _Hd —o () + () + ()

Eow = —5 YD e ( ‘ ) . (2.35)
nN1=—00 N2=—00 =0

Esta serie doble puede ser calculada haciendo uso repetido@enlad de suma de

Poisson (como se prueba en elékglice A). Luego de derivar, obtenemos

23
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ni=—00 Ng=—00

2 2
TL1L1 n2L2
sy (o () (2 ))_
L1L2m3 L1L2M3
127 273 |,

L1L2 > n1Lq naLy\*
Eé)%p_ % Z Z \/< ) +< 9 > ) X

(2.36)

Como se adelant la regularizad@n ¢ da un resultado finito, que coincide con la
parte finita ninima en la regularizadh exponencial. Estaltima presenta un polo sim-

ple de ordenl+ 1 = 3, cuyo coeficiente coincide cdh(3) veces el residuo dEég) en

s = 2. Luego de aplicar la prescrigsi £(2) — 0 se elimina la divergencia
L1L2 — OO
y una parte finita proporcional al volumen. La eriarde Casimir es entonces

3

2

(2) nlLl n2L2 2
EC(LS: 237('2 Z Z ( > +( 2 ) X

ny=—00 N2=—00

K, 2m\/("1;1>2 n <"22LQ)2) : (2.37)

la cual, como en el casd = 1, decae exponencialmente con el volumen de la caja y
con la masa.

Un caso interesante [19, 20, 21], es el de un campo escalar sin masa en una esfera
d-dimensional, bajo condiciones de borde Dirichlet.

En este caso, los modos propios del camparestlacionados con lasicas,q s,
de las funciones de Bessel mediante [19, 20]

s

(wl,s)2 = ( R )2. (2.38)
Siaq+1 denota el residuo de lga( s ) ens = —1, es claro que
1
agr1 ~ B (2.39)

Esta dependencia puede ser verificada considerando evaluaciorietaexge los
coeficientes del heat-kernel para este caso [19, 20, 22].

24



2.3 EJEMPLOS DE APLICACI ON 25

Entonces, la energ de Casimir calculadaia funcbn ¢, tendé una parte diver-
gente proporcional &~'. La regularizadn exponencial presentauna divergen-
cia logaitmica, tamb&n dependiendo d&~!, tanto como polos de orddn+ 1 =
2,3,...,d + 1, proporcionales ét%

Al ser las singularidades en forma de polo proporcionales a potencias positivas
de R, una prescripdin fisica (que se base en pedir que la efees mantenga finita
cuando el volumen va a infinito), las descaataPero la misma prescrifici no elimi-
nai la singularidad logémica en la regularizaén exponencial (0, equivalentemente,
el polo en la fundn ¢). Mas din, queda& una dependencia con la escala, dando lugar
a un ermino proporcional a}iln(uR)(como se discudi en el cas@ = 3 en [15]).

Como se menciamantes, otra posibilidad es sumar la contribuaile los modos
externos, y substraer la enagle Casimir de todo el espacio. En ese caso, las contribu-
ciones de volumen a las; se cancelan, mientras que las contribuciones de superficie
b;,a losa; satisfacen (ver, por ejemplo [18])

b;j(—OM) = (—1)71b;(OM). (2.40)

Dado que el borde de la régi exterior es el de la re@n interior con orientadin
invertida, esto muestra que las contribuciones debidasta lgssblo se cancelan para
d impar. La ener@ de Casimir regularizada con fubni( resultaé divergente en
cualquier dimengin par, esto parece estar relacionado con el resultado encontrado
en [23]. En lo que respecta a la regularitacexponencial, apare@r divergencias
logaftmicas para dimengh par e, independientemente de la diméensglo se elim-
inaran las divergencias en forma de polos proporcionales a los coeficientes de Seeley
de orden par.

25
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CHAPTER 3

Campos de Dirac en presencia de
una cuerda de flujo

3.1 Generalidades sobre extensiones autoadjuntas de op-
eradores diferenciales

En Mednica Ciéntica o Teda Cuantica de Campos, razonamientasdos con-
ducen a una exprdsi formal para el Hamiltoniano de un sistema, el cual es usual-
mente un operador diferencial parcial sobre un espacio apropiatite funciones de
cuadrado integrable), pero cuyo dominio ndaesstpecificado.

Generalmente eaéil determinar un dominio sobre el cual el Hamiltoniano de un
sistema est bien definido y resulta un operador &itmico H. Sin embargo, la her-
miticidad de un operador no asegura que el mismo sea autoadjuidto, gsselltimo
tipo de operadores pueden dar laatirica correcta de un sistemaaniico mediante su
exponenciadin para construir el operador evolai

Surge asel problema de determinar la existencia de extensiones autoadjuntas de
operadores sigtricos. En el caso de haber varias extensiones, las mismas son distin-
guidas por lafkica del sistema en consider@ti La respuesta a alies la correcta
extensbn autoadjunta del Hamiltoniano no surge entonces de la Mdieasino de la
Fisica.

Por claridad y autoconsistencia, resumiremos brevemente algunas definiciones y
teoremas que san de gran utilidad para el desarrollo de las secciones siguientes [24,
25].

Definicion
SeaT un operador lineal densamente definido sobre un espacio de Hilbese

define el operaddf’ (adjunto deT) tal que su dominid)(T'") es el conjunto de las
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28 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

p e H para las cuales hay upe 3 con
(T, ) = (¥,n)  VyeD(T)
Para cada ¢ D(T"), se definel'" ¢ = 1.
Definicion
Un operadofl’ densamente definido sobre un espacio de Hilbert se di&rstm(o

hernitico) siD(T) c D(TT)yadendsT ¢ =TT ¢ Ve D(T). Equivalentemente,
T es singtrico sii

(To,) = (0, TY)  V,9eD(T)

Definicion
T es autoadjunto &' = T'f, es decirsii T es sinétrico y aderasD(T) = D(TT).

Criterio basico para operadores autoadjuntos

Teorema

SeaT un operador sifetrico sobre un espacio de Hilbért. Las siguientes tres
afirmaciones son equivalentes

a)T es autoadjunto

b) T' es cerrado Y<er(TT + i) = {0}

C) Ran(T i) =X

Ya que las dimensiones de loBakeos de + T'T tienen un papel tan importante, es
conveniente asignarles nombres.
Definicion
Seal un operador sii@trico, definimos
K, = Ker(i—1TT)
K_=Ker(i+1T")
K+, X_ son llamados subespacios de deficiencialde Los rimerosn, (T') =

dim(X1),n_(T) = dim(X_), son llamado$ndices de deficiencia dE.

Para construir las extensiones autoadjuntas de un operadatrisorusaremos la
teoria de espacios de deficiencia de Von Neumann.

Teorema
Seal un operador cerrado sitrico. Las extensiones sétricasly deT estn en
correspondencia uno a uno con el conjunto de isdaeeparciales d&, enX_.
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3.1 EFECTO AHARONOV-BOHM PARA ... 29

Si U es esa isomét con espacio inicial (U) C X, entonces la correspondiente
extensbn cerrada sit@tricaZy; tiene dominio

D(Ty) ={¢+ ¢+ +U(py) ,peD(T), pyel(U)}

Ty (e + ot +U(p1)) =T + 1o — WUy
Sidim(I(U)) < oo, losindices de deficiencia d&; son

ni(Ty) = na(T) — dim(I1(U))

Corolario

SeaT un operador cerrado sétrico conindices de deficiencia, y n_. T posee
extensiones autoadjuntas n, = n_. Hay una correspondencia uno a uno entre
extensiones autoadjuntas’fley mapeos unitarios d&, enX_.

3.2 Efecto Aharonov-Bohm para campos de Dirac sin
masa

En 1959, Y. Aharonov y D. Bohm hicieron notar [26] quinaun potencial vector
localmente trivial puede dar lugar a efectos observables en una tegpalogrivial.

En estos sistemas, la presencia de un tubo de flujo etiggninfinitamente delgado
altera el espectro y modifica la enexgle va@ dando lugar a una clase de efecto
Casimir. Desde entonces se ha reconocido la importancia de campos de background
del tipo de Aharonov-Bohm, tanto eisica de paftulas como en problemas de materia
condensada (modelos 2+1-dimensionales en superconductividad).

Mas recientemente, se ha prestado atenaila inclusbn del spin, principalmente
en relacbn con la interacd@in de cuerdasGsmicas con la materia [27, 28, 29, 30, 31].

En este cajpulo trataremos el problema 2+1-dimensional de un campo de Dirac en
presencia de una cuerda de flujo métigo. Debido a la simét del campo de back-
ground, el Hamiltoniano puede ser escrito en una forma diagonal en bloques, teniendo
ad dos problemas de 2x2.

En este contexto, despside desarrollar las autofunciones en una base angular con-
veniente, se recondtia necesidad de considerar extensiones autoadjuntas del Hamil-
toniano radial de Dirac [32, 33]. En [33], el autor mastue existe una familia de un
patametro de condiciones de contorno en el origen, lo cual es equivalente a establecer
una reladbn entre las componentes del spinor, y no imponer la finitud samedt de
ambas componentes (A a$, en [34] se mosér que $lo dos valores del pametro de
extensbn corresponden a la presencia de un campo atagntipo delta de Dirac en el
origen.

En las referencias [27, 30, 31], una de estas posibles condiciones de contorno fue
obtenida, partiendo de un modelo en el cual se impone la continuidad de ambas com-
ponentes del spinor de Dirac a un radio finito y dé&spse toma elimite del radio
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30 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

yendo a cero. Sin embargo, cuando este tipo de candde contorno es impuesta en
el origen, se pierde la invarianza bajo traslaciones enteras del flujgtiagreducido
[27, 35, 36, 37, 38].

En la siguiente secth adoptaremos el punto de vista de que el origen es un punto
excluido. El plano corresponde a un plano pinchado, que tiene la tépaliegun
cilindro, y por lo tanto, la teda es invariante frente a traslaciones enteras del flujo
magretico reducido. Con este dsfu, impondremos sobre el campo de Dirac, y a
un radio finito, condiciones de contorno espectrales del tipo de las de Atiyah- Patodi-
Singer (APS) [39, 40, 41, 42], tomadas como en las referencias [43, 44]. Haremos
luego tender este radio a cero, y mostraremos que se obtiemesasxtengin autoad-
junta que respeta la mencionada invarianza.

Finalmente, confinaremos al sistema adentro deirgulo pinchado de radio R,
imponiendo all al campo condiciones de contorno complementarias a las satisfechas
en la posiobn del tubo de flujo, y analizaremos los efectos de polaizedel vato.

Estudiamos entonces la ecu@atide Dirac para un campo sin masa en un espacio-
tiempo de Minkowski.

(i p— AT =0 (3.1)
bajo la presencia de un tubo de flujo localizado en el origen,

—

H=VAA= gé(r)éz (3.2)

dondex = % es el flujo reducido, y r es la variable radial en el plano perpendicular al
campo.

Supondremos que los fermionesastonfinados a dicho plano, de modo que:
¥(r, 0) (es independiente de z).

Tomando p

A9 ) (33)
r

y con la elecdn para las matrices de Dirac

o (o3 0 1_ [ ioa O
/y_<0 0'3) /y_<0 i02>

2 71‘0’1 0 3 _ O 7:0'1
7‘( 0 m) 7_(1'01 0)’ 34
es facil ver que el Hamiltoniano resulta diagonal en bloques
_(Hx O
a-(% ). 69

donde los bloques de 2x2 astdados por

0 ieT (0, + B) )

Hy = ( _iei (_9, + B) 0 (3.6)
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3.2 EFECTO AHARONOV-BOHM PARA ... 31

con ,
B=—10y— 2. 3.7)
T T

Estas dos “polarizaciones”, que nosotros denotaremos pot-1, corresponden a
las dos elecciones no equivalentes de las matrices gamma de 2x2 [31].

De ahora en i&s, trabajaremos con= 1 (el casos = —1 puede ser estudiado en
una forma similar, y siempre que sea necesario setederencia extita aél).

Para este caso, podemos escribir:

T ) )
mo= (7 ) en L—-ie"Co 4B Ii—ic0.4B).

L 0
(3.8)
y sus autofunciones:
_ [ eE(r0) : . Lorp=FExg
Vg = ( i (r,0) ) satisfacen : Livg = Bop - (3.9

Proponiendapr = > or _on (r)e'™?, xg = >0 xa (r)e'™?, resulta el
Hamiltoniano radial

_ 0 i(0, + nEL=r)
H, = ( i, + 28y 0 ) (3.10)

Es facil ver que las soluciones de la ecuarc(3.9) son de la forma

‘l’ (’I" 9) _ 27010:—00 (A'n Jn*f{ (|E|T) + Bn JN*” (‘E|T)) ein@
B Zﬁ”}m _i% (An Jnt1-r (lE‘T) = By Ji—n-1 (|E|7")) ei(nt1)o

(3.11)
(Por supuesto, para entero, se debe tomar una combidacde funciones de
Bessel y de Neumann).
Paras = —1, se intercambian las componentes superior e inferidr gdey adenas
F— —F.

Es facil ver ahora, a partir de la ecuani(3.11), que el Hamiltoniano radial de
Dirac en el background de un campo de gauge de Aharonov-Bohm requiere una ex-
tensbn autoadjunta en el subespacigtico n = k [27, 32, 33] (el requerimiento de
que U sea de cuadrado integrable anula el coeficidsiteen (3.11) paran > k;
en forma similar, se anula el coeficiente, paran < k; sin embargo, para = k
ambos érminos en (3.11) son de cuadrado integrable aunque con alguna componente
divergente en el origen, y uno tiene una combioadale los mismos). De hecho, im-
poner la regularidad de ambas componentes del campo de Dirac en el origen es un
requerimiento demasiado fuerte, excepto para flujo entero. Si se impone regularidad,
el resultado es que el dominio del operadbr es mayor que el d& y, por lo tanto,
éste no resulta autoadjunto.

Se debe aplicar entonces la @ode Von Neumann de Idadices de deficiencia
(brevemente contada en la séxtianterior)[25]. Para ello se buscan los subespacios
de deficiencia del Hamiltoniano radial dado en la ecvra¢8.10).
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32 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

H actia sobre funciones de cuadrado integrable sobre la semirrecta con medida
rdr.

Fuera del subespacioitico se encuentra que no existe sofucide cuadrado in-
tegrable de la ecuam Hvyy = +iMi. (dondeM es un paametro de masa no
nulo que fue introducido por razones dimensionales); eséodesacuerdo con nuestra
vision del problema resumida anteriormente. Por el contrario, en el subesptica cr
K_,(Mr) >

los espacios de deficiencid. estin generados por los vectorgs
p + g p é $-[('170[(]\4r)

I_o(Mr)
Il—a(]\/[T)
semirrecta, por lo que no es admitido en el dominio de la eXdarsietrica deH ).
Por lo tanto, lodndices de deficiencia del problema san=n_ = 1.

La extensbn sinétricaHY de H,. tiene como dominio

(debe notarse que el spinér no es de cuadrado integrable sobre toda la

D(HY) =

K*CM(MT‘) w K*Oé(MT)
{1/1+5 ( — Ko (Mr) ) + Be ( Kio(Mr) ) YveD(H,), BeC,weR
(3.12)
Para caday, HY resulta un operador s#trico y autoadjunto

(HETp,0) — (0, HE ) =0 Y, ¢eD(H) = D(HZT)  (3.13)

Las condiciones de contorno permitidas en el origen se obtienen de pedir la anu-
lacion de

iT¢T(T) o1 ¢(r)]r=0 )
que corresponde atmino integrado por partes en (3.13), y donde se esgfibe=

( g((g ) y paray se usa la forma de las funcionesPQHY) (ecuacbn (3.12)).
Este procedimiento conduce a la familia de urapaetro de condiciones de con-
torno permitidas, que estaracterizada por [33]

v . o . — S
i }13%) (Mr)"* g(r) sin (Z + 2) = }13(1) (Mr)™" f(r) cos (Z + 2) . (3.14)
dondev varfa entre—1y 0 (v = —a paras = 1; v = o — 1 paras = —1).
Agui, © parametriza las extensiones autoadjuntas admisiblesh yedationado con el
paiametrow en la ecuadin (3.12) mediantean(Z + £) = F(F&()X) 22a-1 tan(l_ﬂ).
2

3.3 Condiciones APS y extensiones autoadjuntas [45,
46]
Como ya se adelant qué condicon de contorno se debe imponer en el origen,
depende de la situdm fisica en estudio.

Una posibilidad es tomar un tubo de flujo de radio finito, pedir la continuidad de
ambas componentes del campo de Dirac a radio finito, y ésspacer tender este
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3.3 CONDICIONES APS Y EXTENSIONES AUTOADJUNTAS 33

radio a cero [27, 30, 31]. De esta forma se obtiene una de las posibles extensiones
autoadjuntas, que correspond® a= Zsgn (k).

Como ya se recafcen [27, 35, 37], este tipo de procedimiento conduce a una
condicbn de contorno que rompe la invarianza frente a s + n (ne Z). Ahora
bien, esta simei@ es por supuesto singular cuando se considera todo el plano, pero no
lo es cuando el origen es removido o, equivalentemente, el plano tiene la fiapidéog
un cilindro.

Para preservar esta simair proponemos excluir el origen, imponiendo condi-
ciones de contorno del tipo de Atiyah-Patodi-Singer [39, 40, 41], definidas como en
[43], a un radio finitory y haciendo luego tendef, — 0. Este tipo de condiciones
de contorno no locales fue originalmente introducido por los mencionados autores en
relacbn con el teorma déhdice en variedades con borde, del cual se realiza una breve
presentadin en el A@ndice B.

Al solo efecto de discutir las condiciones de contorno APS enrq, introducimos

[43, 44]
1 [ eiSpp(r0)
Up=— . ’ 3.15
v ( ¢'% X1 (r,0) (319
y
Li=-0.+B Li=8,+B (3.16)
de tal forma que
eig e_ig
L= —iﬁLlei%\/?« Lt =3 NG Liemis/r (3.17)
con
Lipie =iEX1E
. . 3.18
Lixie = —iBpip (318)
Expandimosp; g Y x1 £ €n €rminos de autofunciones de B
Be, = M\en . (3.19)

Una vez que se impone la condinide quepr y x g €en la ecuadn (3.9) sean mono-
valuadas eld, estas,, son de la forma:

1l_
en = ei(nt3)o , con An (1) = il Bl , nez. (3.20)
T

Tenemos entonces

o1p (r,0) =300 fa(r) i(nt1)0
xie (1,0) =>2" gn(r) RICE (3.21)

Reemplazando en (3.18) obtenemos, paro entero £ = k + «, conk la parte
entera dex y « su parte fraccionaria)
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34 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

018 (1, 0) = VT30 (An T (IE|F) + Bu T (|E|r)) /(730
xim (r,0) = =i B /m S0 (An T ([EIR) = B Janoa (|Blr) el(72)?
(3.22)
Paratratar las condiciones APSies: rq, consideramos el desarrollo en la ecoaci
(3.21), e imponemos:

paras = 1.

Como es bien sabido, imponer este tipo de copdicie contorno es equivalente a
remover el borde, pémdole un tubo semi-infinito en esta poéiti y extendiendo la
ecuacbn de Dirac por una exterisi constante del campo de gauge, mientras se impone
que los modos cero sean de cuadrado integrable [44, 47] (excepth, para, en cuyo
caso permanece un modo cero constante, con una componente inferior no nula).

Yendo entonces a la ecuéni(3.22) tenemos, desgside usar el comportamiento
dominante de las funciones de Bessel para pgéagiargumentos:

ﬁwrg(k+a_7”) n—k—kl—ag()
Bn 2 . (3.24)
n Tg(n—i-l—k—(x) n—k+ 5 —a>0

Ap
Analizamos ahora dos situaciones diferentes:
Sia > %
Ay,
o —ro—0 0 para n <k
B! (3.25)
A——mo_‘oo para n>k+1
y las autofunciones en la ecuani(3.11) son de la forma:
k- .
Jitra—n (|Elr) e
\ 0) = B )
" (T7 ) n;oo " ( i%‘]k-‘ra—n—l (‘E|’I") ez(n+1)0 *
- Jnfkfoc (|E‘T) ein@
A, . . 3.26
n;-l ( _i%JnJrlfkfa (|E|7") ez(n+1)0 ( )
Sia < %
Ap
B—HTO_,OO para n<k-—1
B! (3.27)
1 —ro—0 0 para n >k

k—1 in6
Jero—n (|F
\IJE(T79): E Bn( kE_“— (| ‘7’)6 )+

i T amno1 (|Blr) e 10
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3.3 CONDICIONES APS Y EXTENSIONES AUTOADJUNTAS 35

f:An ( Jn—k—a (|E‘T) ein@ ) ) (328)
n==k

—i Ty pma (| BJr) D

Nuestro procedimiento conduce a una extemsiutoadjunta que satisface la congiici
de nminimairregularidad (las funciones radiales divergen en 0 alo sumo come 7,
conp < %). La misma corresponde a los valores debpaetro® :

(3.29)

-z araq >
@:{ 5 parma>
3 paraa <

INIEE NI

© = £7 son los dodinicos valores posibles del @anetro que corresponden a
tener un campo magtico delta de Dirac en el origen [34].

Mas din, esta exten8n es compatible con la periodicidad en De hecho, la
dependencia sobkepuede ser reducida a un factor de fase overall en las autofunciones.

En lo que respecta a conjugacide carga,
Vg — V" 5 Kk— —kK,

la misma es respetada por las autofunciones, exceptcnpafa%. Esto se debe a la
presencia ya comentada de un modo cero constante sobre el cilindro.
Debe notarse que, para la represediasi= —1 de matrices de Dirac dex 2

W) — ( €% 3 fret(nta)o ) (3.30)

"8 Y g,et(nt3)f

y las condiciones de contorno APS deben ser invertidas, para 0, respecto de la
ecuacbn (3.23), ya que el operadBrcambia a—B.

Para)\, = 0 tomaremos la componente inferior igual a cerorgnesto, como
mostraremos mas adelante, permite que la conjagadé carga sea una sinmiatdel
modelo completo. De esta forma tomamos

fn(ro) =0 para A, (rg) >0
gn(ro) =0 para A (ro) <0 (3:31)
paras = —1.
En este caso, la extelsi resultante corresponde a
s 1
-] 2 paaazgy (3.32)
-5 paraa < 5

Este es un ejemplo de una aplidgatifisica de las condiciones APS, las que son
generalmente elegidasle debido a su inté&s materatico. Todas las conclusiones
respecto al comportamiento en el origen siguen siendo ciertas para campos de Dirac
masivos. El procedimiento de imponer condiciones de contorno a radio finito, luego
llevado a cero, fue considerado para campos masivos en [48], donde se examinaron
ciertos rumeros de vdo.
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36 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

Debe mencionarse que, pata= k entero, nuestro procedimiento conduce al re-
guerimiento de regularidad de ambas componentes en el origen (tantopdreomo
paras = —1). En este caso

- |E‘ ) in6
E A, . 3.33
( \E\ Jn+1 . (|E| ) i(n+1)0 ( )

n=—oo

3.4 Efectos de polarizadn de vado en una regbn aco-
tada

Confinamos ahora al campo de Dirac adentro de unamegiotada, introduciendo
un borde en- = R. Estudiamos entonces el efecto combinado de la presencia de un
campo de background y la existencia de bordes, que imponen condiciones de contorno
al sistema. Sobre el borde exterior exigiremos que el campo satisfaga condiciones tipo
APS, complementarias a las consideradas enr.

Paras = 1, estas condiciones son

fo(R)=0  for A (R)>0

g (R) =0 for A, (R)<0 (3:34)
Vamos a estudiar primero los modos cero de laiggor
By A p—k—agi(n+3)o
— n=—oo *° N
Yo (T’ 0) - ei% Z;’LO:_OO BnrkJrafnflei(nJr%)O ! (335)
Las condiciones en = ry implican
A,=0 ,  para n<k+a-—1
B,=0 , para n>k+a-— % ’ (3.36)
mientras que las condiciones de contornd®eimplican
A, =0 , para n>k+a—1i
B,=0 ,  para ngk—l—a—g ' (3.37)

Por lo tanto, ningn modo cero sobrevive con las condiciones de contorno tomadas,
aun cuando no se haga— 0. Esto esh en completo acuerdo con el teoremaiddice
[39, 40, 41], que se discute brevemente en etrgice B. De hecho, de acuerdo con
este teorema,
ny—n_=A+b(ro) +b(R) (3.38)

donden (n_) es el imero de soluciones de enexgero de quiralidad positiva (neg-
ativa), A es la anoméah, o contribuddn del volumen, b son las contribuciones de
superficie que vienen de los bordes [42, 43]:

(n(ro) = hry) (3.39)

N =

b(R) = & (h—n(R))  blro) =
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con
nr)y=>_ sgod, (1) [\ ()7 (3.40)
An (1)#£0 =0

la asimetia espectral del operador de boltley dondeh,. es la dimengin de su acleo.
En nuestro caso:

a—1 a>% l-a a>%

Se ve entonces que las contribuciones de borde se cancelan. Con respecto a la parte
de volumen, tamigén se anula para la configurasidel campo de gauge que tomamos;
esto nos deja, — n_ = 0, que resulta consistente con nuestréleis a partir de la
ecuacbn (3.37).

Se pueden estableceréitticas conclusiones con respectdralice para el caso
s = —1, ya que ambas contribuciones de borde se intercambian.

Estudiaremos ahora el espectro de ergergl mismo puede ser determinado im-
poniendo (para = 1) enr = R las condiciones de contorno (3.34) sobre las autofun-
ciones de la ecuadn (3.26) sic > 3, 0 sobre las autofunciones en (3.28)qask 1.

Al hacer esto, obtenemos:

Eny = it ’ ’ > - (3.42
N {i]n}a,l . on=-—1, 0o =1 00 paraa_2 ( )
y
4 In—ait n=0,...00 l=1...00 1
Eng = » ’ ’ <=, (343
! { 4l , n=0,...00 l=1...00 paraar =75 (3.43)

dondej,; es lal-ésima réz positiva deJj,,. Paras = —1 se obtiene el mismo espectro.
Para ambos valores dg el espectro de endmjresulta siratrico con respecto a

cero. Este hecho, junto con la ausencia de modos cero, resultan en un valor de ex-

pectacbn de va® nulo para el itmero fermbdnico [49] :

1
<N >, = —§(n+—n_):O. (3.44)

Por las mismas razones N >_= 0; por lo tanto, el amero fermdnico total de
la teoiia es nulo.

Es interesante notar que el origen contribuyelaharo fermdnico con (este tema
esh discutido en [48])

:F% (a—1) o> %
< N >’l‘0,ﬁ:: :I:% o = ? (345)
Fsa a < 5
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38 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

que coincide, para cada valor decon el resultado presentado en [35, 37], donde
signos opuestos de la masa corresponden a nuestros signos opuestosdpto para

o = 3. Estelltimo hecho est asociado con la falta de invarianza de conjugyacie
carga en cada subespacio. Aufi & suma de ambas contribuciones se cancela para
todoa.

Evaluaremos ahora la en&igle Casimir. De acuerdo a lo expuesto en eltoép
anterior, y usando el &iodo de suma de modos, la mismadstmalmente dada por

EC = *% (Z En,l - Z En,l) - - <Z En,l) ) (346)

E>0 E<O E>0

donde se ha usado la simatdel espectro de enéagdel problema. Por supuesto, un
método de regularizagn debe ser usado para dar sentido a esta suma divergente. Para
ello usaremos laécnica de regulariza@n de la funabn ¢.

Eo=—p ), (EZ)J : (3.47)

E>0 K p—

donde el paametrou fue introducido por razones dimensionales.
En este punto, etil introducir las llamadas zeta parciales, ya definidas en las
referencias [50, 51, 52]:

AOED P I (3.48)

=1

Para el problema que estamos analizando, y usando las ecuaciones (3.42), (3.43),
(3.47)y (3.48), tenemos

Eo = =2u (RR)*) (0 (2) , (3.49)

con

N[ o[

n=-—oo C‘n—(y‘ +<_(, para « < (350)

> 6= { %;:—oo Cn—al + Ca—1 para >

Debe notarse que, como consecuencia de las propiedades de invarianza de las
condiciones de contorno, la enegle Casimir resulta péxdlica erx e invariante frente
aa — 1 — «, tanto como continua a valores enteros:«de

Para cualquier valor de, es la suma de la enédegcorrespondiente a un campo
escalar en presencia de una cuerda de flujo y sujeta a condiciones de contorno Dirichlet
(estudiada en la referencia [50]) asmuna zeta parcial que viene, parfraccionario,
de la presencia de una autofuitique es singular en el origen o, parantero, de la
duplicacbn de.J;.

Ambas contribuciones pueden ser estudiadas siguiendoétixios empleados en
[50, 51, 52].
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3.4 EFECTOS DE POLARIZACI ON DE VACIOEN ... 39

La contribucon del campo escalar presenta un polozea —1, con un residuo
independiente de. En este caso es posible, por lo tanto, definir una éaeyCasimir
renormalizada como

Egen = Ec (a) - EC (0) . (351)

Esta cantidad puede ser obtenida mediaateutos nunéricos (el procedimiento
es icentico al dado en [50]).

Volviendo al campo de Dirac, la zeta parcial que aparece en las ecuaciones (3.49)
y (3.50) nuevamente puede ser evaluada siguiendo ésdus de [50]. Sin embargo,
en este caso, hay un polo presente, cuyo residuo depende de

G (2)],oy=FP+ L (1-4?)

. .52
8 z-l—lJz_l (352)

Este residuo@o se anula para = +3 (o« = 1).

La parte finita de la energ de Casimir edtgraficada en la figura (3.4) como una
funcibn dea parapR = 1. Por supuesto, no se le puede asignar iningignificado
absoluto, debido a la presencia del polo y a la subsecuente necesidad de introducir
contraérminos dependientes de

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

a
Figure 3.1: Parte finita de la enéagle Casimir adimensionalizada.
Aln a$, debe notarse que, al contrario del tratamiento en el origen, las condiciones
APS fueron impuestas en el borde exterior por razones puramente formales (poder

verificar el teorema déhdice). Sin embargo, delian considerarse condicionesam
realistas, por ejemplo las de la bolsa de MIT. Esté s¢pbjeto del siguiente c#plo.
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CHAPTER 4

Fermiones masivos bajo
condiciones MIT en un
background de Aharonov-Bohm

[53]

4.1 Generalidades

Como es bien sabido (y fue mencionado en elitcég anterior), la presencia de
campos de background modifica el espectro de éagrgor lo tanto, da lugar a una
enerda de va® no trivial, o efecto Casimir [1, 2]. Por otro lado, la eriarde Casimir
es alterada por la presencia de bordes, y la subsecuente imdpadiccondiciones de
contorno sobre los camposanticos. En particular, para campos de Dirac, se han
estudiado muchos ejemplos de ambas situaciones [54, 11, 45, 55].

Por ejemplo, en [50], se estidk| efecto combinado de un flom magrético chsico
y condiciones de contorno MIT sobre la erierge va de un campo de Dirac sin
masa en un espacio 2+1-dimensional.i Ale considerada una de las posibles exten-
siones autoadjuntas del Hamiltoniano radial.

En el cafitulo anterior halamos estudiado, para una particular extemsiutoad-
junta, la energa de Casimir de fermiones sin masa, sometidos a condiciones APS en
la frontera exterior delicculo. En este cdpulo consideraremos el cascamrealista
de fermiones masivos sometidos a condiciones MIT. Estas condiciones son és inter
por su aplica@n a modelos efectivos de confinamiento. En efecto, tales condiciones
eliminan el flujo de corriente a trég de la frontera [56].

Es importante mencionar que, a pesar de lo que generalmente se cree (0 espera),
en el caso de bordes curvos, la presencia de la masa no tiene un efecto exponencial-
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42 FERMIONES MASIVOS BAJO CONDICIONES ...

mente pequo [57] como sucede en el caso de placas paralelas [2] (ver&araf@m-

plos en la Secéin 2.3). Por el contrario, en ciertas situaciones f@odin llevar a un
cambio de signo en la fuerza de Casimir y resulta no despreciable [57]. Veremos que
propiedades tales como existencia de Gnimo o continuidad de la endegde Casimir

como funcén del flujo dependen fuertemente de la masa.

Como se mostr en el caftulo anterior, el Hamiltoniano radial de Dirac en pres-
encia del campo de background de una cuerda &tagn posee una familia de exten-
siones autoadjuntas en el origen; diferentes extensiones son manifestaciones de difer-
entes fsicas dentro delartice [33]. En particular, analizaremos dos posibles exten-
siones autoadjuntas, ambas compatibles con la presencia de un camjticoadgita
de Dirac en el origen [34]. Es bien sabido que ebpagtro que caracteriza la extedrsi
determina, junto con el flujo, el Hamiltoniano efectivo fuera dattice [33]. Como
consecuencia, las enéag de Casimir obtenidas para diferentes extensiones autoad-
juntas presentan comportamientos muy diferentes, remarcando unaéasepmellas
describen laikica no trivial dentro del tubo de flujo.

Estudiamos la ecuam de Dirac para una p&tila masiva confinada a un espacio
2 + 1-dimensional.

(i Pd—A—m)T =0 4.1)

en presencia de una cuerda de flujo localizada en el origen

—

H:ﬁAJ:f&m@, 4.2)

donder = ;= es el flujo reducido.
Como en el cajulo anterior, suponemos la cuerda de flujo radialmentétsioa;
por lo tanto, podemos elegir un gauge tal que el vector potencé&atasib por

Ag(r)y=——, para 1 >0. (4.3)

Consideraremos la representatuiral de las matrices gamma

7’ = p3 ® 03, 7' =ips ® o, v? = —ips @ o1, (4.4)

que, junto con
’73 =1p2 ®0p, (4.5)

dan unalgebra de Clifford cerrada.
Por lo tanto, la ecuaoh de autovalores para el Hamiltoniano de Dirac tiene la
forma

H, 0
< J H)WE_EWE, (4.6)

donde los bloques de 2x2 astdados por
[ Fm Lt
Hy = ( I 4m ) , 4.7)
y hemos introducidd. = —ie* (-9, + B), L' =ie™* (0, + B), B = —10p — =.
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4.1 GENERALIDADES 43

La solucbn general de la ecuani (4.6) puede ser escrita como una combibaci

de .
W (F). W= L) (4.8)

Hiyy = By . (4.9)

Luego de separar variables, y para- £+ a no entero{ es la parte entera del flujo
reducido, ya su parte fraccionaria), las autofunciones en la ecua@l.6) resultan

con

,r.)ei(n—i-l)e

2o —oo In (
S (AF Ju_y (kr) + B Je_p (kr)) ein?

n=—oo n

S i (Af Tngi—s (k) — B J oy (kr)) efn 18

— E—m n

I D (A Jor (k) + B Je_p (k7)) e

n=—oo

> _imim (A, Jnt1—n (kr) = By, Jo—n—1 (k1)) e!(nt1)0

n—=—oo n

, (4.10)

dondek = +/(E?% —m?).

(Por supuesto, para entero, se debe tomar una combidaciineal de funciones
Bessel y Neumann).

Como vimos en el cdfulo anterior, el Hamiltonianio radial de Dirac requiere una
extensbn autoadjunta en el subespacitiicon = ¢ [27, 32, 33]. Se debe, por lo tanto,
aplicar la teora de losindices de deficiencia de von Neumann [25], que conduce a una
familia a un paametro de condiciones permitidas en el origen [33], caracterizadas por
(ver ecuadn (3.14))

+ +
i lim (mr)' = gE(r) sin (Z + 62) = lim (mr)® fi(r) cos <Z + ®2> .
(4.11)
Aqui, ©F parametriza las extensiones autoadjunta&/deespectivamente.
En este caipulo consideraremos, pakano entero, dos comportamientos diferentes
en el origen. El primero, que denotaremos como comportamienta@lcasicterizado

por
Ch :{ B

Como se muestra en las referencias [45, 46], y se ha explicado enitelcan-
terior, esta es la exter@si que resulta cuando condiciones de contorno del tipo de
Atiyah-Patodi-Singer (APS) [39, 40, 41, 42, 43, 44] son impuestas a un radio finito,
gue es despas llevado a cero.

La segunda extertan autoadjunta que consideraremos, dei agumas denotada
por comportamiento Il, corresponde a

or={ -

paraa >

paraa < (4.12)

[T

INIEINE

parax > 0
parax < 0

INETVIE]

(4.13)
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44 FERMIONES MASIVOS BAJO CONDICIONES ...

En la referencia [30] se mostique esta exterdsn surge cuando se considera un
tubo de radio finito, se impone continuidad a las componentes del spinor en l&posici
del tubo, y luego se hace tender su radio a cero.

Fuera del subespacioitico, las autofunciones en la ecuati(4.10) esin deter-
minadas por el requerimiento de que las funciones sean de cuadrado integrable en el
origen, y, por lo tanto, son @hticas para los comportamientos | y Il. Ellasaestiadas
por
B Joya—n (kr)e™
i B Jora—n—1 (kr)emtDo
B*Jpra n (kr) e™?

B JZ+a n—1 (kT) in+1)6

YL (g g) = (4.14)

(& E+m

AJFJn — a(k’f’) inf
n>l+1 . —zE A Jni1—o— a(kr) i(n+1)0
\I/E (Ta 9) - A Jn ‘—a (k/”l") ind

ZE+m‘4 Jna1—t—q (kr) eln Do

En el subespacio ttico (n = ¢), la autofunobn para el comportamiento | éslada
por

(4.15)

BE . i) 9
i(44+1)0
Ul (r,0) = E By o (kr) paraa > 1, (4.16)
z Jo (kr) €' e 2
i By Ja—1 (kr) e’
y
A*J o (k) it
_ A+J k i(£4+1)6 1
U (r,0) = AZPLJ] m( kr)e L (kr)e paraa < 7. (4.17)
ZE+mA Ji_q (kr) e?e+1)0

Es facil ver que esta exterisi satisface la condioh de minima irregularidad (las
funciones radiales divergen cuangdo— 0 a lo sumo como-~?, conp < %); y es
compatible con la periodicidad e un requerimiento natural cuando el origen es un
punto excluido.

Cuando se impone el comportamiento Il en el origen, las autofunciones en el sube-
spacio cttico eséin dadas por la ecuaci (4.16) para: > 0, y por la ecuadin (4.17)
parax < 0.

Parax = ¢, tanto las condiciones APS como las de un tubo de flujo de radio finito
conducen, cuando se toma #hite singular, al requerimiento de regularidad de todas
las componentes en el origen. En este caso

A*Jn « (kr) e™m?

—i gt Al Tpg1 - (k) €11

ve(rno)= > | 4 EJnmﬁ (ke iy (kr)e : (4.18)
n=-o0 Ardne1— N(k?“) i(n+1)0

o0

—iEm E+m
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4.2 CALCULO DE LA ENERG IA DE CASIMIR 45

4.2 Calculo de la energa de Casimir

De ahora en t@&s, confinaremos al campo de Dirac dentro de una®negspacial
acotada, introduciendo un bordeer= R, e imponiendo allcondiciones de la bolsa
de MIT.

La ener@a de Casimir estformalmente dada por

Eo = —% (Z E,— > Ep> : (4.19)

E>m E<—m

dondep representa todos Idadices que aparecen en la ecéacle autovalores que
surge luego de imponer condiciones locales MIT. Al hacer esto, uno debe considerar
un operador de bordB que, con la representéci de las matrices de Dirac dada en la
ecuacbn (4.4), resulta tambn diagonal en bloques, y puede ser escrito como

. . B 0
pot-in=triett et = (g7 ). e
donden es el normal exterior, y
1 die ¥
By = < — 1 > . (4.21)

Consideramos primero el comportamiento | (I1) para 1/2 (x > 0). Entonces,
las ecuaciones de autovalores para la polaiG@esiperior (+) son

k

Jn+a(kR) - ml]n—l—&-a(kR) , = 1; -5 00, (422)
—k

Jn—a(kR) = o mJnH,a(kR) ,n=1,..,00, (4.23)

gue provienen de los subespacios ritiags, y

To(kB) = =g, A (BR) (4.24)

gue corresponde al subespacitico.
Las ecuaciones de autovalores para la polarireiciferior (—) son

—k
Jnta(kR) im Jn—1+a(kR) ,n s eer, 0O, (4.25)
Jn—a(kR) = LJ (kR) n=1,..00 (4.26)
n—a - E+m n+l—a ) T Ly ey ) .
para subespacios naticos, y
—k
Jo(kR) = Jao—1(kR), (4.27)

E+m
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46 FERMIONES MASIVOS BAJO CONDICIONES ...

para el subespacioitico.
Paraa < 1/2 (x < 0), las contribuciones provenientes de los subespacios no
criticos son las mismas, mientras que aquellas debidas & son

—k

F——ia(kR), (4.28)

J—a(kR) =

para la polarizaéin +, y

k

J—a(kR) = E+ Jl—a(kR)a (429)

m

para la polarizaéin —.

Es facil verificar que eneiigs positivas provenientes de una polariaactorre-
sponden a enefgs negativas que vienen de la otra. Por lo tanto, ambas polarizaciones
dan icenticas contribuciones a la engxgle Casimir en la ecuadi (4.19). Como con-
secuencia, la exprdsi formal para la energ de Casimir es

s
k

dondek denota las soluciones de

2m

J72z+a(kR> - J721—1+a(kR) - ?Jn-i-a(kR)Jn—l-ﬁ-a(k‘R) =0
paran =0, ..., 00, (4.31)
2
T2 kR) = J2 1o (kR) + =2 T a(kR)Jys1—a(kR) = 0
paran =1, ..., 00, (4.32)

cuandoe > 1/2 (k > 0) mientras que, para< 1/2 (k < 0), la ecuaddn (4.31) se
cumple parar = 1, ..., 00 y la ecuaddn (4.32) para = 0, ..., co.

Como es usual, un @étodo de regularizagn debe ser introducido para dar sentido
a la suma divergente en la ecu@ti4.30). Dentro del esquema de la regularizace
la funcion ¢ [4, 14] (para varias aplicaciones tarabise pueden ver [58, 59]),

1 ' . 1 ) k,2+m2 —s
k

donde el paametroM fue introducido por razones dimensionales.
A esta altura, eétil definir la funcbn zeta parcial

Guls) =2) (kpy+m?) ", (4.34)
=1
dondek,,; son las rices de
9 9 2m
Ja(kR) = Ji_y(kR) = == J,(kR) Ju -1 (kR) = 0. (4.35)
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4.2 CALCULO DE LA ENERG IA DE CASIMIR 47

Por lo tanto, luego de introducir = n + 3 y « = a — 1, se puede escribir la
enerda de Casimir para el comportamiento | en el origen, y para cualgquermo

Eé‘ = _%M liml Vs Z [<V+OL(S) + Cufa(s)] - C%ﬂa\(s) , (4.36)

s——3

V=35,5

mientras que para el comportamiento Il en el origea data por

EII = 7%]\/[ hml MQS Z [Cl/-‘roz(s) + CV—Q(S)] - C%—sgn(){)a(s)

§——1
£ 2 _13
V=35,5

(4.37)

Como se menciagnantes, es claro, a partir de la ecuac{4.36), que para el com-
potamiento tipo | la enefg de Casimir es independiente de la parte ertele flujo
reducido. De hecho, es invariante frentee &> —«a (@ — 1 — a). Por lo tanto, es
suficiente estudiarla pafa< o < % en cuyo caso se puede ignorar el valor absoluto
en ellltimo termino, y usaz (o) = EL(—a).

Similarmente, a partir de la ecuéai (4.37), para un comportamiento tipo Il en
el origen, la eneiig de Casimir resulta invariante frenteca— —«. Entonces basta
estudiar el case > 0, donde eliltimo término es nuevamentg _, (s) y se considera

1 1

—

Las energas de Casimir en las ecuaciones (4.36) y (4.37) contienen dos contribu-
ciones: el érmino dentro de los corchetes, queaestimado sobre, y el Gltimo
término, que es una furtm zeta parcial.

En ambos casos é&il introducir, como en las referencias [50, 51, 52], una repre-
sentaddn integral para la funbén zeta parcial:

sinws o, [ —s d ol
Cul(s) =2 - R* /Z dz [2* — 2°] e In [aj 2=V, (2)] (4.38)
donde 0
z
Fu(z) =TI (z) + I, () + — L@ (2), (4.39)

gue puede ser usada en los diver&mtnos de las ecuaciones (4.36) y (4.37). Aqu
hemos introducido la variable adimensionat mR.

Para identificar las divergencias y evaluar las partes finitas dédwsnos en las
ecuaciones (4.36) y (4.37) se debe realizar una contionaialtica as = —%. Un
método para hacer esto ha sido desarrollado en [60]. Para la parte de las funciones
zeta que involucra la suma sobreel método consiste en adicionar y sustraer varios
ordenes de la expai@si uniforme asiréitica de Debye de la ecuaci (4.39) de tal forma
de hacer tanto la suma como la integral en las ecuaciones (4.36), (4.37) y (4.38) bien
definidas en una franja creciente del plano compiej@ara la fundn zeta parcial, en
cambio, sef suficiente sustraer y suméarminos del desarrollo asittco para grandes
argumentos de las funciones de Bessel.

a7



48 FERMIONES MASIVOS BAJO CONDICIONES ...

Estudiamos primero logtminos sumados sobre Usando las relaciones de re-
currencia de las funciones de Bessel, se obtiene

d ot
T(pz,2) = —In [¢ 20D F, (@)] =

14+2z— (%)2 z+2d,(x) + L (H)2 zdi(m)

1] x
2 2 )
(8)" 2du(@) + 32 (£)” i)
(4.40)
donded,(z) = z-£ In1,(z). Esta expresin puede ser desarrollada en potencias de
%, mediante el uso de la expabside Debye de las funciones de Bessel, desple

tomar(£) = \/ﬁ conr la variable de los polinomios recursivog(r) [61].

SiDW)(u, x, 7, 2) es tal expanséin hasta el ordeglﬁ, la funcibn zeta parcial puede
ser escrita como

2<M) pY2 | 2 (pu)2 2 (p)\2 2
PS4 (B) + 5 (8) 2+ 5 (5) du@) +

p\w W

Culs) = Gils) + Gis) (4.41)

donde

HORE:

sin s

RQS/ dv [2* — zZ]_S [T(,u,,x,z) - DWW (u,x,T,z)} (4.42)
es la parte anglca de la fundbn zeta para = —%, mientras que
Cﬁ(s) = Qszs/ dr [2? — 22] 7 D™ (u, w7, 2) (4.43)
™ z

es la contribudn asinbtica.

Para hacer absolutamente convergentes la integral y la sumasaita ecuadn
(4.42) ens = —%, es necesario tomay > 2 [60]. ElegiremosN = 4 para mejorar
la convergencia de la suma détiinino andtico (4.42), de modo de ganar preoéisien
los resultados nuéricos.

Ahora bien, el &rmino entre corchetes en las ecuaciones (4.36) y (4.37) involu-
cra la combinadin ¢, (s) + (v—a(s). Para usar resultados previos [55], desarrol-
lamos en potencias q}e Introducimos la correspondiente combirtacide expansiones
asinbticas,

A(N)(z/,x,t, z) =

1
2 t2 -2
D) <V<l+a),x,t(1+a) {1+a(1+0‘)} ,z>+
v v v 2v

2 -3
(V) o _oy 2t o
o (o1t B ()] ) e
desarrollada hasta_l gl ordt;:;%i}. 'Er.1 Ia. expresfjn de arriba = \/ﬁ
Se puede escribir la expabsiasinbtica como
N
AN (v,a,t,2) = A+ Do+ YA, (4.45)

i=1
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donde

4t 2r t?
- Ay = = A; = byt ™. (4.46
v 1+t 214t Iﬂdxz (@:d) ( )

0

y los coeficientes; ;) estn calculados en el Amdice C.
Por lo tanto, el&rmino entre corchetes en las ecuaciones (4.36) y (4.37) puede ser
escrito como

oo

i MY [Gra(s) + Gumals)] =

T2 n=0

N—-1
Z(—%) + lim M2 (A_1(3)+A0(8) + Z Ai(8)> ; (4.47)

s——13%

donde

1 2 = [ 1
()i e
{T v+a,z,2)+T (v —a,z,2) — AWN) (V,:c,t,z)}, (4.48)

- > o0 J/ 7 _
A_4(s) = 92T p2sy E 1// dv [(va)? — 22" M, (4.49)
7.r z
n=0 v

X

sinms = [ —s 1 V1422 -1
Ap(s) =2 259 222 4.
o(s) - R T;)/i dx [(Vx) z ] Nigws ” , (4.50)

Ao = 2 e Sy S0 [T (G- (= )Hj
i(s) = i v x [(ve)® — 2 — [ —= )
T =0 (7])n:O z dzx 1+ z?

(4.51)
Las ecuaciones (4.49), (4.50) y (4.51) pueden ser expresadas en una formatisiatem
introduciendo las funciones [55]

F(s:abi) i; [ ()1”7 (4.52)

estudiadas @& detalladamente en el &pdice D, que permiten escribir las contribu-
ciones asirtiticas como

2s T _ 1 1
(e = 2\1;7? (If(sf)zzsﬂ/o \d/y?f <s;0,;;z\/§>, (4.53)
s 1
24
Ai(s) = by Aag(s) (4.55)
j=0
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donde

F(er#)

25 p (g THI

_ 25— (i+3j
.A(,J)(S) = —2R SZ (i+7)
En el Apendice E se derivan las expresiones completas para estas contribuciones
asinbticas alrededor de = —%. Aqui, simplemente damos una lista de los residuos,
gue sean relevantes para la discéside la renormalizaén:

Res|5:7% A_41=0, (4.57)
1 [22 1
Res|s:—% AO = E |:7T + 1271_:| ) (458)
Res|sz_% A =0, (4.59)
1 (1 1 a2 oz oz 22
TYD/ P A 4,
Reslo—y 42 = 3 [64 r 7 47 2 } (4.60)

Estudiamos ahora la contribdai de la zeta parcial

e = %M lim % {f%_a(s)} (4.61)

s——3

a la energa de Casimir en las ecuaciones (4.36) y (4.37). Omitimos el valor absoluto
en elindice por las razones explicadas anteriormente.

Para aislar las singularidades es suficiente considerar los tres priraerosos
dominantes en la expadsi asinbtica para grandes argumentos de las funciones de
Bessel, que san denotados pdv(% —a, x, z) ; entonces, podemos escribir la fubici
zeta parcial como

C1oal8) =C_o(s) +CT_o(5), (4.62)
donde ) -
¢t (s) = 9 ST p2s / dr 2% — 22}_8 X
2 i J2
7l ot (4.63)
5 o, T,z 3 a, T,z ||, .
. 0 . 1
Cili_a(s) = ZMRQS/ dx [m2 - z2] L (2 - a,x,z) . (4.64)
2 T 2
Ahora, los érminos sustiidos pueden ser escritos como
1
L<2—a,$,z> =g + 01 + 0o, (4.65)
donde ) )
50 = 2, 51 = 720[, 52 = —2(a2 — Z) . (466)
xr X
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Por lo tanto

lim MQSC%_Q(S) = Z(—%) + lim M?% (ag(s) + a1(s) +az(s)),  (4.67)

s——3 s——1

n__ 2 [ > 2
z<—2>— FMR/Z dcc[a: z]

r(h-ams) 2} wns)),

N

(4.68)
gue sea evaluada nuéricamente, y
IR —12[1+21 (i)}+0 41 (4.69)
013 R|x (s—|— %) T 8 2R s 2 ’ '
()—l2 +0 Jr1 (4.70)
ay(s) = & oz s 5 s .

as(s) = %((X?_z) {_717(s+11) +% [2+2log (%)} +0 (3—|— ;)} . (4.71)

2

Los residuos en = —% esfin entonces dados por

1 2
Res|,__1 a0 = = {Zw} ) (4.72)
Res|s:_% a; =0, (4.73)
1 2
Resl,— 3 a = {—O; + ﬂ . (4.74)

La ener@a de Casimir es claramente divergente y usando las ecuaciones (4.57) a
(4.60) y (4.72) a (4.74) en las ecuaciones (4.36) y (4.37), se obtiene el residuo total,
gue esk dado por

1 1 z 22
ReS|S:_%Ec iy {64 173 } , (4.75)
gue resulta independiente del flujo. Por lo tanto, la diferencia entreiaaelg Casimir
con flujo arbitrario y con flujo entero es finita y contiene la informbadelevante sobre

el efecto del campo de background.

En la figura 4.1 graficamos, para diferentes valoreg,d@ diferencia adimen-
sionalE; = R (E¢(a) — Ec(0)) para un comportamiento de tipo | en el origen, como
funcion dea (la parte fraccionaria del flujo reducido). Ya que la parte finita de la en-
erga de Casimir es continua en la diferencia va a cero tanto en= 0 como en
a = 1. Muestra un rmimo ena = % y un salto en la derivada en ese mismo punto.
Este salto puede ser atribuida g s)(ecuacbn (4.70)) que, efectivamente, contiene el
valor absolutda| (ver el comentario abajo de la ecuai(4.37)). Es interesante notar
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52 FERMIONES MASIVOS BAJO CONDICIONES ...

Figure 4.1: Diferencid,; de energas de Casimir. Comportamiento | en el origen. De

arriba a abajor = 1., 1,1 3 1

que, alrededor de = 0, la enerda de vato decrece cuando el flujo crece, y que este
efecto est mas marcado para valores crecientes de la masa.

La misma diferencia es graficada en la figura 4.2 para un comportamiento tipo Il
en el origen. Para valores decrecientes de la masa, nuestras curvas tienden al resultado
m = 0 de la referencia [50]; ya = Flg muestra bastante buen acuerdo con la corre-
spondiente figura en esa referencia (excepto por un factor 2, debido al hecho de que los
autores de [50] consideraron una sola polarizali

Mientras que para peqfies valores de la masa la eriergnuestra un fmimo en
a # 0, para grandes valores de este ninimo se corre hacia = 0. Mas ain, para
m # 0 el limite de la enefig paraec — 0% es distinto de cero. Esto es debido al
comportamiento discontinuo de la parte finita de la ellaetlg vat, mas precisamente
de la contribuddn del subespacio itico, a valores enteros del flujo.

El origen de esta discontinuidad puede ser adjudicado a la @ganEras — 0T,
de una r& de la combinaéin de funciones de Bessel involucradas en la zeta parcial
(,. Tal rdiz esh ausente cuando= 0. Paraa — 07, esta réz va a cero y, por lo tanto,
da lugar a un gap, que es iguata En la figura 4.3 se muestra la cantidgt{kR) —
J2_1(kR) — 22 J,(kR)J,—1(kR) como una fundn dekR, para varios valores de
(el objetivo de esta figura es aclarar el origen del comportamiento discontinuo de la
enerda a valores enteros dg.

Resumiendo, hemos visto que la presencia de la masa tanto como larekdeta
extensbn autoadjunta del Hamiltoniano tienen una considerable influencia en la depen-
dencia de la enetg de Casimir con el flujo. Aunque esto ptadparecer sorprendente,
se debe recordar que diferentes valore®d#escriben una situami fisica diferente.

Por ejemplo, la ecuan (4.12) surge de imponer condiciones APS a un radio finito
gue es desps llevado a cero. La ecuaai (4.13) surge cuando se considera un tubo
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-01 ¢
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Figure 4.2: Diferencid’; de energps de Casimir. Comportamiento Il en el origen. De

arriba a abajor = 2., 1,4 31
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Figure 4.3: J2(kR) — J?_,(kR) — 22J,(kR)J.—1(kR). De arriba a abajou =
0,0.001, 0.01, 0.02
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de flujo de radio finito sin ningunasiica (potencial) dentro del tubo y luego se toma el
limite del radio yendo a cero. Cuando un potencia psésente dentro del tubo, en el
limite del radio yendo a cero, pddrsurgir una extensn autoadjunta diferente. Dado

el hecho de que diferentes extensiones autoadjuntas surgen de diferentes situaciones
fisicas, la dependencia de la eriarde Casimir co® es esperable. Esta dependencia

ya ha sido observada al considerar secciones eficaces de scattering [27, 33].

Como consecuencia de la masa, en el caso de la edteastoadjunta (4.13), se
encontb una discontinuidad en la enéag Seta interesante verorno surge este efecto,
empezando con un tubo de radio finito [30], y luego llevando este radio a cero. Uno
se pregunta si este efecto persiste o siGds sonsecuencia delovtice singular. La
misma pregunta se mantiene para el salto en la derivada de ldaederGasimir que
aparece para todas las masaen el caso | y parax = 0 en el caso Il. Creemos que en
todos los casos la situdxi idealizada de un flujo singular es el origen de este compor-
tamiento; esta conjetura adtasada en el hecho de que ninguna de estas céstcter
fue observada en los estudios previos de casos no singulares [54, 62] en los que, sin
embargo, no hdh bordes presentes.
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CHAPTER 5

Accion efectiva para la
Electrodiramica Cantica

5.1 Calculo de acciones efectivas mediante la furm ¢

En el contexto de la integral funcional, elculo a un loop de la adan efec-
tiva eucidea de una determinada teoinvolucra la evaluabn de determinantes fun-
cionales de operadores diferenciales. Ya que el problema de autovalores de un operador
define, por lo general, una sua@sino acotada, resulta necesario el uso deonos de
regularizaddn para la extracoin de resultados finitos a partir de cantidades divergentes.
El método de la fundin ¢ [4, 14] ha mostrado sétrtil en diversas aplicaciones.

Como ya hemos $rlado (ver Cajulo 1.1), para un operador diferenciafuerte-
mente diptico y normal, definido en una variedad compactay sin borde, ladnmzeta
generalizada puede escribirse, a partir de los autovalores del operador, como

C(s)=tr(A™") = Z)\nfs.

Dado que los autovalores del operador crecerisiitd, esta sumad$o es convergente
paraR(s) > % (donded es la dimendin de la variedad y» es el orden del operador).
Sin embargo, en la ref de convergencia, define una fumtiholomorfa y puede ser
extendida andiicamente a todo el plano como una fustimeromorfa de.

La derivada de Ig ens = 0 es, por lo tanto, formalmente igual-a)_, log(\,).
Uno puede entonces definir

det(A) = eacp(—%Jszo) .

En lo que sigue, aplicaremos lachica de la funéin ¢ a la determinaéin de la
accbn efectiva para campos de Dirac masivos en el background de un campo electro-
magretico constante.
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56 ACCION EFECTIVA PARA LA ELECTRODIN AMICA CU ANTICA

5.2 Accibn efectiva para campos electromaggticos con-
stantes [63]

En QED, el Lagrangiano efectivo a un loop describe la intetacefectiva no
lineal de los campos electromdagitos debido a un solo loop fer@mico. En dos
dimensiones, su forma general ha sido obtenida tanto ésrde regularizaén de
tiempo propio como mediante furdci ¢ [64, 65]. En cuatro dimensiones, en cambio,
sblo han sido estudiadas configuraciones particulares del campo electé&tinagn

El problema3 + 1 dimensional de campos electrométinos constantes fue estu-
diado primero por Euler y Heisenberg [66] e, independientemente, por Weisskopf [67].
Estos autores obtuvieron una expéesintegral impicita para el Lagrangiano efectivo
a un loop en el marco de la téarde elecibn-agujero. Ms tarde, Schwinger reobtuvo
esta representdm integral en el marco de la téarde campos, usandédnicas de
tiempo propio [68].

En todas estas referencias, se derivaron resultadotiéxplen ciertosimites,
siendo el ms famoso el de campdaehil. Estas y otras intensidades particulares del
campo fueron estudiadas posteriormente (ver por ejemplo [69, 70, 71]).

Mas recientemente, se reriogl inteés en este tema, y la aboi efectiva euétiea
para configuraciones de campo de background electragtiagrconstante fue estudi-
ada a tra@s de &écnicas de funéin¢ [4, 14]: En la referencia [72] se obtuvieron expre-
siones anéficas para el caso de campos puramente @agys en cualquierinmero
de dimensiones. En el mismo trabajo, se eséttainbén el caso de campos magito
y eléctrico iguales en cuatro dimensiones @&hs. En [73], se avadhacia config-
uraciones de camposasn generales, y los autores obtuvieron el Lagrangiano efectivo
como una serie de potencias%n Sin embargo, como ya se redakn [73], se necesita
un conocimiento no perturbativo de la parte imaginaria del Lagrangiano para determi-
nar, por ejemplo, el rate de creanide pares.

En este cajpulo obtendremos, mediante eEtodo de la fundin ¢, una expresin
explicita para la acéin efectiva completa a un loop de la Electrddirica Ci@ntica en
cuatro dimensiones, en el caso de campos electrostiaga constantes, pero por lo
demas arbitrarios.

Trabajaremos en espacio-tiempo édeb, y consideraremos la compactifiéacde
R*, por ejemplo, &*. Definiremos el determinante del operador de Dirac releviante
mediante la derivada de la fubci¢ de Pt .

Estudiamos la acén efectiva para pddulas de Dirac masivas en presencia de
un campo de background electroméatico uniforme, pero de magnitud arbitraria. La
accbn efectiva en la aproximamh de un loop eétdada por

Ser [Au] = Sa [Au] —log Det (P [AL]) (5.1)
dondesS,; [A,] es la acdn eucldea chsica y D [A,] = 7, (0, —ieA,) + im es
el operador de Dirac eudeo; m es la masa fermica . Este operador, si bien no

es autoadjunto, es norma[ll(,p*] = 0). Por lo tanto, para definir el determinante
funcional usaremos el operaddf 12, que resulta autoadjunto yigtico.
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De esta forma, el determinante funcional que aparece en la c@mezcin loop a
la accbn clasica, definido a trd@s de la regularizagn de la funaddbn ¢ [4, 14], conduce
a

Sy lA] = Sa [+ SO L] =Sl + 5 20 D)| L 52)

s=0

Para evaluar la corredmi a un loopS") en la expregin previa, es necesario
obtener el espectro del operaddt 2, el cual es bien conocido en el caso de campos
uniformes [74]. En esta situdm particular, uno siempre puede elegir un sistema de
referencia tal qudys = —F50 = E'y Fi» = —Fy = B, mientras que las restantes
componentes del tensor de campo son nulas. Con estateletaxifuncon zeta re-
guerida resulta

(2nqa+c¢)” " +2 Z (2npb +c¢)° +
=1

nb:l

b
¢ (D' D) = ' |2

Ng

4 Z Z (2nqa +2npb+c¢) * +c 75| . (5.3)

Tbazl nbzl

. 2 , . L.
Aqui, a = ejf‘, b= ejjf‘, c= 7}—2 y 1 s un paametro con dimenéh de masa,

introducido con el fin de adimensionalizar la fumcil. Debe notarse que las series
en la ecuadn (5.3) son todas convergentes p#&ra> 2, donde definen una furam
holomorfa des.

Realizamos ahora la extefni anaitica de la funddn ¢ que estamos tratando,
alrededor d& = 0, de tal forma que nos permita comparar nuestro resultado general
con los casos conocidos que correspondes=a) y a = b.

Los dos primerosarminos en la ecuaan (5.3) pueden ser escritos @mrhinos de
funciones zeta de Hurwitz, que son funciones meromorfas cdimigo polo simple en
s = 1. Por su parte, el tercegitmino es una funodin zeta del tipo de Barnes [75, 76]
(ver tambén [77, 78] y referencias &)l

Para extender ariitamente esteetmino, lo escribimos en su forma integral. De-
sples de hacer esto, obtenemos

(501 p) = ' {@;Sg(&£;+1)+-fzg(&£;+1)+

i (2b)°
b * a1 deTZatemZbtecl —s| _
I(s) /0 dtt (1 — e 2at) (1 — e2bt) +c } =
A(s) +B(s) + C(s) + D(s), (5.4)

donde((s,v) es una fundn zeta de Hurwitz [9]. Esta exprési es, en principio,
bien definida par&s > 2.

57
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El terminoC(s) en la ecuadin (5.4), que es sigtrico ena y b, puede escribirse en
una forma nas conveniente

ab 1 o] 672at672bt67ct
C(s) =4 4(2——/ T A —
() # 472 T'(s) Jo (1- efzat)Z +

ab 1 /oo tsfl €—2ate—2bte—ct (e—2bt _ e—2at>
472 T'(s) (1 — e2at)? (1 — g—20t)

Ci(s) + Ca(s), (5.5)

donde el segund@tmino se anula para= b. El primer €rmino puede ser integrado
en una forma directa, y da

_anab 1 L ct20\ c+2b c+2b
Ci(s) =4u QRW (C(s 1, 5 > o ((s, 50 )> (5.6)

Para trabajar cofi;(s) en la ecuadin (5.5), usamos el desarrollo

440

e je o Hot Z 71 g (5.7)

de esta forma obtenemos

ab 1 1 0o 67(2a+b+c)t (672bt o 672at)
Co(s) = 2p* Q5 ——~— [ dtt*2
2(8) = 2u 4m2T(s) b J, (1 — e—2at)? +
—(2a+b+o)t (,—2bt _ ,—2at) —1)k
49472F b/ dtts (e—2t2e )Z btg ) 2 =
(1 — e—2at) 1 )?+
C3(s) + C(s). (5.8)
Facilmente se encuentra que el primantinoCi(s) es
b1 1 c+3b
Ci(s) = 2 Q{ (5_2, >_
2(s) = 2 472 b (s — 1) (2a)° ¢ 2a
c+3b c+3b
-1 _
2a ¢ <S T 2a )
b+2 b+ 2 b+ 2
((s—o cibt2a) erdra, [0 etota)Nl (59
2a 2a 2a

Como todos losé@&rminos que hemos extendido dtiehmente hasta este punto,
C3(s) involucra una integral que diverge en= 0. Para aislar esta singularidad,
reescribimos est&tmino como

1 0o ef(2a+b+c)t (672bt o 672at)
2 _ s
Ci(s) =4u 4 ZT(s) / dtt = X
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vk 1 1 = kL _
{Z( Y |G ) +2 1 <kw>2}‘

k=1
CF3(s) + CD3(s). (5.10)

La integral que aparece €D3(s) es divergente en = 0 pero, despés de realizar
la suma, puede ser trivialmente extendida para dar

CD2(s) = — 4t ab b Ss+1 {<<s7c+3b> _c+3bc(8+17c+3b) B

472 12 (2a) 2a 2a 2a
b+ 2 b+ 2 b+ 2
s, 22y petbria (o g erbradl gy
2a 2a 2a
Por su parteCF5(s), puede ser reescrito como
2 4 = k+1
o) —(2a+b+c)t —2bt _ _,—2at 1
/ de 2 (T~ - (5.12)
0 (1 — e—2at) (bt)? + (k)

Como se vedcilmente, esta integral converge p&ta > —2. De esta forma,
hemos obtenido una extebsianaitica para la{ del operador como una furii mero-
morfa, presentandd® polos simples. Esta extebsies \alida paraits > —2. Medi-
ante una manipula@h algebraica directa (ver &pdice F), se puede llevalFs(s) a

la forma

CF3(s) = 49Lbrs+3 b SZ 1

He o1 (al+et3t)p <—s —2.i(2al + ¢ + 3b)k;T) - C.C.} -

kn

rg k
{elzselb(QGHC*ber)F (—5 —2,i(2al +c+ b+ 2a);) - C’.C’.}} , (5.13)

dondel'(s, v) es una fundn Gamma incompleta [61].

Estalltima forma resultéx muy Gtil a nivel de la acén efectiva, en particular,
al estudiar elimite de campo &bil para chequear el acuerdo con la ancefectiva
eucidea de Euler-Heisenberg [66], obtenida en [66, 68].

Antes de pasar aldculo de la acén efectiva, mostraremos el acuerdo de nuestra
funcibn ¢ general con los resultados obtenidos para ciertos casos particulares: el caso
de campo dlctrico o magatico nulo [72, 73] y el caso de campogé@&tico y mag#atico
iguales [72].
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Empezamos con elmite a = b. En este caso, los diferentesrminos en la
ecuacdn (5.4) adoptan una forma muy simplificada. De hecho, en esta $ituaci

Cl2
A(s) = B(s) = 2,/19@( 5 ¢ ( 4 1) (5.14)

En lo que respecta@(s), sblo permanece la contribuim deC, (s), que conduce

a
21 c+ 2a c+ 2a c+ 2a
— 4t 1 - 1
Cls) = 4405 e (c( s ) = <<s, = )) (5.15)

). Flnalmente re-
S

y cancela parcialmente la contrib@ni que viene de\(s) + B(s
uniendo todos esto&itminos, usando la reldmi ((s,v + 1) = ((s,

v) — v~ %,y adi-
cionandoD (s) obtenemos
Cl2 1 C a2 —s
oo Doy =40 s (€ (s 150 ) = 5,6 (5,) )+ e
(5.16)

Esta expresin coincide con el resultado dado en la referencia [72].
Estudiamos ahora dinhite B — 0. Facilmente se ve quém;_o A(s) = 0. Con

respecto alim;_o B(s), puede ser estudiado usando la expamsisinbtica para la
funcion ¢ de Hurwitz (la que edtdeducida, por ejemplo en [9]):

T'(s) (2n)!

O(v=2N=s=1y, (5.17)

N
L 1 T(s+2n—1
((s,v) = {vl‘sF(s —1)+ §U_SF(5) +) B%(SJrn)vl—s—m} n
n=1

que da

b 2 D(s—1 1-s 10
limB(S):lim{ 10 2% M(iﬂ) }:“ 2 s,

b0 o | anZ (2b)° T(s) An? 51
(5.18)
La Gnica contribudn aC(s) en esteimite viene deCl(s), y es
4Q( a)2_s c\1l-s
e =428 1= () ) 69

FinalmenteD(s) se anula pard = 0. Entonces, reemplazando todos estos resul-
tados parciales en la ecuani(5.4), se obtiene

c

o0 Do =8B o1 - (£) ). 620

472 s — 1 2a 2a

gue esh en completo acuerdo con resultados previos obtenidos en [73, 72].

60



5.2 ACCION EFECTIVA PARA CAMPOS ... 61

Por supuesto, eiite E — 0, da una expreén araloga, que se obtiene cambiando
a — benlaecuadn (5.20).

Calcularemos ahora la aéci efectiva eudtlea a un loop. De acuerdo con la
ecuacbn (5.2), para para obtener este resultado, uno debe calcular las derivadas en
s = 0 de los variosé&rminos en la ecuan (5.4).

Comenzamos coA(s), que contribuye con

10 4 Qb 1 ¢ ¢ 1
(5.21)
En forma a@aloga
10 4~ ab 1 ¢ ¢ 1

(5.22)
A través de un alculo directo se tiene

ab 1 /c+20\* 1
2102 ! “log(2a) | = -
a 47r2{ 0g(2a) lz( 2a ) 12

0 c+ 3b c+3b\ 0O c+3b
8‘94-(8_27 20’ >J5_0+< 2& )65 (S_l7 2CL )Js_0+

EC 72c+b+2a 7 c+b+2a gg 7lc+b+2a
gs>\" 7% 2a 40 2a gs>\" 0 2a seo)

(5.24)
y
1 0 b? b—a
3 aSCDg(s)J - = —,LL4Q487T2 {(log(Za) +1) ( o ) +
c+ 3b c+ 3b c+b+2a c+ b+ 2a
() (%) - () (™)) e
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En cuanto &F3(s), debido a la presencia d&s) en el denominador, la derivada
requerida se reducelds) CF3(s) ens = 0, por lo tanto,

ab o= (—1)F1 &

a 2 _ - 4 )
&SCFQ(S)J Y = 741/1/ Qm . Z Ix
5= k=1 =0

N |

- k
|:{€z"b(2al+c+3b)r (27 i(2al +e+ 3b)bﬂ—) —

o~ (2al+c43b) <—2, —i(2al + ¢+ Sb)kzr) } -

- k
{ez"b(Qal+c+b+2a)F (271'(2&[ +e+b+ 2(1);) _

; R k
o5 (2altctbt20) <—2, —i(2al +c+ b+ 2a);) H . (5.26)

La accbn efectiva euttlea est dada por la suma de las contribuciones parciales
en las ecuaciones (5.21) a (5.26asn

10 44 @b
3 8SD(S)J . —u Q47T2 log(c) . (5.27)

Como es bien sabido, pasar al espacio de Minkowski implica realizar la sutituci
Sg‘;f[f[E’B} = _Ségff[_iE»B]a

donde los supiadicesM y € se refieren a gtrica de Minkowski y euttiea.
Luego de hacer esto, se obtiene para laGacefectiva completa a un loop en un
espacio-tiempo de Minkowski en cuatro dimensiones:

Q ie?EB —2ieE (1 m2
Mg B 2 _ B2+ Q 1
Sey 1, B] 2 ( ) 472 {log( 12 ) <2 —2ieE>

2
(- +1) 2eB. (1 m?
log | —=2eE _ "/ i N (e
1T 2n)? o8(=) (2 * 2@B> *
2 . 2
(25 +1) —2ieE |1 (m? +2eB 1
1 2eB —921 ) =
o8 l (2m)3 () |3 < —2icE |

m>+2eB

24+ 2B 24 2B F(—i )

5 9 (S_LW)J _Q(W)log “\Ueer )
s=0

—2ieF (2m)2

m? (eE)? —2ieE 1 (m?+3eB\"
log(—=) b + 20 log(—=—)—1]) |= [ =22 —
o) p a0t { (e 1) [5 (")
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1 /m?+ 3eB 1 m? +eB 3
—— =1+ —) +
12 —2iell 6 —2iell
m +eB B QC m? + 3eB n
T —2ieE ds 2 C—2eE )],
2
g B 7m + 3eB 21+m—&‘—eB B
8 —2ielE —2ieF R
m? +eB m? +eB
1+ 2 T (s, T2
( LRy ) asc(s T T oen >JS_0}+
(eB)? —2ieF B m?2 + 3eB m?2 + 3eB
Q I 1 ——1 —
1572 oe(— )+ i T\ er )V oieE

m? + eB m? + eB e?EB K (1)1 &
QR Y'Y (IR LN Mcend S QIR
<+ —2ieE>¢< T ThieE >}+ 2 ; ke ;ZX

k

1
12
m? + 3eB
C _2ieE

{e e (~2ieBltm?+3eB)p (—2, %(—%eEl +m? + 3eB)> -
&

ik o —ik
o eb" (—2ieBltm*+3eB) <_2, ;B”(_Qz'eEl +m? + 3eB)> -

Lk}ﬂ'

ik
B (~2ieB(+1)+m*+eB) <2, Z—g(fQieE(l +1) +m? + eB)> +
e

Cikm o ) —ik
o eB" (—2ieE(I+1)+m’ +eB) (_2’ ZBW(—%eE(l—&- 1) +m2 +eB)>} ., (5.28)
€

donde se usaron las definiciones deb y ¢ dadas en el @rrafo que sigue a la
ecuacbn (5.3).

Se puede poner a la abai efectiva en una forma manifiestamente invariante de
Lorentz y de gauge si se tiene en cuenta que, en el sistema que hemos elegido,

Wl

E= ((F2+G2) +F)

=

B=((F*+ G?)* - F), (5.29)

dondeF = L(E? - B yG = E.B.

Debe notarse que las divergencias infrarrojas que aparecenigiiteldel caso sin
masa han sido aisladas en la contribaajue viene d®(s) en la ecuadin (5.4).Esta
es, de hecho, la contribuii debida a los modos cero.

Por Gltimo, un test que nuestra aoai efectiva no puede dejar de pasar es su co-
incidencia con el bien conocidamite de camposé&biles [66, 68]. Para chequearlo,
desarrollamos las diferentes contribuciones a latacefectiva (ecuaciones (5.21) a
(5.26)) en potencias de los campos sobre la masa al cuadrado. En los casos de las
ecuaciones (5.21) a (5.25), se puede obtener tal desarrollo usando las bien conocidas
expansiones asidticas [9] pardog I'(z), ¥ (z), y {(s,x). Al hacer esto, y reteniendo
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términos hasta el orden de campos al cuadrado sobre masa a la cuarta, se obtiene, luego
de un @lculo tedioso pero simple,

10 woab (1, 1 1
3 asA(s)J e 1 QH {Gac + 3 log(c) + % (log(c) — 1) c} , (5.30)

9 PRI ST 1 _
aSB(S)J o ] Q47r2 {6bc + 5 log(c) + 5% (log(c) — 1) c} ,  (5.31)

N =

10 ab (1 , 1, 10 110
- Zc ~ 240 Sl e A N (e S
2 0s 1(5)L=0 K 4772{(60" 6" T6a2)¢ T\ " 322)¢ T

% aasC%@)J o 2“49% % { <M14a<(3b>3 — (b+2a)*)—
1 1 -2
500~ )~ s (30)° — b+ 2“)5)) o

(19;3 ((30)" = (b +20)") - ﬁ((?’b)2 —(b+ 2a)2)> l

(481a3 ((3b)% — (b + 2a)*) — ﬁ(b — a)) log(c) +

161a3 (log(c) — 1)((3b)* — (b + 2a)?)c + Sfig(log(c) — g)(b — a)cz} ,  (5.33)

DN =
&l
@)
-
[\VR v}
o
e
2

1 4 abb 1 3 3
~ 02 2 (b4 2a) -
12" a2 {(ma((b +2a)7 = (35))+

%a(b - a)) 2 i((SbF —(b+2a)%)ct + @ log(c)} : (5.34)
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Conrespecto 3§ %CF%(s)j o S€ debe usar la expadsiasinbtica para la funcin
I" incompleta. Al orden que estamos considerando, es suficiente retener el primer
término de este desarrollo. Al hacer esto, se obtiene

10 ., b >

s=0

[e] -3 -3
{;z( 2al+c+3b) H)z( (2al+c+b+2a)) }:
) {ee

7 c+3b c+3b c+ 3b
720 47r2 <2

k+1

2a G, 2a )-

c+b+2a c+b+2a c+b+2a
- 3 .
2a ) 2a o3 2a )}
Cuando se reemplaza en e@tima expresin el desarrollo asibtico de las fun-
ciones zeta de Hurwitz (ecuaci (5.17)), se obtiene

¢(2,

(5.35)

10 T a.ab (B B\
5 95 F2 ()L_O_mo“ Q4 (‘) : (5-36)

Sumando las contribuciones en las ecuaciones (5.30) a (5.86)amue viene de
i %D(S)Js:o' la accbn efectiva a un loop, en dhhite de campo &bil, se reduce a

Qut 1 3 1
Se +8W = %(ﬁ +0%) + pmm { {8 - log(c)} A

1 7 1
é(bQ +a?)log(c) + L)O(ab)2 go(a + b%)? } 2} .
Ahora pueden realizarse las renormalizaciones finitas usuales [72, 73].&3e&kpu
sustraer la acbn efectiva para = b = 0, y renormalizar la carga, se tiene
Qe [ 7

Q
Seff=§(B2+E2)+8 5t | 15

(EB)?* — i(EZ + BZ)Q} : (5.37)

45

donde se usaron las definiciones deb y ¢ dadas en el grrafo que sigue a la
ecuacbn (5.3). Debe notarse que esta presctipae renormalizabn elimina toda la
dependencia con el ganetro de escala. Tambgn coincide con el criterio adoptado,
en un contexto diferente, por los autores de la referencia [54], sobre la base de que las
correcciones canticas deben anularse eniatite de una masa infinita.

La expresbn en (5.37) es precisamente la verseucldea de la acoin efectiva de
Euler-Heisenberg para campdshiles [66, 68].

La determinadn de las contribuciones real e imaginaria a la@uefectiva séa
de gran integs, tanto por razonessfcas, como para permitir comparar con resultados
previos obtenidos con diferentes esquemas [79, 80].

Como ya fue recalcado por Schwinger [68], la parte imaginaria da el rate de pro-
duccibn de pares fermin-antifermon. Obtener este rate a partir de la ecoagb.28)
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resulta bastanteétil en los casos particulards = 0 (se anula) aB = 0 (el bien
conocido resultado en [68, 81] es reproducido); sin embargo, para valores generales de
E'y B, el calculo se vuelve considerablementasrengorroso. En particular, detzer
obtenerse el resultado ya hallado en [82] mediante ot&iedos.
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CHAPTER 6

Resumen de los resultados

En el Cajitulo | hemos dado una breve introducia la teoia de operadores
elipticos y problemas #dticos de borde: condiciones que deben ser satisfechas para
definir un problema @btico, propiedades que posee el espectro para estos operadores,
condiciones para la defin@m de determinadas funciones espectrales y su eRpresi
en €rminos de los autovalores del operador. Como ya se rémnkrexistencia de
este cafiulo esh ampliamente justificada por la importancia y uso de las funciones
espectrales en tdiarclantica de campos.

En el Cafitulo Il estudiamos la conedn existente entre enéeg de Casimir para
campos escalares regularizadasfuncbn ( y via cutoff exponencial. Mostramos que,
en general, ambos esquemas de reguladmamnducen a contribuciones divergentes y
a partes finitas imimas que no coinciden . Determinamos los coeficientes que aparecen
en unay otra aproximatn. Discutimos el acuerdo con nuestras predicciones en el caso
de campos en cajasdimensionales bajo condiciones ielicas de borde. Finalmente,
aplicamos nuestros resultados a campos escalares no masivos en esferas (un ejemplo en
el que permanecen amiiigdades bajo las prescripcionesdas usualmente impuestas
para extraer un resultado finito).

En el Cajitulo IIl, luego de dar una breve presentatsobre extensiones autoad-
juntas de operadores diferenciales, estudiamos el problema de un campo de Dirac sin
masa (er2 + 1 dimensiones) en el background de una cuerda de flujo de Aharonov-
Bohm. Excluimos el origen imponiendo condiciones de contorno espectrales a un radio
finito que es luego llevado a cero; obtuvimos de esa forma una de las posibles exten-
siones autoadjuntas del Hamiltoniano radial, que resulta compatible con un campo
magretico tipod de Dirac en el origen y que respeta la invarianza ante traslaciones
enteras del flujo reducido. Hemos dadé @asa aplicadn fisica de las condiciones
espectrales, habitualmente usadae por su intees materatico. Despés de confinar
la teoiia a una redin finita, chequeamos la consistencia con el teoremandeale de
Atiyah-Patodi-Singer y evaluamos dimero fermonico y la energa de Casimir.

En el Cajtulo IV calculamos la enefg de Casimir para campos de Dirac ma-
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sivos en2 + 1 dimensiones, confinados a una @giespacial finita mediante condi-
ciones de contorno de la bolsa de MIT, en presencia de un campo de background de
Aharonov-Bohm. Tratamos dos posibles extensiones autoadjuntas del Hamiltoniano y
comparamos sus resultados. Hallamos que las &rsedg Casimir obtenidas para es-
tas extensiones autoadjuntas son radicalmente diferentes, enfatizando el hecho de que
describen distintas situacionési€as; en particular, para una de ellas, y como conse-
cuencia de la presencia de la masa, la dagapulta discontinua a valores enteros del
flujo.

Por Gltimo, en el cafiulo V obtuvimos, mediante la furim ¢, la accon efec-
tiva a 1-loop para campos de Dirac masivos en presencia de un campo de background
electromagético uniforme pero de magnitud arbitraria. Mostramos el acuerdo entre
nuestro resultado general y otros previos, obtenidos mediante otros esquemas de regu-
larizacbn.
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APPENDIX A

Sumas de Poisson

Obtendremos primero la ecuéni(2.32) para la eneig de Casimir calculada me-
diante regularizadin exponencial; para ello, usaremos@enfiula de suma de Poisson:

dYofm)= > e, (A1)

n=-—oo p=—00
con -
cp = / dxe*™ P f (z) . (A.2)
Cuandcésta es aplicada ahlculo deh ( E ) da
D ° _ 2n7\2, (m)2 % 0
h(t,luQB): Z e t((Lu)+(u)) — Z Cp(t)7 (A3)
n=—oQ p=—00

donde

m)2) 2
Ln dx cos (Lupx) e_t(mz‘*‘(f) ) _
T Jo
mL m 9 5
—2K1 Ve (L) ) (A.%)

1+ (L“”)

Reemplazand@A.4) en(A.3) y tomando la derivada, obtenemos

pdy(,Pey_ pd
2dth<t’ u? ) 24t <2ZCP +eo (t ) : (A-5)
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Las relaciones de recurrencia y series ascendentes para las funciones de Bessel
modificadas permiten obtengr.32).

Para obtener (2.36) , hacemos uso repetido derfadla de Poisson dada en (A.1)

y (A.2).
En este caso

1
oo o] 2nq )2 2097\ 2, (m)\2) 2
h (t, ‘Zf) _ Z Z 67t<( L1u> +( L;u) +(u) > . (A6)
nNp=—0o0 Nag=—00
Realizamos primero la suma sohrg obteniendo
2 2
0 s Zmm) 4 (m
() 5 5 TG
s m=—cop=—oo 2+ (Lopp)®
K 2mm\* (N e () A7
1 T + E [ + ( 2#]9)] . (A7)

Debido a las propiedades de convergencia de la doble suma, se puede intercambiar
el orden de las sumas y, usando nuevamente la suma de Poisson, se obtiene

oo oo

D L ¢
h(t, ;) > ﬂ—2 Y o), (A.8)

p=—00 i t2—|—(L2,up) k=—o00

con

)= 2o () [ G+ ]

gy (e Lo+ (Lagi?) (A9)

Nuevamente, se puede derivamhino a érmino (A.8) (el @lculo es directo, aunque
tedioso), y el uso de laHfmulas de recurrencia para las funciones modificadas de
Bessel conduce a

oo o0

1% d /LQ/”L t L2'u
pd e t — t =
i D — 26k()+ 7rco()
p=—00 k=—o00 t2 4+ (Lapup) t=0
3
-3
LiLy & . / nili ’ n2La i
9373 IOEDD 2 T\ ’
NnN1=—00 N2=—00
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2 2
’I’L1L1 ’H,QLQ L1L2m3 L1L2,LL3
Ks |2 — . (A.10
% m\/< 2 ) +< 2 >) 127 ! 2ﬂ—t3 t=0 ( )
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APPENDIX B

Teorema del Indice de
Atiyah-Patodi-Singer

Realizaremos en este &@pmdice una breve presentacidel teorema ddhdice de
Atiyah-Patodi-Singer para variedades con borde [39, 40, 41], tal como se aplica al
problema estudiado en el dggo 3. Tomemaos el hamiltoniano radial

(0 LT\ 0 O+ 2
HT_(L 0>_<—a,+i 0 ) (B.1)

coni =n+ % — k los autovalores del operador de Dirac tangendibl.aciia sobre

espinores de la form{ 5”2:3 ) que satisfacen, en el borde del diseo=£ 1), la

condicbn
By, fn(1) : fn(1) =0paraX >0 (B.2)
Bri gn(1) : gn(1) = 0para X < 0. (B.3)
En estas condicioneél.z, ) = LEM. El indice del operador se define como
Ind(H,) =np, —ng+ (B.4)
Bri

donden es el imero de modos cero del correspondiente operador.

La contribucén de volumen dindice (anomah quiral) es bien conocida; nos con-
centraremos entonces en calcular la contrilmicie borde al mismo.

Llamandot = 1—r a la variable normal interior, se tiene, pdfaen la proximidad

del borde { = 0)
0 -0+ A
( H+X 0 ) : (B.5)
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74 TEOREMA DEL INDICE DE ATIYAH-PATODI-SINGER

Consideremos ahora los operadores autoadjuntos de segundo Arden:L’ L,
definido sobre funciones que satisfacen

g(0)=0 siA>0 (B.6)
d
f+)\fJ =0 siA<O, (B.7)
dt 0
y A, = L L, actuando sobre funciones que satisfacen
9(0) =0siA <0 (B.8)
dg .
——+Ag| =0siA>0. (B.9)
dt 0

Sus autovalores no nulos coinciden. En efectd, sl ¢ = a¢, multiplicando
por L se tieneL L'(L$) = a(L¢). Asi, por cada autovalor no nulo d&, existe un
autovalor no nulo dé\,.

Ambos operadore# difieren en sus modos cero. Pero los autovalores nulos de
A, son los modos cero deg, , y los deA, son los deLfB,LT .

Para obtener la diferencia entre dichasmneros, calculamos las trazas de heat-
kernels de ambos, yja transformada de Mellin, ambag)).

Para el problema del operadfy buscamos la solugh fundamental de

a 0 1 5 ,
a—w+(n+§—ﬁ) d(z,t,t") =0 (B.10)
con )
p(t=0)=0 paran+-—rk=>0 (B.11)
2
ng +1— o) =0 +1— <0 (B.12)
ot n 5 K t:()— para n 3 K . .
Es facil ver que la misma estdada por:
—(n+1i—k)?z b 1)2 tt)2
€ 427Tz {8_( 4z) . e_( t;z) }’ (813)

sin+1 —x >0,y por

e—(n+%—f@)2z ()2 (at)?
74 e 1z —e iz +
Tz

1 / t+t 1
(n+ 3~ K)e (MR ) o g (2_\'_@ —(n+ 3~ m)\/z) , (B.14)
sin+ % — Kk <0.
Para el problema d&,, debemos encontrar la soléaifundamental de

0 0?
(az - @ + (n + % - ’i)2> ¢(thutl) =0 (815)
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con 1
p(t=0)=0 paran+§—/-€<0 (B.16)

ot 2

La solucbn fundamental con la condan (B.16) esk dada por (B.13), mientras
que con la condiéin (B.17), esi dada por (B.14) con + % —K—>K—n— %
El nicleo dee=*41 — e~#22  que denotamos péi(z, ¢, '), esh entonces dado por

<a+n+1n>¢J =0 paranJr%fﬁZO. (B.17)
t=0

(z,t,t") ngn 5~ )gt{ e2nta—rlter fc (\tf+|n+ —/f|f)}

donde hemos definidegn(n + 1 — k) = 1 paran + 3 — x = 0. Tomando la traza
obtenemos para la diferencia de trazas de heat-kernels

k(z) = —% ngn(n + % —K)erfc (|n + % - /<;|ﬁ) . (B.18)

Es facil ver quek(z) —._.oc —3h, dondeh es la dimengin del subespacio corre-
spondiente & + % — k = 0 (nUcleo del operador de borde).
Calculamos entonces la diferencia de zetas en dertsansformada de Mellin

1 * Lov s,
@/0 ((2) + gh)=" " dz =

B I(s+3) sgn(n+ 3 — k)
T'(s)2sy/T :, 22 In+ 3 —k|*

CT(s+3)
I'(s)2sy/T
donde se ha usado la defir@inide la funddn espectral(s), que mide la asimeit del

operador de borde.
Finalmente, evaluando en= 0, obtenemos

n(2s), (B.19)

h+ (0
1(0,81) =n(0,A2) = npy —npy = —T"() , (B.20)
Lt

gue es la contribubin de borde aindice para el operador de Dirac bajo condiciones
APS,
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APPENDIX C

Coeficiente$><- :

i,7)

En este apndice, damos una lista de los coeficientes) definidos por la ecuan

(4.46)

b@,0)
b,
b(1,2)
b(2,0)

be2,1)
b(2,2)
b(2.3)
b(2,4)
b(3.0)
bes,1)

bz,2)
b,s)

1 2
—5—2a +2z
0
1
6
- (%)
fifa2+z
1
17
1
4
1
4
5 5a2 ot I 223
96+12+6_<4+Oé>2+3
—i—l—z—zz
4

%—2 2—2—(;—3042) z+ 22
1-2z
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COEFICIENTES b(; j

64+ 8 4

64 4 1
3T, 3907
32 4

327 35a? n 49 2z
64 8 8
57 21z

[ — 2_7
16 9

179
64

71

32
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APPENDIX D

Funcionesf(s; a, b; x)

Aqui vamos a dar todas las propiedades #icak de las funcioneg(s; a, b; x)
definidas en la ecuam (4.52).
Como en la referencia [55], haremos uso de

3 hv) = /OOO dv h(v) —z'/ooo gy v+ e) = h=iv+e) (D.1)
n=0

1+ e

en el imitee — 0. .
Cuando es aplicada/gr) = v (1 + (5)2) , la ecuaddn previa da

oo

f(t;a,0;z) = ZV“ <1+ (Z)2>t = pott {;F(a;l)ll:(t(;_ Q;I)Jr

n=0

a

1
2sin (gi) /O dul_’_/l;m (1—1L2)7t+

. [(Ta o u® 9 —t
Estamos interesados ¢is; a, b; ), parab arbitrario. A partir de la definién, es
claro quef(s;a,b;z) = f(s + b,a,0;z). Sin embargo, cuandocrece, las integrales
en la ecuadn (D.2) eventualmente divergen en= 1. Para evitar estas divergencias,
realizaremos unimero adecuado de integraciones por partes, obteniendo as

10 ()T (8- )

f(ta,0;z) = z*+t {

2 T (t)
eiﬂ'a 41 (_1)% ) T (t — %) /OO a . 2 —t4a
< 9 ) 2ug2 Sln(’ﬂ't)w ) Udug (iaa 1,”LL,CE) (u 1)

79



80 FUNCIONES f(s; a, b; x)

() 2 [ e

1 o
,a— l;u,a:) (1-— u2)7t+Tl+

a—1 o a — 1 a—1
(=)= cos(wt)/ udug (2,a - 1;u,a:> (u? —1)7t "2 } } , (D.3)
1
donde ,
1 d\* U
g(a, b,u,x) = (udu) W . (D4)

Sin embargo, el imero de integraciones por partesaestotado por el requerim-
iento de que losarminos integrados sean bien comportados en0. En lo que sigue,
mantendremos elimero de integraciones admisible, mediante el uso de la siguiente
relacbn de recurrencia

f(s;a,b52) = f(s;a,0 - 1;0) — %f(S;aJer;w)- (D.5)

De esta forma, todas las funciones requeridas pueden ser reducidas a cuatro casos
diferentes

. f(s;2n,n;x),f(s;2n,n+%;x),n:0,1,2,3,4,5,6,7
. f(s;2n+1,n;x),f(s;2n+1,n+%;x),n:O,1,2,3,4,5,6.

Finalmente, desps de expandir en potencias e % obtenemos
1 1 1
2 . — 2n+1 ) _ = [
f@n,n;x)=x { 28+%(n 2)

(o) Do+

PTG D) L 2
(D.6)
1 1
n2n1lr(nﬂm/100udug(n,2n—1;u,x)+0(s+;)} (D.7)

n n;x) = g2+t gF(ni—s—l)I’(l) n—l _
f @+ 1niz) = 2700 {3 T+ D) ( )
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1 I'(3) 1 1 , .
sy (1-3) [ st - ol

(D.8)

1 1
f <2n+ 1,n+ 2;x> = g2+ {25—|— ln[lf
1 1

2

oo
- - d M —
T, degln.2niu.a)

S n (1) v+ 1)+
1 1 o0
2n_1m {[lJrn(z/J(l) *¢(”+1))]/0 wdug(n,2n;u, x)—

n/ udug(n,Zn;u7x)ln|u2— 1|} +O0(s+ ;)} , (D.9)
0

dondey(z) es la funcon Psi de Euler.

Estas expresiones generan todas las funcignescesarias para la evaluaicide
los A; (s) requeridos, para= 1,2, ....

Notese que, parga = 0 ei = 1, el prefactorl’ (3 + %) en la ecuadin (4.56)

tiene un polo ers = —%. Por lo tanto se debe retener el ordei % en la expangin
.0 1.
de f(s;0,5;),

1 1 o
f 8;0,5;1‘ = —7x 5—1—5 1+2/ udug(0,—1;u,z)| +
1

@) ((s + ;)2‘) ) (D.10)
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APPENDIX E

Evaluacon deA_; y Ay

En este apndice describiremos algunos detalles ddtglo de losA;(s), (ecua-
ciones (4.53)-(4.56)), en= —3.
En primer lugar, obtendremos una expoesparaAd_; en la ecuagin (4.53)

2s T _ 1 1 d
A_1(s) = 2\]/%E(1f(5)2)z_25+1/0 \/—yyf (s;O, —;;z\/g> . (E.1)

Mediante el uso de la ecuéci (D.2) en el apndice previoA_; puede ser puesto
en la forma

_2R*T (s—3) L—25+1 ! dy [1 ZF(%)F(S -1)
Al =" TG | W{M

1 ° 1 1
+ 2,/y zsin (71'(2 - s)) /1 du (u? —1)2 1—|—e27”‘\/?72} ) (E.2)

Luego de intercambiar las integrales, se obtiene

R2.92—25+2 4R232—25+1 /oo <u2 -1 2
= u
) J1

)" >
A_ = - du ———1In (1 Tuz
8 =——5—+ VAT(S)TE — 5 u n(1+emm)

2r2z 2[RI —s) o @=L
_ﬁF(S)F(g’—s){ 24r(g2) +/1 du ~——s——TLis (—e™"") ¢,

(E.3)
dondeLi; (z) = 3700 | £-.

Finalmente, expandiendo alrededorsde —Z, se obtiene

223 1 1 1 o0 2_1 ]
A_4(s) = = [— + 7/ du Lip (—e2™%) —
1

R 3 1222 ' 27222 u?

83



84 EVALUACI ONDE A_; Y 4,

1 [ 2
— du
w2z Jy

-1 log (1 + 627”“)} +O0(s+ %), (E.4)

gue resulta una representaciitil para @lculos nunéricos.
Evaluamos ahord, en la ecuadn (4.54),

QSI‘ s 1 1
Ao(s):i];? (r(;2)2251/0 df’ (3,1, f) (E.5)

Como antes, usando la ecuati(D.2) e intercambiando el orden de integoagise

obtiene
2R25 —2s-17 + 1 2 1 d
Ap(s) = : (s +3) : T / i
ﬁ F(S) 2 (s — 5) 0 Y2
1 L 1 1
2z2/ duu (1 —u? 7(s+5)/ dy— +
0 ( ) 0 yy§ (1 + 6271-uz\/y)

1 e [F 2 —(S+%)/1 !
2 cos <7r <s+2>>z /1 duu(u 1) | dyy% (1+e2ﬂuz\/z7)

(E.6)
Ahora, despés de extenderlo ariitamente y desarrollar alrededor e —%, se
obtiene

z2 1 1 22 1 1 z
A = — 1 — 4+ 21+ —= )1
o) =R (s+2) ( * 1222> WR[ Tt < T 12z 2) Og(ZR)

2 [ 1
—/ dulog |1 — u?|log (1+e_2”“2)} +0(s+ =), (E.7)
w4 0 2

donde aparece un polo simple €a- —%.
Claramente, en ambos casos, las partes finitas deben ser evaluaéasamente.
No detallaremos elaculo de los4; parai > 0, ya que es una consecuencia directa de

las propiedades dg(s; a, b; ) descritas en el @mdice previo.
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APPENDIX F
Calculo detallado d€'F3

Partimos de la ecuamn (5.12)

9 4 i k+1
CF3(s) = 4p Q?f 221
/oo o e~ (2atbte)t (672bt _ 672at) 1 1
0 (1 —e—2at)? (bt)2 + (km)2 '
El factorm puede ser escrito como una integral; de hecho
1 -1 1 1 e
= — - d —btu _: k )
bt)2 + (km)2 ~ 2ikm bt +ikm bt —ikm|  km / we™ sin(kru)
0

Cuando esta exprdsi es reemplazada en la ecusrc{F.1), se obtiene

> k+1

CF3(s) = 4u 4Q4727r Z
k=

S 67(2a+b+c)t e—2bt _ p—2at [}

/ dtt*+2 ( 3 ) / du e sin(kmu)
0 (1 —e2e) 0

0, luego de intercambiar integrales

1)k+t oo I'(s+3)
2/ N\ _ 4.4 b3 ;
CF3(s) = 4p QRF— Z k7r ./o du sm(kﬂru)WX
3b+b 3b+1b 3b+b
¢ 8+2,c+ tou) c+ +u< S+3’c+ touy
2a 2a 2a
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86 CALCULO DETALLADO DE CF2

C(8+2,c+b+2a+bu)+c+b+2a+buC<5+37c+b+2a+bu)}.
2a 2a 2a

Cuando las funcioneé son escritas erétminos de sus desarrollos en serie, se
obtiene

o . acab 1 4T(s+3)
CF) = 0 1 P

hE

-1 k+1 e’} )
((k:7)r)3 /0 du sin(kmu)x

~
Il

1

3b b —(s+3) o) b 9 b —(s+3)
{Zl( c+3b+ u) —Zl(l+c+ 1 2a+ u) |
a

Finalmente, desp@s de realizar la integral restante, se llega a la eond8i.13):

abFs—l—Sbsi —1)k+1 &

CFi(s) = —2ip*Q—s; = Ix

Helgs i (altet3b)p ( s—2,i(2al + ¢+ 3b)kb) — C.C’.} -

{6“56 s (2“l+‘+b+2“)f‘< s—2 z(2al—|—c+b+2a)kb) C.C.H . (F2)
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