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Resumen

El presente trabajo ha tenido como objetivo explorar las propiedades de modelos cuanticos bi-
dimensionales definidos sobre dos tipos de espacios de fase no-conmutativos: el primero de ellos
con pardmetros de no-conmutatividad constantes en el espacio de fases, lo que rompe la invariancia
de Lorentz, mientras que en el segundo caso la no-conmutatividad es inducida por el corrimiento
de las variables canénicas mediante la suma directa de generadores de una representaciéon unitaria
irreducible del grupo de Lorentz, preservando asi esa simetria.

En primer lugar, analizamos modelos bidimensionales no relativistas con pardmetros de no-
conmutatividad constantes (tanto en el espacio de coordenadas como en el de momentos), haciendo
especial énfasis en el caso de potenciales centrales. Para ello consideramos el generador de las rota-
ciones sobre los planos de coordenadas y de momentos y el dlgebra de Lie generada por las formas
cuadraticas en las variables din&micas invariantes frente a rotaciones, mostrando que el problema
de autovalores de tales Hamiltonianos siempre puede ser referido al espacio de representacion de las
representaciones unitarias irreducibles de los grupos SL(2,R) o SU(2), segun sea la relacion entre
los pardmetros de no-conmutatividad. La existencia de dos fases cuénticas para estos sistemas habia
sido encontrada en [1], donde se empled una realizacion lineal de las variables dindmicas en términos
de operadores de creacién y destrucciéon. Nuestro aporte muestra que esa estructura algebraica es
independiente de la realizacién particular de las variables dindmicas no-conmutativas utilizada y
estd determinada so6lo por las relaciones de conmutaciéon entre ellas. En ese contexto, discutimos
explicitamente interacciones cuadraticas tales como el oscilador arménico y el problema de Landau
y, utilizando el desarrollo espectral de potenciales centrales, estudiamos el pozo circular (finito e
infinito) en el plano no-conmutativo con el fin de introducir un borde en ese espacio difuso.

En segundo lugar, consideramos modelos de una particula en un espacio de Minkowski de (2+1)
dimensiones dotado de una no-conmutatividad no-standard, que puede considerarse inducida por
el corrimiento de variables canénicas de coordenadas y momento mediante la suma directa de
generadores de una representacion unitaria irreducible de SL(2,R), grupo de Lorentz de ese espacio.
Esta definiciéon fue interpretada en el contexto de la descomposicion de Levi del dlgebra deformada
que satisfacen las variables dindmicas no-conmutativas. En ese contexto, se estudi6é el problema
de Landau y del oscilador armonico, tanto para particulas de Schrodinger como de Dirac, cuyos
Hamiltonianos fueron obtenidos a través del corrimiento de Bopp no abeliano antes descrito a
partir del problema usual en el plano conmutativo. Los espectros para estos modelos se estudiaron
a través de teoria de perturbaciones tanto para pequenos como para grandes pardmetros de no-
conmutatividad.

Mientras que en el espacio conmutativo usual el problema de Landau se reduce al de un oscilador
armoénico con un término de momento angular, en este espacio no conmutativo la extensién es no
trivial ya que ﬁu tiene una estructura interna dada por los generadores de SL(2,R).

Cabe senalar que en estos modelos no se encuentra una relaciéon entre los pardmetros de no-
conmutatividad entre coordenadas y entre momentos, sino que ambos juegan un rol similar. Ademas,
como los espacios de representacion de las representaciones unitarias irreducibles de SL(2, R) pueden
ser realizados en términos de funciones de cuadrado integrable de una variable, se concluye que
estos sistemas son equivalentes a modelos cuénticos de particulas que viven en un espacio con una
dimension compacta adicional.
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Parte 1
Introducciéon a las teorias en espacios
no-conmutativos

En esta primera parte de la tesis, daremos una introduccién general a las teorias en espacios no
conmutativos en matemaética y fisica.

Comenzaremos explicando someramente el contexto en el cual surgen las primeras ideas de
un espacio-tiempo discretizado y el interés actual en las mismas ideas, mencionando que estas
estructuras aparecen en el marco del limite de bajas energias de la teoria de cuerdas, en el contexto
de la materia condensada, cobrando relevancia en el estudio del efecto Hall, y como una estructura
alternativa del mecanismo de Kaluza Klein (capitulo 1).

En segundo lugar haremos una breve introduccién a la mecanica simpléctica viendo alguna de
las consecuencias inmediatas de trabajar con un &dlgebra deformada de corchetes de Poisson en
mecénica clasica. Posteriormente introduciremos el producto Moyal, lo que nos permitird pasar a
un marco cuantico, para finalmente discutir las limitaciones inherentes de una no-conmutatividad
a parametros constantes e introducir asi el espacio de Snyder (capitulo 2).




1. INTRODUCCION FiSICA

En 1930 Heisenberg, con el fin de controlar las divergencias que plagaban la electrodindmica
cuantica, propuso reemplazar el espacio-tiempo continuo por una estructura reticular |2]. Esta idea
de un espacio de configuracion difuso, donde las distancia minima queda acotada por esa estructura
efectiva en celdas, resulta particularmente interesante para las teorias cuénticas de campos, ya que
introduce un cut-off que permitiria evitar, o al menos atenuar, el problema de las singularidades de
corta distancia, conocidas como divergencias ultravioletas de la teoria. Esta propuesta fue discutida
por Peierls, Pauli, Oppenheimer, entre otros y desarrollada principalmente por Snyder. Sin embargo
las teorias de campos no-conmutativas no despertaron demasiado interés en sus origenes. Por un
lado, postular una relacién de incerteza entre las coordenadas conduce a teorias no-locales con las
dificultades que ellas conllevan. En segundo lugar, la introduccién de una escala minima no garan-
tizaba la remocién de las divergencias de teoria de campos, puesto que una teoria no-conmutativa
podria, en principio, tener las mismas divergencias que su contraparte conmutativa o ain peores.
Por ultimo, en aquella época subyacia la idea generalizada de que un espacio-tiempo discretizado
implicaba aceptar el rompimiento de la invariancia de Lorentz [3, 4, 5].

Fue Snyder quien en 1947 introdujo por primera vez en un articulo titulado Quantized Space
Time |6] una estructura espacio-temporal no-conmutativa que actuaba como un cut-off efectivo en
teoria de campos preservando explicitamente la covarianza de Lorentz. En ella, las coordenadas es-
paciales son representadas mediante generadores de subgrupos compactos del grupo SO(1,4), grupo
de simetrias de un espacio de de Sitter, presentando asi un espectro discreto al tiempo que el resto
de los generadores reproducen el algebra del grupo de Lorentz de su proyeccion tetradimensional.
Un ano mas tarde publico, en el mismo contexto, un segundo articulo [7| delineando otros aspectos
de la teoria. Sin embargo, este notable desarrollo no fue explorado por la comunidad cientifica ya
que coincidié con los éxitos del programa de renormalizacion aplicado a la electrodindmica cuantica,
el cual dio solucién al control de las divergencias ultravioletas de la teoria permitiendo la prediccion
numérica de observables fisicos con asombrosa exactitud, por lo que Snyder abandoné estas ideas y
continud sus investigaciones en otro tema.

Desde un punto de vista puramente matematico, Weierstrass abrié6 un nuevo camino en la
geometria al estudiar directamente el conjunto de funciones complejas que satisfacen un algebra
particular y derivar el conjunto de puntos a partir de ellas. !

Esta idea de reemplazar conjuntos de puntos por édlgebras de funciones fue ampliada tiempo
mas tarde por von Neumann [8| quien introdujo el término geometria no-conmutativa para referirse
de forma general a aquella en la cual el dlgebra de funciones es reemplazada por un algebra no-
conmutativa.

Al igual que en la cuantizacion del espacio de fases clasico, las coordenadas son reemplazadas
por los generadores de cierta algebra, operadores Hermiticos que satisfacen reglas de conmutacién

1A modo de ejemplo supongamos que V es un conjunto de puntos con un ntimero finito de elementos. Entonces
el conjunto de funciones complejas definidas sobre V' forma un &lgebra conmutativa y asociativa de dimension finita
como un espacio vectorial. El producto de dos vectores viene dado por el producto de sus componentes y satisface
la desigualdad || fg ||<|| f |lll g || con respecto a la norma || f ||= max|f|. Sea f* el complejo conjugado de
f, que satisface || £ ||=| f ||?>. Un algebra normada con una operaciéon de involucién f — f* que satisface las
dos condiciones anteriores se la denomina una C*-algebra. De forma inversa cualquier algebra finito dimensional
conmutativa que sea una C*-algebra puede ser considerada como un &lgebra de funciones sobre un conjunto finito
de puntos donde el nimero de puntos estd codificado en la dimensién del algebra. Es esencial que el dlgebra sea
conmutativa para poder interpretarla como un algebra de funciones sobre un conjunto de puntos.



no triviales. De ese modo, las coordenadas no pueden ser todas ellas diagonalizadas simultanea-
mente y el concepto usual de posicion en el espacio deja de tener sentido. Asi como la celda de
Bohr reemplaza el concepto de punto sobre el espacio de fases clasico, la nocién intuitiva adecuada
para reemplazar al punto en esta geometrias no-conmutativas es la de una estructura reticular en
el espacio de coordenadas. Pero, puesto que dicha estructura no es observada a escalas macroscopi-
cas, las dimensiones lineales de la celda deben ser menores o comparables a la longitud de Planck,

by = w/ﬁ—? =1,6162 x 10~3%m, donde G es la constante de gravitacién universal de Newton.

Por analogia con la Mecanica Cuédntica, cuando se describe la versidn difusa del espacio-tiempo,
las cuatro coordenadas son representadas mediante operadores hermiticos definidos sobre un espacio
de Hilbert que generan un algebra no conmutativa, satisfaciendo relaciones de la forma

[zH, "] =10 JH, (1.1)

donde 6 es un pardmetro con dimensiones de longitud al cuadrado. La presencia del factor 2 en el
lado derecho de la ecuacion (1.1) implica que los J*” son también operadores hermiticos. Si estos
operadores son no nulos, cada coordenada z* tendra autovalores reales, pero no todas ellas podran
ser simultaneamente diagonalizadas, de modo que esas relaciones de conmutacién conducen a un
principio de incerteza anélogo al de Heisenberg,

0
Azt Azx” > 5\(J“”)], (1.2)
quedando asi el espacio-tiempo cuantizado en celdas cuyo volumen es del orden de (2760)2. De esta
manera, la introduccién de una longitud caracteristica induciria un cutt-off ultravioleta efectivo en
el espacio de momentos,

A% < (1.3)

D

Por otro lado, puesto que en el limite en que 8§ — 0 el algebra de las coordenadas no-conmutativas
(1.1) converge al dlgebra de Heisenberg usual, resulta razonable pensar que esos operadores deberian
de converger a las variables conmutativas usuales ¢ (operadores multiplicativos), a menos de una
constante de normalizacién Z,

lim 2t = Z ¢g" 1.4
lim q (1.4)

Una consecuencia inmediata de (1.1), que se deduce de la identidad de Jacobi
[ [ ] + [2%, [y 2] =08 [T, 1] (1.5)

es que a menos que J'2 conmute con p1, los conmutadores [azl, pl] y [m2, pl] no pueden pertenecer
simultdneamente al centro del algebra A generada por las coordenadas y los momentos. Por el
contrario se tiene,

[:Bi,pj] =1h (5; + 9A§-) , (1.6)

siendo A;- un elemento del algebra A que no pertenece al centro.

Pero la geometria es mas que sélo una coleccién de puntos y, en consecuencia, se necesita mas que
solo el algebra para describirla. Alain Connes en los 80 resolvio este problema [9, 10], conjuntamente
con otros matematicos [11], introduciendo la nocién de geometria diferencial no-conmutativa con
su calculo diferencial asociado. Asi como es posible definir una estructura diferencial asociada a un



espacio topologico, también es posible asociar un estructura diferencial a una dada algebra arbitra-
ria. Las primeras aplicaciones fisicas de estos desarrollos se basaron en interpretaciones geométricas
del Modelo Standard, de sus campos y constantes de acoplamiento [10, 12|. Por otro lado, esta
generalizacion no-conmutativa resultd ser esencial para explorar la relaciéon entre Mecénica Cuan-
tica y Mecénica Clasica. En efecto, asi como el rol de la geometria simpléctica es actualmente un
campo de gran importancia tanto en Matemética como en Fisica, que permite describir y modelar
fenémenos naturales, las estructuras simplécticas no-conmutativas ofrecen un entorno promisorio
para la construcciéon de teorias fisicas.

Siguiendo con el lineamiento de las motivaciones mateméticas, la geometria no-conmutativa
abrio la posibilidad del estudio de los llamados grupos cudnticos. Este término denota varios tipos
de algebras no-conmutativas con una estructura adicional. Curiosamente, no son ni “grupos” ni
“cuanticos”. El primer ejemplo fue encontrado por Kulish-Reshetikhin [13] y por Sklyanin [14]|. Una
descripcion sistematica fue dada por Woronowicz [15] entre otros. Tiempo después, Wess-Zumino
[16] construyen el célculo diferencial en estos espacios cuéanticos. La teoria de representacion de
grupos cuanticos es un campo de investigacion activo desde el trabajo pionero de Woronowicz. Otro
problema interesante es la relacion entre el célculo diferencial covariante bajo la (co-)accion de los
grupos cuanticos y aquellas construidas a partir del formalismo de Connes.

Por otro lado, las dificultades que han impedido hasta el momento formular una teoria cuéntica
para la gravitacion han renovado el interés en el estudio de geometrias no-conmutativas en las que la
estructura del espacio-tiempo a cortas distancias no esté apropiadamente descrita por una variedad
diferenciable. En efecto, puesto que es necesario concentrar una energia del orden de hc/L para
alcanzar una resolucion de distancias de orden L, la energia necesaria para medir la estructura del
espacio-tiempo con una precision del orden de la escala de Planck es tal que en esa region se formaria
un agujero negro microscopico con un radio de Schwarzschild del mismo orden de magnitud. En
consecuencia, mejorar la precision espacial mds alld de la longitud de Planck requeriria una energia
mayor a he/t, y como los agujeros negros crecen en tamano al aumentar su energia, la consecuencia
seria la formacidn de un agujero negro de tamarno mayor que la longitud de Planck, con lo que no se
lograria mejorar la precision. Esto significa que las fluctuaciones cudnticas que cambian la estructura
geométrica e incluso topologica del espacio-tiempo, tales como agujeros negros microscopicos, son tan
importantes como los gravitones y otras particulas cuando alcanzamos la escala de Planck. En otras
palabras, las fluctuaciones cudnticas puramente gravitacionales adquieren la misma magnitud que las
fluctuaciones cudnticas descritas por el modelo estandar, lo que sugiere que todas las interacciones
de la Naturaleza estan unificadas a distancias del orden de la escala de Planck. Asi pues, resulta que
la posibilidad de producir agujeros negros como fluctuaciones cudnticas pone un limite operativo al
funcionamiento del microscopio de Heisenberg, ya que existird una distancia efectiva minima. Por
esta razon, muchos fisicos cree que la construccion de una teoria cudntica de la gravitacidn requerird
de un nuevo limite en la Naturaleza, en este caso en la escala de distancias.

Por otro lado la aplicacion de la mecdnica cudntica a un agujero negro macroscopico produce
resultados sorprendentes. Debido al cardcter unidireccional del horizonte de sucesos resulta que un
par particula-antiparticula creado espontdneamente por una fluctuacion cudntica puede perder uno
de los componentes detrds del horizonte. El efecto neto de este proceso es una radiacion emitida por
el agujero negro que es alimentada por la energia del campo gravitacional y tiene una temperatu-
ra caracteristica, llamada temperatura de Hawking, que es inversamente proporcional a la masa del



Figura 1: Una energia E permite alcanzar una resolucion L = fic/E (linea intermitente). De colapsar toda esa energia en un
agujero negro, su tamano aproximado seria L = Ef,E/ﬁc (linea de puntos). De combinar ambos efectos deberia obtenerse un

comportamiento como en el de la curva de trazo continuo cuyo minimo estaria localizado en L = £, = \/Gh/c3.

agujero negro. Aplicando argumentos generales de termodindmica, parecidos a los usados por Planck
para el caso de la radiacion electromagnética, es posible deducir el nimero de estados microscopicos
que deberia albergar el agujero negro para poder radiar con esa temperatura. El resultado es que el
agujero negro se puede describir como un sistema cudntico con una unidad de informacion por cada
unidad de drea del horizonte (medida en unidades de la longitud de Planck). Una conclusion que de
nuevo reafirma la idea de que la longitud de Planck es, de forma efectiva, una distancia minima en
gravitacién cudntica®.

Cabe mencionar que una de las primeras aplicaciones obvias de la geometria no-conmutativa es
la de una estructura alternativa para la teoria de Kaluza-Klein. En este tipo de teorias el espacio-
tiempo usual se deja inalterado modificindose sélo las dimensiones adicionales y reemplazando su
algebra de funciones por un algebra no-conmutativa, usualmente de dimension finita. A consecuencia
de esta restriccidon, y a consecuencia de que estas dimensiones extras son puramente algebraicas, la
escala longitudinal asociada a ellas puede ser arbitraria |18].

El algebra entonces toma la forma |

A=C(V)® M,, (1.7)

donde C(V) es el espacio de funciones continuas sobre la variedad V', usualmente tetradimensional,
y M, es un algebra de dimensién finita n. Una buena parte de este formalismo es idéntico al de la
teoria M de las D-branas [19, 20] . No obstante, dado que este punto de vista tiene varias debilidades,
por ejemplo la incorporaciéon de las correcciones radiativas cuénticas, enventualmente fue abando-
nado. Sin embargo, causé un renovado interés en las ideas de Snyder acerca de la no-conmutatividad
del espacio-tiempo.

?Extracto obtenido de [17]



Actualmente las teorias no-conmutativas tienen una utilidad y un interés manifiesto en un amplio
espectro de problemas en diversas areas tales como matematica [21, 22|, fisica teoérica [23, 24|,
fenomenologia [25] o materia condensada |26, 27|, ademés de haber adquirido un interés per-se.
Por ello, resulta importante analizar las posibilidades de detectar tal estructura. Existen diversos
trabajos en los que se establecen cotas para los valores del parametro de no-conmutatividad 6. En
[28] calculando las correciones radiativas debidas a la no-conmutatividad en el corrimiento de Lamb
y comparando con los datos observacionales se obtiene la cota |0] < (10 Tev) > (/10] < 2x10720m).
Valores similares fueron publicados en [29], donde la cota proviene del calculo de la seccion eficaz
diferencial para el problema de Aharonov-Bohm cuando el flujo magnético es cuantizado (siendo
nula la contribucion para el caso conmutativo usual), y en [30] donde se estudiaron las anisotropias
debidas a la violaciéon de la invariancia de Lorentz.

Por ultimo, cabe mencionar que experimentos recientes llevados a cabo usando un condensado
de 52Cr [31, 32, 33|, donde se puede relacionar el parametro de no-conmutatividad 6 con pardmetros
del experimento (ver [34]), derivaron en un valor aproximado de 6 ~ 10~1°m?2,

Paralelamente en [35], se relaciond el valor experimental del campo magnético en el Efecto Hall
Cuéntico de [36] con 6 obteniendo un valor aproximado del mismo orden.

Pero la motivacién més importante para el estudio de espacios no-conmutativos proviene de
teoria de cuerdas, puesto que constituye el mejor candidato para una teoria cuantica de la gravedad
unificada a las otras interacciones fundamentales. Tras los trabajos de Connes, Douglas y Schwarz
[19], Seiberg y Witten [23] y Douglas y Hull [37] se descubrieron diversos limites de la teoria de
cuerdas y de la teoria M que corresponden a teorias efectivas de campos en espacios no-conmutativos.

Por su parte, en una geometria no-conmutativa una configuracién monopolar tendria energia
finita ya que el punto donde estaria localizado el monopolo ha sido reemplazado por una celda
difusa, mientras que ciertos monopolos que se obtienen en teoria de cuerdas también tienen energia
finita |38|. Este es otro aspecto importante que comparten ambas teorias.

En una geometria no-conmutativa la cuerda es reemplazada por un ntimero finito de celdas don-
de cada una de ellas contiene un modo cuéntico. A consecuencia de las relaciones de conmutacion
no triviales, la linea d* = ¢'* — ¢ que une dos puntos ¢’* y ¢* esta cuantizada y caracterizada
por un nimero de operadores de creacion a; [25], cada uno de los cuales crea un desplazamiento
longitudinal. Estos desplazamientos corresponden a un modo vibracional longitudinal rigido de la
cuerda. Puesto que no se requiere energia para separar dos puntos, la tensiéon de la cuerda seria
cero.

En la version mas elemental de una teoria no-conmutativa, 0¥ = 0 J*¥ seria una matriz cons-
tante antisimétrica y, por lo tanto, no un operador covariante de Lorentz. Esta situaciéon es hallada
en teoria de cuerdas en presencia de un campo tensorial antisimétrico de fondo [23]. Pero, puesto
que en ese caso J* define direcciones preferenciales respecto del observador inercial considerado,
se tiene una violacion de la invariancia de Lorentz [3, 4, 5, 39, 40] como consecuencia indeseable.

Con el fin de restaurar dicha invarianza, diferentes tipos de no-conmutatividad fueron estudiados
[41], en los que el parametro 6 = 0J* de la ecuacion (1.1) es promovido a un operador que se
transforma como un tensor frente a transformaciones de Lorentz.

Estas ideas fueron puestas en practica en una serie de papers [42], (empleando el édlgebra de
Doplicher, Fredenhagen y Roberts [43]), en donde los operadores 6* son considerados como las
coordenadas usuales de un espacio-tiempo extendido a diez dimensiones con la hipotesis de que el



triple conmutador de las coordenadas x* se anula. Esta dlgebra fue extendida més tarde por Amo-
rim [44] a través de la introducciéon de un momento canénico conjugado a esas nuevas coordenadas.

Las teorias no-conmutativas también aparecen en el area de materia condensada. Por ejemplo,
en el estudio de la dindmica de electrones en un campo magnético proyectado sobre el nivel de
Landau més bajo, problema de relevancia para el efecto Hall cuantico [45].

Esta tesis se circunscribe al marco de la Mecénica cuantica no-conmutatva [46], modelo simpli-
ficado empleado para explorar las propiedades de estos espacios no-conmutativos con el objeto de
obtener consecuencias fenomenolégicas més directas que las que resultan del estudio de teorias de
campos. En la formulacién Hamiltoniana, el dlgebra de Heisenberg usual debe modificarse intro-
duciendo una relaciéon de conmutaciéon para las coordenadas, lo cual también puede expresarse en
términos de una ecuacion de Schrédinger deformada por el producto Moyal [47, 48].

Ademas de la no-conmuatividad ya mencionada entre operadores de coordenadas [43, 49|, tam-
bién ha sido considerada la no-conmutatividad entre operadores de momento, en relacién a una
deformacion por cuantizacion de la estructura de Poisson [50] y como una cuantizaciéon magnética
[51, 52]. Téngase en cuenta que la introduccion de un campo magnético de fondo en la Mecénica
Cuéntica usual conduce a la no anulacién del conmutador ente momentos canénicos.

Estos trabajos estimularon la construccion de nuevos modelos cuanticos [46], permitiendo ex-
plorar nuevas ideas en diversas situaciones de interés. Por ejemplo, modelos basados en un tipo de
deformacion no-standard del 4dlgebra de Heisenberg, en la cual las variables dindmicas son modifica-
das mediante la suma directa de generadores de un algebra de Lie no Abeliana, como los estudiados
en [53, 54|. Una deformacion similar en los momentos puede ser interpretada como la introduccion
de un campo magnético constante no-Abeliano [55, 56].

Este tipo de no-conmutatividad en el espacio de fases, donde el namero de grados de libertad se
ve extendido de la manera antes descrita, ha sido empleada en la formulaciéon de algunos modelos
cuanticos de interés [53, 54| encontrando aplicacion, por ejemplo, en la descripcion del grafeno,
un nuevo material recientemente obtenido experimentalmente que se comporta como un sistema
bidimensional. En efecto, en [56] fue estudiado un modelo continuo bidimensional que toma algunos
elementos del modelo de tight-binding para este material y reproduce el efecto Hall cuantico entero
anomalo caracteristico del grafeno.



2. INTRODUCCION MATEMATICA

En esta seccion se dard una breve descripcion matemdtica de la mecdnica simpléctica, que consti-
tuye el marco adecuado para introducir la no-conmutatividad a nivel cldsico, remarcando algunas de
las consecuencias fisicas inmediatas que se derivan de ella. Luego, se establecerd un marco cudntico
a través del mecanismo de cuantizacion por deformacion, introduciendo un producto asociativo pero
no-conmutativo conocido como producto Moyal, donde se enumerardn algunas de sus propiedades.
Aqui se hard contacto con la primera parte de nuestro trabajo, ya que a través de este mecanismo se
suele introducir la Mecdnica Cudntica no-conmutativa, tema objeto de nuestro estudio. Por tiltimo,
al presentar las limitaciones de una no-conmuatividad a pardmetros constantes, se introduce el es-
pacio de Snyder, el cual servird como referencia histérica y como motivacion para la sequnda parte
de la presente tesis.

Sistemas fisicos

Como es bien sabido, una vez identificados los grados de libertad de un sistema fisico, la dindmica
del mismo queda determinada por dos elementos:

» El Hamiltoniano H, el cual (para sistemas no relativistas) es una funcion cuadrética del
momento sumada a un nimero finito de términos que dependen de las coordenadas; simboli-
camente

H~p*+V(q). (2.1)

s La forma simpléctica w, que es una 2-forma cerrada y no degenerada asociada al espacio de
fases del sistema 7*M.3

La mecénica cuédntica y el formalismo de Hamilton de la mecénica clasica estan intimamente
relacionados. Cuando hablamos de mecéanica clasica de un sistema con un nimero finito de grados de
libertad, tenemos en mente algo asi como un sistema de particulas para las que se puede especificar
la posicién y el momento en cada instante de cada una de ellas. En otras palabras, el estado del
sistema estd determinado como un punto de un espacio finito-dimensional, el espacio de fases del
sistema. Sin embargo, en la mecanica cuéntica el principio de incerteza de Heisenberg (que es
una consecuencia de la no-conmutatividad de los observables cuanticos) impide que los estados del
sistema, estén representados por puntos del espacio de fases.

En este capitulo, veremos que los sistemas cléasicos y los cudnticos pueden ser estudiados dentro
del formalismo de la Mecanica Simpléctica. Si bien en los capitulos subsecuentes estableceremos un
marco cuantico para la descripcién de los sistemas estudiados en esta tesis, varias consecuencias
interesantes pueden hallarse inmediatamente dentro del contexto clasico.

Mecéanica clasica

Denotaremos genéricamente las coordenadas y momentos {q’,pj;i,j =1,2,--- ,n} de 7T*M
€como {zz;i =1,2,--- ,2n} cuando no se necesite diferenciarlas. Apartir de w, cuya expresiéon en

3El espacio de fases constituye el fibrado cotangente del espacio de configuracion del sistema (el cual no es mas
que una variedad diferenciable M).



términos de las variables dinamicas viene dada por w := w;;(z) dz" A dz? (suma implicita en los
indices 4, j), queda definido el corchete de Poisson* de dos funciones f,g: T*M — R por

af 0Og ik

{fi9}(2) = w(Xy, Xg)(2) = wij(z)azi Bai0 W Wk = — 4tk (2.2)

J

Por definicién, ésta es una operacion bilineal y antisimétrica que satisface la identidad de Jacobi®
(lo que es una consecuencia de que w sea cerrada). Ademaés, no es dificil probar que respeta la regla
de Leibnitz del producto.

Varios tipos de Hamiltonianos fueron estudiados durante el ultimo siglo, sin embargo, el rol de
la forma simpléctica ha quedado relegado, suponiéndose en general que la misma siempre viene
dada por su forma canoénica wy = dq’ A dp;. Puesto que w es cerrada, por el lema de Poincaré se
tiene que localmente wg = —dfy, donde 6y = p;dq’ es conocida como 1-forma fundamental. Resulta
util escribirla en términos del producto interno usual de R™, (-, ),

0 1
wo ((q1,p1), (g2,p2)) = 2 ( 1 0 ) z=(q1,p2) — (P1,q2) - (2.3)
Asi definida, la ecuacion (2.2) se reduce a
{d.dy=0, {dp}=0. {pip}=0, (24)

que no es més que la forma usual para los corchetes de Poisson.

En la segunda parte de esta tesis exploraremos las consecuencias de tener una 2-forma simpléc-
tica mas general (pero aun constante). Esta generalizacion se corresponderéd con una estructura de
Poisson deformada.

Consideremos una forma simpléctica w definida sobre un espacio de fases de coordenadas gene-
ralizadas (x;, m;):
w:=wy—eF —e'G (2.5)
donde 1 1
F = §Fwdxl A da? , G:= iGijdﬂ'i A dﬂ'j (2.6)

y e,e’ son parametros que controlan la no-conmutatividad en el espacio de momentos y en el de
coordenadas respectivamente. Las formas F' y G no son necesariamentes constantes y (z,7) son

coordenadas sobre 7*M.
Puesto que w debe ser cerrada, F' y G deben cumplir,

OFj OFy O0F; OF;
Oxt +8mj +8xk_0’ 67rk_0
. . 3 5 (2.7)
oGIk N OGk N oG4 0 oG9 0
87‘(1‘ aﬂ'j 87'% o al’k N

“En el Apéndice A se realiza una breve descripcion de las definiciones de campos, formas, producto wedge y
corchetes de Poisson

En otras palabras, el espacio de funciones reales suaves definidas sobre 7* M con esta operacion forma un algebra
de Lie.



de donde se concluye primero que F solo puede ser funciéon de la posicion, mientras que G solo del
momento, y segundo que ambas formas F' y G son cerradas.
En estas nuevas coordenadas, la ecuacion (2.2) se reduce a |57]

gy (0908 09N |y O 09 gy OF 99

oxt dxd
siendo \I/; = 5} + ee*GilFlj.
De esta ultima expresion se deduce que la estructura de Poisson que satisfacen las coordenadas

(2.8)

€S

{2, 7;} = (\Il_l)i. , {at ) = (\I/_IG)U , Am,mit=e (F\I/_l)

! (2.9)

ij
A partir de (2.8) es facil calcular la evolucion temporal de una funciéon f dado un Hamiltoniano
H. En efecto,

f={fH}or. (2.10)
En particular, de aqui se encuentran las ecuaciones de Hamilton en las nuevas coordenadas,
da’ i (0H wOH dm; i ( OH OH
= (0 (= +eGif— L= (Y (= e 2.11
dt (™), (371']‘ e 81:’“) Coodt () dzj T oy 240

dejando asi de forma manifiesta que la dindmica de un sistema en un espacio no-conmutativo no
resulta equivalente al de uno definido en el espacio usual. Estas ecuaciones se reducen al limite
clasico usual cuando los parametros de no-conmutatividad se anulan.

Cabe destacar que para el caso en el que la forma simpléctica esté definida sobre un espacio
de fases tetradimensional, de forma tal que F,G € {U € R**2?, U = —U"} es facil probar que ¥
resulta proporcional a la matriz identidad, lo que implica que [F,G] = [¥, F| = [¥,G] = 0. En este
caso, tomando w — U~w, los corchetes entre las variables dindmicas quedan definidos por

{o',m} =65, {2", 27} =e"GY, {m,m}=eF;. (2.12)
mientras que las ecuaciones de movimiento se reducen a

at_om
dt on;j

OH  dm  OH OH
Ik 2 T F. -
B T T L =

(2.13)

Antes de proseguir con el andlisis, resulta instructivo en este punto, mostrar algunas de las
consecuencias de la naturaleza de los parametros e y e*. Para ello veamos algtin ejemplo sencillo de
los siguientes tres casos:

1. e* =0 pero e # 0.
2. e*#0peroe=0
3.ef#0ye#0

1. Para el primero de ellos se puede dar una interpretacion fisica bien conocida: el sistema se
encuentra sujeto a un campo magnético externo B(z). Puesto que B es cerrado podemos escribir
(localmente) B = d.A. Estableciendo ¢ = 1, el acoplamiento minimo requiere el cambio m; — p; —eA;
y ¢¢ — 2*, de donde es facil verificar que

{CL’i,ZEj}:O, {71'1',7'(']'}2681']‘, {l’i,pj}:(;;-, (214)
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siendo B;; = Fij = €;;1B*(z) y en consecuencia
w=uwp— gBij dz' Adr? = —d [(pi — eAi)dazi] . (2.15)

Notar que un cambio de gauge A" — A+ V¢ (z) no altera a w y, en consecuencia, constituye una
transformacion canonica (o simplectomorfismo).

Pensemos en particular en el problema de Landau. En el mismo, se desea describir la dinamica
de una particula con carga e que se mueve en un plano en interaccién con un campo magnético B
constante (B;; = geij). Esta constituye una de las primeras apariciones de una estructura simpléctica
no candnica en fisica que, curiosamente, en el limite de pequenas masas o grandes campos magnéticos
da origen a una no-conmutatividad en las coordenadas. En efecto, el Lagrangiano del sistema para
el gauge de Landau (A, A2) = (0, —Bz1), viene dado por:

1
L, = i,u,(.i‘% + @3) 4 eBrydg — V (21, 22), (2.16)

siendo V' (x1,x2) un potencial externo adicional débil. De esta ultima ecuacion se lee que en el limite
@ — 0 se tiene

ﬁo = 661’11‘2 — V(:L’l,l’Q) . (2.17)
Puesto que p = %—Eq.“, tenemos la identificacion (q,p) = (z2,eBz1). Finalmente tomando en con-
sideracién que {g,p} = 1 se tiene {z1, 22} = ——5. En resumen, la dinamica de una particula en

dos dimensiones expuesta a un campo magnético constante en el limite de pequenas masas, puede
ser descripta introduciendo una no-conmutatividad en el plano. Este sistema fue estudiado (cuan-
ticamente) por primera vez en 1933 por Peierls [58] en el contexto del estudio del diamagnetismo
de Landau. Un estudio exhaustivo del problema de Landau en el espacio no-conmutativo puede
encontrarse en [59.

2. Para el segundo caso, se puede interpretar andlogamente, que el sistema se encuentra sujeto
a una 2-forma cerrada la cual interactda con una particula de carga dual e*. Sin embargo, aqui se
presentan particularidades inesperadas. Una de ellas es que, ain en el caso mas simple G% = @/
se rompe la invarianza de gauge de una particula minimamente acoplada a un campo electromag-
mético®. Tomemos un sistema de unidades donde e* y la carga del electrén sean unitarias, de forma
de regular la no-conmutatividad tinicamente con el parametro 6, el cual representa la intensidad de
la forma G. Luego, si H = (57— A)? de las ecuaciones (2.13) se sigue que

& = 2(pk — Ap) (O, — 030, Ax) - pi = 2(prs — Ak) Ay . (2.18)

Es inmediato que las ecuaciones de movimiento dependen de la elecciéon de gauge. En efecto, tomando
—_B. ...
A = — 56y,

0B 0B
i1 =2B(1+ Z)ﬁ@ : io = —B(1+ Z)il ; (2.19)
mientras que para el gauge de Landau,
i = 21 5983'32 ) Zo = —2B(1+60B)x; . (2.20)

Esto es una consecuencia de la relaciéon de conmutacion entre las diferentes componentes del mo-
mento cinético m; = p; — eA;

{Pl — Ay, p2 — Az} = EijaiAj + {Alw‘b} = Fi2 (2-21)

Para mas detalles referimos al lector interesado a [60].
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La expresion resultante para Fi2 involucra un término adicional ({A1,.A2}), el cual es caracteristico
de teorias de gauge no-Abelianas y, en efecto, es el responsable de la diferencia en las ecuaciones
de movimiento. Notar que en el gauge de Landau {A;, A2} = B, mientras que en el simétrico
{A1, A2} = B(1+ %). Sin embargo la condicién de cambio de gauge queda determinada al exigir
que todas las variables dinamicas cambien mediante una transformacién unitaria de la misma forma
que lo hace Fi2, lo que implica que

Al =UAU Y+ U U . (2.22)

Otra de las novedades que se presentan en este caso, es que las ecuaciones de movimiento no
siempre son derivables de un Lagrangiano’. El concepto de energia conservada prevalece, pero si
uno parte de un dado Hamiltoniano y realiza una transformacién de Legendre usual para pasar a
la formulacién Lagrangiana, se obtendra a partir de ésta ecuaciones de movimiento erréneas. Esto
es un reflejo de la complicacion inherente a la transformacion de Legendre cuando e* # 0.

Una resena interesante es que para una particula expuesta a un potencial central cuyo Hamil-
toniano viene dado por H = imﬂi + V(x;2") en el espacio no-conmutativo tridimensional, donde

G = ¢kg,;,, las ecuaciones de movimiento que se obtienen a partir de (2.11) son:

@:Wi ijkeal ..:_871/ 2.2
T H+€ e e D’ (2.23)
de donde se concluye,
_ 90V

7l = pit + pei* Qi Qo (2.24)

Coroor’
Esta ecuacion puede ser interpretada como el momento de una particula vista desde un sistema de
referencia no inercial, rotando con velocidad angular 2.
Las nuevas ecuaciones de Newton vienen dadas por,
(2
pit = BV, peT*qQ + et (2.25)
r Or
donde se observan las correcciones debido a la no-conmutatividad. El segundo término en el miem-
bro derecho es la fuerza de Coriolis y el ultimo es andlogo a la fuerza producida por un sistema
en rotacion no-uniforme. Es evidente de aqui que, a consecuencia de las correcciones introducidas
por la no-conmutatividad, se rompe la invariancia rotacional usual de un campo central, es decir,
lp = eijkmjpk no es una cantidad conservada®. En [62] se estudia el problema de Kepler y estos
términos adicionales son interpretados como una fuerza andloga a la producida por un campo gravi-
tacional de un objeto masivo muy lejano animado de una rotacién no-uniforme. En [63] se muestra
que el corrimiento del perihelio (0¢), es muy sensible con respecto al parametro 0, de forma que
pequenos cambios en 6 induce cambios evidentes en d¢, estableciendo asi una coneccién entre la
fisica de pequenas y grandes escalas, ademés de conducir a una cota superior para 6.

3. Si ey e* son no nulos y se tiene en cuenta que w debe ser no-degenerada, es evidente que
debe exigirse que det¥ # 0, condiciéon equivalente a pedir que el jacobiano del cambio de coorde-
nadas sea no-singular. Cuando esta condicién no se satisface, el sistema experimenta una reduccién

"Para més detalles consultar la referencia [61]
8En efecto, es facil verificar de (2.8) que lo no genera las rotaciones en este espacio.
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dimensional (ya que no todas las coordenadas tendran una evolucion temporal independiente). En
efecto, consideremos por simplicidad la forma simpléctica constante definida en un espacio de fases
tetradimensional

1 K . . 9 ..
= A I J_ 2 g g )
Wne : T 0 (wo 5 €;j dx' A dx 5 €Y dm; N d77]> , (2.26)

la cual etiquetamos de manera particular puesto que aparecerd recurrentemente en este trabajo.
De (2.13) se deducen las siguientes ecuaciones de movimiento:

. O0H - OH OH OH
b= feV — Ty = ———— i - 2.27
v om; +oe oz " ozt + R or; (2.27)
Si k alcanza el valor critico k. := 1/6, de (2.27) se deduce
1 = —0fry, o =01, (2.28)

por lo que ocurre una reduccién dimensional ya que los grados de libertad del sistema se reducen a
la mitad, en otras palabras, el espacio de fases tetradimensional {x!, 2% 7,72} colapsa a uno bidi-
mensional generado por las variables canénicamente conjugadas z!' y 2. Puesto que 6 es constante
se tiene:

r1=—0my+c1, x2=0m+cy, (229)

donde la arbitrariedad de las constantes ¢y, co garantizan la libertad de imponer condiciones iniciales.

Por ualtimo, en (2-+1)-dimensiones, si el Hamiltoniano H es rotacionalmente invariante H =
H (Wiﬂi,a:ixi), el sistema resultante para kK = k. no solo serd integrable (como cualquier sistema
unidimensional), sino que ademés presenta una solucion sencilla. En efecto,

H:=H (H_Qxixi,:rixi) , {x,x0} =10 (2.30)
Definiendo:
a:= 1 (14 122) , af:= 1 (x1 —w2), 20 (2] +23) = a'a, (2.31)
V20 V20
las ecuaciones de moviento toman la forma
@_ _at = z% ho(n) = hg(a'a) = H . (2.32)

a al dn’

Desde un punto de vista cudntico, la reduccién dimensional es clara, dejando un Hamiltoniano que
es funcion del Hamiltoniano del oscilador arménico, de donde se concluye que el espectro es discreto
con niveles de energias dado por E,, = hg (0(n +1/2)). °

Es interesante notar que el parametro x cuando 6 # 0 juega el rol de una especie de generalizacién
de un campo magnético constante B a este espacio no-conmutativo. Sin embargo, esta extension es
no trivial, ya que un sistema con s # 0 no es equivalente a uno con x = 0 y con el shift cldsico
pi — Beijxj. En efecto de (2.13) se deduce, para un Hamiltoniano H := it 4 V(x) con w como en
(2.26), que las ecuaciones en (2.27) se reducen a

. 191% ) oV
T =2 +¢96ij@, =55

°En [64] se puede encontrar una lectura mucho mas detallada de esta reduccién dimensional para un sistema
n-dimensional con los pardmetros 6 y x no necesariamente constantes.

+ 2K €555 , (233)
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en cambio para el mismo Hamiltoniano con m; := p; — Be;jx;, y una 2-forma como la anterior pero
con Kk = 0 se tiene

: oV . oV
T; = 2(1 — 9862']') T+ Geij@ , T = _aﬂ + 2‘9861']'77]' , (234)
de donde se ve que ambos sistemas no son equivalentes.
|

Hasta aqui hemos analizado algunas de las implicancias de una estructura no conmutativa. Sin
embargo, resulta oportuno preguntarse si es posible encontrar coordenadas de forma tal que w tome
en ellas la forma candnica usual wp. La respuesta es si y viene dada por un enunciado conocido
como Teorema de Darboux.

Teorema de Darboux. Sea (T*M,w) una variedad simpléctica'®. Para cada entorno de z € T*M,
existe un mapa local coordenado en el cual w es constante.

Corolario. Si (T*M,w) es una variedad simpléctica con dimT*M = 2n, entonces en todo entorno
z € T*M existen coordenadas locales (ql, s @, D1, ooy D) llamadas candnicas, tales que

w= Z dg' A dp; = —dby, (2.34)
i=1
o en su forma matricial:
0 ]-nzn
[wlap = ( 1m0 ) : (2.34)

Ademds, los corchetes de Poisson se reducen a su forma candnica (2.4).

En resumen, este teorema garatiza que, dado un sistema fisico determinado por (H(z),w,)
siempre es posible encontrar una aplicacion lineal invertible z = (g, p) tal que el sistema en esas
coordenadas queda descrito por el Hamiltoniano H' = Ho(q, p) y la forma simpléctica Wep(q,p) = Wo-
Naturalmente dicha transformacion, por definicién, resulta no-candénica.

Ejemplo 1
Considerar los corchetes de Poisson que quedan definidos a partir de la forma simpléctica w = wp,
de la ecuacion (2.26),

{z1,22} =0, {m,m} =k, {zym;}:=0d;. (2.35)

Definamos la siguiente aplicacién lineal:

q1 A 0 09 % 1
1 _0
Ll I 0 A = 0 2 (2.36)
b1 A2 — e 0 —ax A 0 1
b2 % 0 0 A U

0En realidad se debe exigir que (P,w) sea una variedad simpléctica fuerte, esto significa que para cada z € P, la
forma bilineal w define un isomorfismo w” : T, P — T P. Para formas simplécticas débiles, en general w” solo sera
suryectiva.
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A partir de la misma es facil verificar que

Ok
{g, @2} ={p1.p2} =0, {qpj} =05 & XN+ Dz = L, (2.37)
de donde se concluye
1++vV1—k6
A= VT RT (2.38)

2

Para estos valores de A se tiene que w se reduce a wg. Sin embargo, es interesante notar que si uno
pretende que la transformacion lineal sea bien comportada cuando 0,x — 0 se debera descartar
la soluciéon A_, asi como también deberd exigirse que kf # 1 para que w sea no degenerada. Este
ejemplo se utilizard mas adelante (Ver Apéndice F) para realizar el dlgebra no-conmutativa en
términos de las variables candnicas en un contexto cudntico para el caso en que «8 < 1.

Hasta ahora hemos hecho uso del concepto de transformacién canénica sin definirlo adecuada-
mente.

Simplectomorfismos y Grupo Stmpléctico

Definicion. Un simplectomorfismo o transformacion candnica es una transformacidn suave del
espacio de fases que preserva la 2-forma simpléctica w.

Llamemos A a la representacion matricial de tal transformacion, teniendo en cuenta que w es
una forma bilineal es facil deducir que la condicion para que A sea simpléctica viene dada por

Aw-AT =w, (2.39)
Tomando determinantes a ambos lados de la igualdad se muestra que detA = 41, por lo que existe

AL

Ejemplo 2
Sea la transformacion de coordenadas

1 1
x1=rcosf, xo=rsinf, p; =cosOp, ——sinfpy, ps=sindp,+ —pg.
r r

La matriz jacobiana A : R* — R3 x [0,27) cumple A - wg - AT = wp, por lo que se dice que este
cambio de coordenadas constituye una transformacién candnica respecto a la forma simpléctica wy.
Sin embargo, es facil probar que no lo es con respecto a la forma simpléctica wy. dada en (2.26).

Definicion. El conjunto de todas las aplicaciones simplécticas definidas sobre un espacio Z de
dimensidn finita 2n con respecto al producto usual de matrices forma un grupo de dimension 2n®+n,
denominado grupo simpléctico Sp (2n,Z), el cual es conexo y no compacto.

El algebra de Lie de Sp (2n,R™), cuyos elementos son las transformaciones simplécticas infini-
tesimales, viene dada por:

sp(2n, R") = {A € L(R* R*")/ATJ 4+ JA =0}, (2.40)
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siendo L(RR?",R?") el espacio de las transformaciones lineales entre esos espacios.
Supongamos que la representacién matricial de la transformaciéon candnica viene dada por

M:<ég):e““, A:(i‘Z) (2.41)

entonces es simple ver que:
= M € Sp(2n,R") si y solo si ATC y BT D son simétricas y ATD — CTB =1
» Acsp(2n,R") siysolosid=—a’,c=cl yb=0b".

A continuacién enunciaremos un importante resultado acerca de las transformaciones candnicas
en Mecanica Cudantica.

Proposicion. Sea A : H — H, un operador lineal sobre un espacio de Hilbert complejo H. A es
una transformacion candnica, si y sélo si A es unitario.

Extendamosnos un poco més acerca de este importante resultado, del cual se desprende que las
transformaciones candnicas preservan las amplitudes de probabilidad y el espectro. Consideremos
el dlgebra de Heisenberg usual

[Gi:951 =0, [pi; D] =0, [Gi;p;] = 1hdij . (2.42)
y el lgebra deformada
[il;i‘g] 22(9, [7?1;7%2] =1k, [i‘z,ﬁ'j] :zhéij. (243)

Como hemos visto anteriormente para el caso clésico la transformacion (¢,p) — (z,7) es no-
cano6nica puesto que no deja invariante la forma simpléctica wg. Cudnticamente esta situaciéon es
idéntica, por tanto la transformacion de coordenadas no es unitaria. Sin embargo, dado (0, k) fijos
con k6 # 1, habré diferentes representaciones de los operadores (,7) en términos de los canonicos
(G = q,p=10,), todas ellas unitariamente equivalentes. Es decir, dadas dos representaciones (Z, 7)
y (2',7") del algebra deformada (2.43), existe una transformacion unitaria U tal que

i =UzU", #l=UxU". (2.44)
Por tanto, un Hamiltoniano polinémico H en ambas variables resulta equivalente a
H#,7")=UH(&#) U, (2.45)

lo que asegura que el espectro no depende de la representaciéon escogida para realizar el algebra.
A modo de ejemplo consideremos el caso particular x = 0.

[i‘l;.fz] :19, [7%1;7}2] :0, [i’i;ﬁj] :Zh(sij. (2.46)

En este contexto resulta apropiado considerar la representacion en el espacio de momento para
los operadores canénicos, de modo que ¢ y p actuan sobre funciones de onda ¢ € L (IR2, dpldpg) de
la siguiente forma

0A1  0As

7Ari: iy Ai:lai, ﬁ?i:Ai—Ai 5 con 7—7:9. 247
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Esta ecuacion provee una representacion del algebra (2.46).

Naturalmente A;(p) cumple un rol analogo al potencial vector definido en el plano de coordenadas
y 0 hace las veces de campo magnético. Un cambio de gauge A;- = Aj+ng‘j induce una transformacion
unitaria de Z a través del operador U = exp [ta(p)]. La funciéon de onda 9 (p1,p2) transforma de
acuerdo a ¢’ = U1), de manera que

H' (2, #)¢' =UH (2,7) U 'Uy = EY/, (2.48)

De donde se concluye que el espectro del Hamiltoniano no depende de la representacion escogida
para los operadores (Z,p).

Simetria Rotacional

La simetria rotacional jugard un rol esencial en el andlisis de los problemas tratados en esta
tesis puesto que nos dedicaremos a estudiar exclusivamente potenciales centrales, por ello, haremos
una breve discusiéon de la forma que toma esta simetria al modificarse la estructura simpléctica,
manteniendo en mente que para nuestro caso particular w viene dada por (2.26).

Sea una transformacion lineal de coordenadas ¢ := z! — 2/% = A;ﬂ. La misma induce un push
forward en el fibrado cotangente T *M dado por

o' =Ajal, o= (AT (2.49)
de manera que la forma simpléctica cambia como

%
w—w =dx'" Adp) — gﬂ'j(x’) da'" A\ dx? — % G (n') dr) A dm’;
(2.50)
Flj(a') = Fu (AT)E(ATD), GM(a)) = GF A} A].

En particular, si la transformacién representa una rotacién finita dada por A = exp (%u” Mij),
con M;; un generador del grupo de rotaciones, se puede ver que A conserva la forma simpléctica
wp (es decir constituye una transformacion simpléctica) pero no w’, a menos que se exija alguna
condicion extra. En tres dimensiones, por ejemplo, si ambos campos F' y G son constantes y estan
ubicados a lo largo del mismo eje, una rotacién alrededor de ese eje es simpléctica con respecto a
wne- Por tanto, dado un Hamiltoniano con simetria rotacional, el momento angular usual [y sera
una cantidad conservada atn con respecto a la forma simpléctica wy.. No obstante es interesante
expresar [p en las nuevas variables, lo cual haremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3
Sean (q1,q2,p1,p2) las coordenadas asociadas a la forma simpléctica wy, en estas coordenadas g
toma la forma usual Iy = €;;¢;p;. Sea la transformacion,

0

T A 0 2 ~ 35X q1
) 0 A X 0 q2

= . 2.51
™1 0 % A 0 P1 ( )
Uup) —ﬁ 0 0 A P2

Es facil verificar que la misma induce un push forward de wy — wpe (ver ejemplo 1). Si expre-
samos [y en estas coordenadas se obtiene:

1 0 K
L=t (ez'jxnrj + §7r2 + 2x2> (2.52)
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Para un andlisis mas exhaustivo de este tema referimos al lector a [57, 65].

Por otro lado es remarcable el hecho que, cuénticamente, el problema de autovalores y auto-
vectores de un dado Hamiltoniano resultard mas complicado ya que la transformacion lineal que
lleva de las variables no-conmutativas a las conmutativas z (¢, p), en general mezclard coordenas y
momentos haciendo que el potencial dependa de p y por ello, si el potencial no es un polinomio,
dicha dependencia hara que sea no local.

Cuantizacién por deformaciéon y Mecanica Cuéntica

Hasta ahora hemos considerado sistemas clasicos donde los observables del sistema son funciones
reales suaves definidas sobre el espacio de fases. Las cantidades fisicas medibles del sistema en un
dado instante, como la energia, son halladas evaluando el Hamiltoniano en un punto del espacio
de fases (go,po) que caracteriza el estado del sistema en dicho instante. Mateméaticamente, esto se
resume de la siguiente forma

E= /dqde(q,p)é(Q)(q — 40, P — Po) (2.53)

El objetivo de esta seccién es abordar los sistemas cudnticos. La diferencia mas sobresaliente es
que en cuantica, a consecuencia del principio de incerteza de Heisenberg, los estados del sistema
no pueden ser representados como puntos de un espacio de fases. Esto conlleva a que el algebra
conmutativa clasica de observables debe ser reemplazada por un algebra no-conmutativa cuantica.

En la forma tradicional de presentar la Mecénica Cuéntica, la no-conmutatividad es implemen-
tada representando los observables como operadores lineales que actian sobre un espacio de Hilbert,
donde los autovectores forman una base de dicho espacio y los autovalores son los posibles resulta-
dos de una medida. No obstante, la forma en que la Mecanica Cuéntica se reduce a su contraparte
clasica en el limite adecuado es atin materia de debate.

La cuantizaciéon por deformacion pretende resolver este problema incorporando la no-conmutati-
vidad a través de un producto de funciones sobre el espacio de fases no-conmutativo. Los observables
son descritos por las mismas funciones que en el caso clasico. El principio de incerteza es una
consecuencia de que los estados fisicos son distribuciones sobre el espacio de fases que no estan
localizadas, en contraste con lo que sucede en el caso clasico donde la distribuciéon toma la forma
de una delta de Dirac. Cuando evaluamos un observable en un dado estado de acuerdo al andlogo
cuéntico de la ecuacion (2.53), toda una region contribuye al valor obtenido, siendo asi una especie
de promedio del observable en ese estado particular.

Consideremos funciones complejas suaves. El producto estrella de dos funciones f x g es una
nueva funcién suave, la cual queda descripta por la serie:

[e.e]

fxg=> (h)"Cu(f,9) = Co(fg) + (h) Ci(f, ) + O(h?), (2.54)

n=0

donde los coeficientes Cy,(f,g) son funciones de f y g y sus derivadas. Es razonable exigirle a este
producto las siguientes propiedades
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L > Ci(Cr(f,9),h) = 22Ci(f, Cr(g, 1)), J+k=n
2. Co(f.9) = fg
3. Cl(f7g)_cl(g7f):{f7g}

para garantizar la asociatividad f % (¢ x h) = (f x g) x h (condicion 1), asegurar que en el limite
clasico h — 0 el producto se reduzca al usual, f x g — fg (condiciéon 2), y proveer una conexion
entre el comportamiento clasico y cuéntico (condicion 3). En efecto, si se define

[fo9l,=Ff*xg—g*f, (2.55)
la condicién 3 garantiza que
1
lim — = 2.
lim —[f. 9], = {f.9} (2.56)

Si nos restringimos a un espacio Euclideo M = R?", se conoce una expresion cerrada para dicho
producto y sus coeficientes. En este caso, las componentes del corchete de Poisson w” pueden
ser tomadas como constantes, de forma que el coeficiente C sea antisimétrico y esté dado por la
siguiente expresion:

1 . 1
Ci(f.9) = 5w (9if) (9;9) = 5{f. g} (2.57)
Este producto es conocido como producto Moyal y viene dado por:

1w gl = oo (0 1a()

(2.58)

z=z'

Antes de continuar introduciremos una notaciéon conveniente. Denotaremos a las derivadas de
forma vectorial indicando si las mismas acttan sobre las funciones a izquierda o derecha. Por ejemplo

— af — 89
fo49 Ik fOp.g fapi, (2.59)
de forma tal que o
{f, 9}wo = fwog (2.60)
donde
N — = — =
wo = 040y — 0p0y - (2.61)

Cuando no haya riesgo de confusién, como en esta dltima ecuaciéon, daremos por sobreentendido
que hay una suma inplicita de indices sobre el total de grados de libertad del sistema.

En coordenadas canonicas (donde w = wp) la ecuacion (2.58) se reduce a

—

(f*xm 9) (¢,p) := f(q,p) exp (’gh(fz - Op — 2 : 32)) 9(q,p) =

R Ly (2.62)
-3 (3) Sl eran @)

m,n=0
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Una forma de expresar este producto que resulta particularmente tutil viene dada por

th

(f*m 9)(a,p) = f (q + %@np -3 8q/> 9(d,p) (2.63)

(a,p)=(d':p") '

Es interesante aclarar que no es el tnico producto estrella definible sobre R?". Sin embargo, todos
son cohomoldgicamente equivalentes, es decir, cualesquiera dos de ellos estaran relacionados por un
operador invertible,

f+g=T (T (f)=(Tyg)). (2.64)

Esta equivalencia es de tipo matematica pero no fisicall.

Ejemplo 4
El producto Standard est4 definido como

“— =
fxs g=fexp (25&18},) g, (2.65)
y esté relacionado con el Moyal dado en (2.58), a través del operador
1 ==
T = exp <—21h8q8p> . (2.66)

En la primera parte del trabajo nos interesaremos en estudiar las consecuencias fisicas derivadas
de una forma simpléctica no-candénica como la dada en (2.26), en el contexto de Mecanica Cuantica
en 2 dimensiones espaciales.

Denotemos,
0 — = —~ = K —~ = —~ =
Zz}nc = ?30 + 7 (8;,;1812 — Ox, 961) + 5 <67r18ﬂ2 — 8ﬂ28ﬂ1> (2.67)
de forma que o o
{fig}te=Ffwog, {f 9tnc:=Ffwneg. (2.68)
El 4lgebra no-conmutativa asociada, puede ser representada a través del producto
1h
frxm g=f exp <2 Zjnc) g, (2'69)
de donde se deduce
[331; wg]ZL =16 y [71'1; 71'2]2;1 =K, [IL’Z'; 71']']?;[ = zhéij . (2.70)

En éstas relaciones de conmutacion (que pueden pensarse como una generalizacion del caso usual)
aparece incertezas asociadas a la mediciéon simultdnea de las coordenadas y de los momentos del
sistema, medidas por los pardmetros 6 y k respectivamente. En otras palabras, a consecuencia de
los conmutadores de las variables dinamicas (ecuacion (2.70)), el espacio queda cuantizado y forma

" Referimos al lector a [66] donde se muestran las diferencias fisicas de la representacion Moyal y Voros del producto
estrella para el caso particular del oscilador armoénico. Esta breve explicacion del mecanismo de cuantizacién por
deformacién se ha tomado de esa referencia.
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un algebra de Lie distinta del dlgebra de Heisenberg usual.

El interés en estudiar sistemas con este tipo de relaciones quedara explicito més adelante, pero
previo a ello resumamos algunas de las propiedades més relevantes del producto Moyal, que en lo
sucesivo sera identificado tan solo como f * g.

Asociatividad,
(f(2) xg(2)) x h(z) = f(2) * (9(z) x h(z)) (2.71)
Difiere del producto usual en una derivada total,
f(2) x g(2) = f(2)9(2) + 0. [f, g] (2.72)
siendo 1
A [f,9] = 50" F(2)Dug(2) = 50" 070 f(2)0,D39(2) + .. (2.73)

Propiedad ciclica bajo el signo de integral. Por la propiedad anterior, la integral del producto
estrella de dos funciones difiere del caso usual en un término de borde que, para el caso de
funciones de cuadrado integrables o funciones definidas en un espacio sin bordes, se anula,

/ £(2) % g(z)dz = / F(2)g(2)dz (2.74)

Regla de Leibniz,
Ou(f(2) *9(2)) = Ouf (2) x g(2) + f(2) * Dug(2) . (2.75)

La conjugaciéon compleja es una involucién antilineal,

f(2) % g(2) = g(2)  f(2) (2.76)

Hasta aqui se han considerado funciones de p’s y ¢’s, y el producto Moyal estaba definido como
en la ecuacion (2.58). A continuacion tendremos en mente que el Hamiltoniano H es funciéon tanto
de coordenadas como de momentos H = H(q, p), mientras que la funcién de onda 1 es solo funcion
de las corrdenadas ¥ = ¥(q).

Es destacable que la interpretacion probabilistica de la Mecanica Cuéntica funciona de la manera
usual. Para un Hamiltoniano H = p? 4+ V(q), la densidad de probabilidad p = v x ¢ puede ser
determinada a través de la ecuaciéon de Schroedinger

H %1 = thoy (2.77)

y su compleja conjugada (usando la propiedad de conjugacion compleja y que V' es un potencial

real),

llegando asi a la ecuaciéon de continuidad

p=1*p

j=—h [k Vip — Vi k] (2.78)

Oip+divi =0, con {
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lo que implica que la probabilidad total fR2 d%q 1) x 1 es una cantidad conservada.

Dadas funciones C* (por simplicidad tomaremos el dominio de las mismas como R?), se puede
dar una prescripcién para conectarlas univocamente con operadores en un espacio de Hilbert H
expresados en el orden de Weyl o simétrico

f(z) < Os(2) = / d*kF (k) exp (—2mik, ") (2.79)
en donde F'(k) es la transformada de Fourier de la funcion f(z)

F(k) = /d4zf(z) exp (2mik,2") . (2.80)

Los operadores z respetan el algebra [2#, 2V | = whe .
A continuacién se enuncia un resultado central, que serd explotado a lo largo de esta tesis, para

representar el producto Moyal como un producto de operadores en el espacio de Hilbert.

Proposicion. Sean Of Yy Og los operadores asociados a las funciones f y g en el espacio de Hilbert
‘H. Entonces, R o
Of*g = Of.Og (2.81)

Demostracion: Evaluemos el producto,

Ofég = /dk/dk'F(k)G(k') exp (—2mik, 2") exp (—2mk522“)

(2.82)
= / dk / dk'F(k)G (k) exp (—2mu(k + k') ,2") exp (=27 k ki wh) |
donde se ha utilizado la féormula de Haussdorff.
Por otro lado
Ofpg = / dkH (k) exp (—2mek, ") (2.83)

en donde denotamos H (k) como la transformada de Fourier del producto estrella, que viene dada
por

H(k) = /dzf(z) * g(z) exp (2mik,2"') =

= /dk’ / dk" F(K)G (k") / dz exp (—271'21{:;2”) * exp (—277sz2“) exp (2mik,2")

(2.84)
= /dk’/dk”F(k’)G(k”) /dz exp (—27r2zk;k;'w“”) exp [2mu(k — k' — k") ,2"]
= / dk'F(K)G(k — ') exp (—2m20k,k,w")
donde se calcul6 empleando la definicién
exp (—2mik),z") x exp (—2mik);z") = exp (—27‘(21]{3;]{?5&}””) exp [—2mu(k' + k"),2") (2.85)
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y se utilizo la representacion integral de la delta §(k — k' — k”). Reemplazando (2.84) en (2.83) y
haciendo una traslacion k — k + k’ se obtiene,

Ofsg = /dk/dkF(k')G(k) exp (—2m%1k, k,w") exp [—2mi(k + k'), 2" | (2.86)
Comparando esta tltima expresion con (2.82) se obtiene el resultado deseado.

Gracias a este resultado podremos representar las variables dindmicas de un sistema cuéntico
a través del operador asociado que actia sobre funciones de onda v € L?(R?, dxidxs). De esta
manera la representacion Moyal del algebra dada en (2.70) deviene en

[il;ii‘g] 22(9, [7?1;7%2] = 1K, [i‘z,ﬁ'j] :zhéij. (287)

que es de nuestro particular interés.
De forma analoga, enunciaremos la siguiente proposicion (cuya demostracion omitiremos).

Proposicion. Integrar en todo el plano R? una funcion es equivalente a tomar la traza en el espacio
de Hilbert H de su operador asociado.

/d2xf(a:1,x2) =21 TryOy (2.88)

Por ultimo, es interesante notar que para el caso particular de una no-conmutatividad solo entre
coordenadas (x = 0), surge de la propia definicion del producto Moyal la siguiente igualdad,

z“*f(z):z“f(z)—F;w“”ngy 882{,7

= [2* f(2)], = w"” (2.89)
por lo que tomar derivadas en el espacio de funciones de la posicién se corresponde, en el espacio
de operadores, con conmutar con los operadores de posicién o impulso

0 7 0 7
— & D, — & ——|q, . 2.90
5 g ] 52 gld ] (2.90)
Por tanto cualquier ecuacion, incluyendo las diferenciales, puede traducirse al lenguaje de ope-
radores.
Una base particularmente ttil es:

1 z2=—(x —1x
225(1;14’@552) = 2( 2)
0 1 7. 0 1
0. _%[“T’ | = ° (2.5)

donde @ y a' satisfacen el conmutador usual entre operadores de destruccion y creacion.
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Violaciéon de invariancia de Lorentz y espacio de Snyder

La Mecanica Cuéntica no-conmutativa es un campo de investigacién activo en el cual los ope-
radores que corresponden a las diferentes coordenadas espaciales no-conmutan como consecuencia
de un espacio-tiempo cuantizado. Esta area resulta relevante ya que explora conceptos fisicos fun-
damentales tales como tiempo, espacio y posicién a escalas muy pequenas, permitiendo una mayor
comprensiéon de los mismos.

Como habiamos anticipado, la primera parte de nuestro trabajo estara enmarcada en el estudio
de sistemas fisicos cuya forma simpléctica Z))nc da origen a un algebra deformada como la de la
ecuacion (2.70), que podemos sintetizar como [Z,, 2,] = 6, con 6, constante. Esta algebra esta
relacionada con predicciones hechas en teoria de cuerdas a bajas energias. Sin embargo, tales rela-
ciones de conmutacién conllevan, en general, a un rompimiento de la invariancia de Lorentz, puesto
que 6, # 0 arbitrario establece direcciones preferenciales en el espacio-tiempo. De ese modo, el
algebra de variables dindmicas asi deformada no resultaria invariante frente a transformaciones Lo-
rentz generales. Dado que no hay evidencia experimental de una ruptura de dicha invarianza, el
dominio de aplicabilidad de estos resultados seria el de muy altas energias o muy cortas distancias,
mas alla de la escala de Planck.

Cabe destacar que Hartland Snyder [6, 3] public6 en 1947 la primera formulaciéon de un espacio-
tiempo cuantizado de manera tal que garantiza la preservacién de la invariancia de Lorentz. La
motivacion de su trabajo fue diferente a las que surgen hoy en dia y suele ser citado por razones
histoéricas, no obstante la audacia de su propuesta para la época y la belleza intrinseca de sus resul-
tados. En ese articulo, Snyder considera un espacio pseudo-euclideo pentadimensional de signatura
(1,4), M5, en el cual la condicion de intervalo constante define un espacio de De Sitter de cuatro
dimensiones, invariante frente a las transformaciones del grupo SO(1,4).

La identificacion (a menos de un factor constante que fija una escala fundamental de longitud)
de los operadores correspondientes a las coordenadas espaciales x;,7 = 1,2, 3, con los generadores
de rotaciones en los planos (i,4),i = 1,2,3 (operadores de espectro discreto, dado que generan
subgrupos compactos) y de la coordenada temporal con el generador de boosts a lo largo de la
cuarta dimensién, lleva a que sus conmutadores resulten proporcionales a los seis generadores del
subgrupo SO(1,3), grupo de Lorentz en el espacio de Minkowski usual, My. En efecto,

_ah

[xi,a:j] =ha eijk Lk, [.Z'i,t] = c Od]wi7 i,j = 1,2,3., (2.92)

donde los L; son los generadores de las rotaciones en el espacio tridimensional y los M; los corres-
pondientes generadores de boosts. Identificados los momentos como funciones de las coordenadas
de M, el resto de los conmutadores entre variables dindmicas quedan expresados como

[2i,pj] = 1h (0i5 + apip;) . [tpd] =0h (1 —ap}), [zi,p] = [pi,t] =happ;. (2.93)

Como ambos miembros de esas igualdades corresponden a operadores que se transforman como ten-
sores covariantes frente a transformaciones de SO(1,3), el algebra deformada resulta en este caso
invariante de Lorentz!2.

Una de las diferencias esenciales entre el espacio de Mecénica Cudantica usual y el de Snyder es
la forma en que es incorporado el tiempo, ya que en este caso toma el caracter de operador. Esta

2Los trabajos originales de Snyder pueden encontrarse en [6, 7|. Para una lectura mas detallada de la no-
conmutatividad introducida por Snyder referimos al lector a [68].
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es una consecuencia natural de incorporar la invariancia de Lorentz en la formulacién, ya que las
transformaciones de Lorentz requieren que el espacio y el tiempo sean tratados en pie de igualdad.
Sin embargo, una de las complicaciones que emerge de este tipo de descripcion se debe precisamente
a la introduccién de un operador que depende del tiempo.

A pesar de las diferencias mencionadas, esos espacios también comparten algunas caracteris-
ticas. Por ejemplo, puesto que la definicién de las distintas componentes del momento angular es
idéntica en ambos casos, el algebra de conmutadores que cierran estos operadores es la misma. En
consecuencia, el espectro del momento angular orbital permanece inalterado.

Otro tipo de algebra deformada, conocida como Minimal Length Uncertainty Relations (MLUR),
fue propuesta por Kempf con la finalidad de que fuera de utilidad para describir sistemas con una
longitud fundamental como, por ejemplo, la teoria de cuerdas [67]. Es remarcable el hecho que este
tipo de relaciones algebraicas fueron obtenidas de manera independiente en teoria de cuerdas. El
algebra MLUR es una generalizacion del dlgebra de Snyder ya que ésta ultima puede ser recuperada
cuando uno de los parametros de MLUR tiende a cero.

En la tercera parte de nuestro trabajo exploramos la posibilidad de definir un algebra que
preserve la invariancia de Lorentz como extension natural de los sistemas estudiados con una no-
conmutatividad constante. En esa seccién, el conmutador de las variables dindmicas serd tomado
proporcional a los generadores de una representacién unitaria irreducible del grupo de Lorentz en
2+1 dimensiones, SO(1,2) ~ SL(2,R), lo que otorga al espacio de Hilbert la estructura de un
producto directo con el espacio de representaciones unitarias irreducibles de ese grupo. Dado que
éstas pueden ser realizadas en términos de funciones de cuadrado sumable de una variable, esos
modelos pueden considerarse como equivalentes a sistemas con una dimensién compacta adicional.
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Parte 11
Estructura algebraica de potenciales centrales
sobre el espacio de fases no-conmutativo

En esta segunda parte veremos una de las contribuciones originales de esta tesis, la cual fue
desarrollada en colaboracion con H. A. Falomir y P.A.G. Pisani (de la Universidad Nacional de La
Plata) y D. Carcamo, F Méndez (de la Universidad Santiago de Chile) y M. Loewe (de la Universidad
Catolica de Chile) y publicadas en [70].

Consideramos sistemas bidimensionales definidos sobre un espacio de fases con parametros de
no-conmutatividad constantes, tanto en los conmutadores entre coordenadas como entre momentos.
Estudiamos el generador de las rotaciones sobre el plano no conmutativo y las transformaciones
discretas que sobre él pueden definirse. El estudio del algebra de conmutadores entre formas cua-
dréaticas en las variables dindmicas permite mostrar que existen dos fases cuanticas, caracterizadas
por el élgebra de Lie si(2,R) o su(2) de acuerdo a la relacion que cumplan los parametros de
no-conmutatividad. Desde esta perspectiva, analizamos el espectro de los Hamiltonanios de algu-
nos modelos simples con potenciales centrales, como el oscilador armoénico isétropo, el problema de
Landau o el pozo de potencial circular.
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3. INTRODUCCION

El nacimiento de la geometria no-conmutativa [10] ha estimulado el interés en estudiar sistemas
cuanticos con conmutadores no-canénicos [47, 69, 71|. Dichos sistemas, resultan tener propiedades
interesantes, clarifican algunas posibles consecuencias fenomenologicas y proveen nuevas técnicas
para la resolucién de problemas convenccionales de mecanica cuantica.

En efecto, si en lugar de considerar el conmutador usual entre los momentos, imponemos [p;, p;j] ~
€;; B (con B constante) para un Hamiltoniano H = %pQ, la particula libre se convierte en el problema
de Landau, donde B desempeiia el rol de un campo magnético en la direccién ortogonal al plano
1-2. Por otro lado, si se propone una no-conmutatividad solo en el espacio de coordenadas {z1, z2},
i.e. [x;, 2] ~ €0 (con 0 constante), el Hamiltoniano del oscilador armoénico (en el limite de grandes
masas) resulta equivalente, al problema de Landau convencional [72].

Tipicamente, conmutadores deformados de esa manera rompen la invarianza de Lorentz |4, 5].

En la presencia de invarianza traslacional y ausencia de interacciones, la no-conmutatividad
no tiene efectos fisicos. No obstante, cuando dicha invarianza es rota a través de la introduccién
de bordes o de interacciones, hay consecuencias inducidas por el efecto de la no-conmutatividad.
por ejemplo, en [73] se mostréo que debido a la naturaleza del espacio no-conmutativo atn en el
limite termodinadmico el estado de vacio de un gas de Fermi interactuante a través de un potencial
Coulombiano apantallado es modificado a segundo orden en teoria de perturbaciones.

Muchos problemas de mecanica cudntica no-conmutativa con diferentes tipos de interacciones
han sido estudiados pero hay pocos resultados dedicados al estudio de pozos de potencial, los que
permiten introducir contornos efectivos en esos espacios difusos |74].

El propésito de la presente parte seréd el estudio de modelos cuénticos en dos dimensiones es-
paciales, con no-conmutatividad tanto entre coordenadas como entre momentos, haciendo especial
énfasis en potenciales centrales. En particular, discutiremos de forma explicita algunos potenciales
cuadraticos como el oscilador armoénico o el problema de Landau, y el pozo circular finito e infinito.

Primero definiremos los potenciales centrales en este espacio difuso y mostraremos que estos
problemas poseen una simetria SO(2).

4. EL ESPACIO DE FASES NO-CONMUTATIVO EN 2 DIMENSIONES

El espacio de fases no-conmutativo sobre el cual construiremos los modelos de Mecéanica Cuéntica
a considerar, con conmutadores no triviales entre coordenadas y entre momentos [75, 76|, queda
caracterizado por las siguientes relaciones de conmutacion entre los operadores hermiticos z;, 75,1 =
1,2 que los representan:

[i‘i,.@j] ZZGEU, [i‘i,ﬁj] 225@', [ﬁi,ﬁj] ZZF\ZGZ'J‘, (4.1)

donde 0 y x son los parametros (reales) de no-conmutatividad. Sin pérdida de generalidad, tomamos
6 > 0. Estas relaciones se reducen al dlgebra de Heisenberg usual en el limite 6, x — 0,

9,q]] =0, [agi,p;] =105, [pispi]=0. (4.2)

De (4.1), se puede verificar inmediatamente que el generador de las rotaciones sobre este plano
no-conmutativo viene dado por [48|
0

A 1 . . a . N K /. N
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para k0 # 1. En efecto, las ecuaciones (4.1) implican que L transforma a % y 7 como vectores,
[f/, fz} = ’LEiji‘j y [IA/, ﬁ'l} = Zeijﬁ'j . (44)
Por lo tanto,
[i,fc?} —0, [f;,frﬂ —0 (4.5)

y, consecuentemente, una particula viviendo sobre este plano no-conmutativo y sujeta a un potencial
central V(%2), cuyo Hamiltoniano viene dado por

|
H= o 72+ V(%% (4.6)

(donde 1 es un parametro de masa), conmuta con Ii, por lo que presenta una simetria SO(2).

Para el valor critico de k. = 0~ (donde L en la ecuacion (4.3) no esté definido), el slgebra de
conmutadores en (4.1) se reduce a

[, 8] =W0e;, [47] =00, [fnf]=10"e;. (4.7)

Estas relaciones pueden satisfacerse definiendo un tnico par de variables dinamicas, &1 := —0 o, T 1=
6! 2. Luego, para este valor de x en particular ocurre una especie de reduccion dimensional [48].
Mencionemos que los generadores de las traslaciones sobre el plano de coordenadas no-conmutativo,
pueden ser definidos como
. 1
K= —
1—0k
y juegan un rol similar al de los generadores de las traslaciones magnéticas en la presencia de un
campo magnético externo perpendicular al plano [77, 78]. En efecto, tenemos

(ﬁ'i — Heij.fj) 5 (48)

[Ki,ij] = —Z(;ij, [[A{Z,ﬁ]] :O,
(4.9)
[IA(Z', IA(J} = 7_Zﬁ Eij [IA/, IA(Z:| = zeijkj .

Si bien no son éstas las dlgebras de Lie que nos permitirdn resolver el espectro de Hamiltonianos
con potencial central, senalemos que L puede ser considerado como uno de los generadores de un
algebra su(2) o sl(2,R), cuyos generadores se completan con expresiones bilineales en #; y K;, de
acuerdo a que k sea menor o mayor que el valor critico x.. Para méas detalles, vea el Apéndice E.

En la siguiente seccion discutiremos las simetrias discretas de este espacio de fases no-conmutativo,
para luego considerar la estructura algebraica general de un Hamiltoniano con un potencial central
a partir del dlgebra de conmutadores entre formas cuadraticas invariantes frente a rotaciones.

5. SIMETRIAS DISCRETAS PARA Kk < K.

Inversién temporal

En el plano conmutativo usual, la transformacion de time-reversal es un operador antilineal
unitario que deja invariante las coordenadas y cambia el signo de los momentos. Como consecuencia,
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el momento angular Ly = qip2 — g2p1 cambia su signo. Esto es, por supuesto, consistente con el
algebra de Heisenberg de la ecuacion (4.2).

En el caso del algebra modificada (4.1), una transformacion antilineal unitaria 7 cambia el signo
de los lados derechos de las tres ecuaciones y, por lo tanto, no puede ser compensado sélo por un
cambio en el signo del operador de momento.

Sin embargo, podemos construir un conjunto consistente de variables dindmicas transforma-
das por time-reversal que satisfacen las ecuaciones (4.1) con un signo menos en el lado derecho.
Definamos 7 mediante su accién como

5:7 =T, T = (& + Oeiy7j) ,

1
V1 -0k

(5.1)
. A 1 . .
7] = Ta T = ——— (—#; + Keij@;)
1 -0k
expresiones que se reducen a aquellas encontradas en |79] en el limite x — 0.
Es simple verificar que
[.@Z—, JA,‘,JT] = —f €ij 5 [fz—, A;T] = —1 (51']' 5 [frz—, 75‘.]7—] = TR €5 . (52)

Advertir también que las ecuaciones (5.1), para 6,k — 0, se reducen de forma suave a la transfor-
macion usual de inversion temporal de las variables dinamicas de las ecuaciones (4.2).
También se puede verificar que el generador de las rotaciones es transformado por time reversal

como o A
TLT = —L. (5.3)
Para el cuadrado de la distancia radial sobre el plano no-conmutativo, X2, se tiene
TRT = o {& + 027 4 20 (i17y — Ba71) } =
(5.4)
—%24+20L,
donde fue utilizada la ecuacion (4.3).
Para el cuadrado del momento #2 obtenemos
PP 1 2
Ta*TT = ) {er + KPR 4 %” (&170 — :%27?1)} =
& (5.5)
=724+ 26 L
y para el producto escalar entre X y 7
TE-#+7-%)T =—(%-F+7-%). (5.6)

En consecuencia, L y (X -7 + @ - X) tienen las propiedades de transformacion usuales, pero ni
%2 ni 72 quedan invariantes por una transformaciéon de inversiéon temporal, aunque esta simetria es
recuperada en ambos casos en el limite conmutativo.

2
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Paridad

En el espacio bidimensional usual, una transformacion de paridad es realizada por un operador
lineal unitario que cambia (por ejemplo) el signo de go y p2, dejando invariante'? ¢; y p1. Pero en
el espacio de fases no-conmutativo, tal transformacién de las variables dindmicas no deja invariante
el primero y el tercero de los conmutadores de las ecuacion (4.1).

En su lugar, definimos

donde #] y #7 vienen dados por las ecuaciones (5.1).
También podemos analizar el comportamiento de las expresiones cuadraticas en las variables
dindmicas al ser transformadas por esta transformacién de paridad. En ese caso, obtenemos,

(5.8)
PP = T#a2TT = #% + 2 L,

PLE #+#- )P =T{L&- 74+ 3T =1 -7+7-%).
Aqui nuevamente, L y (X # + @ - X) tienen las propiedades usuales de transformacion, pero ni

ni #2 quedan invariantes por efecto de la transformacion de paridad, a pesar que esta simetria
es recuperada en el limite conmutativo en ambos casos.

5(2

Finalmente, remarquemos que las transformaciones de inversién temporal y paridad asi definidas
conmutan como se sigue de las ecuaciones (5.1) y (5.7). En efecto, tenemos

(&

i)
\"
Il
>
ik
Il
—~
=
=3
~
—~
>
R
~
\]
Il
|
>
(V)
|
—
>
vy
~—
)

(5.9)

Mas atn, la composicion P7T deja invariante las primeras tres formas cuadraticas previamente
consideradas y cambia el signo de la cuarta ,

(5.10)

PTk-#7+7-%)T P =P a+a- )P =- - a+7-%).

13 Advertir que el cambio simultaneo de signo tanto en coordenadas como en momento es equivalente a una rotacion
de 7 rad sobre el plano.
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Consecuentemente, cualquier Hamiltoniano no relativista definidido sobre este espacio de fases
no-conmutativo con un término cinético proporcional a 72 y un potencial central permanece inva-
riante frente a la transformacion P7T, al igual que L.

Definicion alternativa de las transformaciones discretas

Remarquemos que estas transformaciones discretas de las variables dindmicas quedan definidas
a menos de una transformacion lineal candnica en Sp(4, R).

Si llamamos & := (il,aﬁ“g,ﬁl,ﬁg)t, las relaciones de conmutacion del dlgebra deformada de la
ecuacion (4.1) pueden ser escritas en forma matricial [48] como ([¢;,€;]) = G, donde
A 9ZO’2 12
G = < 1 ke ) (5.11)

siendo o2 la segunda matriz de Pauli. Adviértase que el determinante

det ([&,&]) = (1— n0)” (5.12)

se anula para el valor critico k. = 0~' [1, 48], donde los operadores &;, #;,4 = 1,2, no representan
a variables dindmicas independientes, como fue previamente discutido.

Estas relaciones de conmutacién quedan invariantes frente a una transformacién que preserve la
hermiticidad de las variables dinamicas y que pertenezca a (una representacion equivalente de) el
grupo Sp(4, R). En efecto, para k < k. podemos escribir G = AGA! donde

_( 02 12\ _
G := < 1, o, > =15 ®109 (5.13)

/\12 —% 109 1
A= con N =< (1 +VIo /479) , (5.14)

%’502 )\12

como puede ser facilmente verificado. Luego, para una transformacion lineal £ — U& que preserva,
las relaciones de conmutacion tenemos

UGU'=G = UAGAU'= AGA'. (5.15)

Luego
(AT'UA) G (A7'UA) =G = (A7'UA) € Sp(4,R). (5.16)

Por tanto, como fue previamente establecido, las transformaciones discretas 7 y P de las ecuacio-
nes (5.1) y (5.7) quedan definidas a menos de una transformacion lineal de Sp(4, R) de las variables
dindmicas.
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6. SIMETRIAS DISCRETAS PARA K > K.

Puesto que las variables dindmicas deben ser representadas por operadores hermiticos, vemos
que la definicion de las transformaciones de inversion temporal y paridad en las ecuaciones (5.1) y
(5.7) son validas solo para k < k.. Para la region k > k. debemos adoptar otra definicion compatible
con las reglas de transformaciéon. Es claro que en esta regién no existira el limite conmutativo.

Entonces, para k > k. se define

. 1 . 1 . R . 1 . 1. .
if = (014 7] =af, ] = (~tat 1 10) = aF.
1_ L K _ 1 K
K
(6.1)
1 1 1 1
A= (1= 22y ) =27, 2] = ——(—fa—=d1 ) =4],
J1- L 0 1— L 0
Ok

las cuales satisfacen las relaciones de conmutacion (4.1) (con un factor (—1) adicional en el lado
derecho de las ecuaciones en el caso de la transformacion antilineal de inversion temporal) como
puede ser facilmente verificado.

Bajo estas transformaciones discretas, las expresiones cuadréiticas previamente consideradas se
transforman de acuerdo a

Fs2qt = psept — a2 2L,
" (6.2)
T#R2TH=Pa2Pt = 22— 2k L,

TLE F+7- )T =#7{& - 7+7 %))}P =& #+7-%),

(compérese con la ecuacion (5.8)). Estas cuatro formas cuadraticas son ademés invarianteres frente
a la transformacion PT.

Estas reglas de transformacion difieren de aquellas dadas en las ecuaciones (5.3) - (5.6) y (5.8)
para K < ke, a pesar que la relacion entre €7 y &7 es la misma que en ecuacion (5.7) y que sus
definiciones son consistentes con las del dlgebra deformada dada en (4.1).

En esta region, las variables dinamicas transformadas por 7 y P estan determinadas, al igual
que en el caso anterior, a menos de una transformacion lineal canénica de Sp(4, R). En efecto, para
K > K. podemos escribir G = BGB! donde

B— <1>‘1‘op (6.3)

Ok
con
1 0 0 0 1 0
Yil2 T35 102
0 0 0! g
C: \/; y _D: ) (64)
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T (i 2) 63

como puede ser facilmente verificado.
Luego, una transformacion lineal ¢ — U que preserve las relaciones de conmutacion debe
satisfacer
UBGB'U'= BGB' = (B7'UB) € Sp(4,R). (6.6)

7. HESTRUCTURA ALGEBRAICA DE HAMILTONIANOS CON POTENCIALES
CENTRALES

En este punto estudiaremos la estructura algebraica de los Hamiltonianos (no relativistas) con
potenciales centrales definidos sobre el espacio de fases no conmutativo.

Mostraremos que el problema de autovalores puede ser referido a espacios de representacién de
representaciones unitarias irreducibles de los grupos SL(2,R) o SU(2), de acuerdo a que k < K.
0 K > K. respectivamente. La existencia de dos fases cudnticas para estos sistemas habia sido en-
contrada en [1] empleando una realizacién particular de las variables dindmicas no-conmutativas en
término de operadores de creacion y destruccion usuales. En lo que sigue mostraremos que esta es-
tructura algebraica es independiente de esta realizaciéon y estd completamente determinada a partir
de las relaciones de conmutacion dadas por la ecuacion (4.1).

El caso 0 < k < K,

Consideremos la region con 0 < k < k. donde definimos

1 72 %2
;70:4V9F6<H++2L):;7T7
1 72 %2 i : (1)
Ji—4 1 1{% v GRS ﬁ-)}—J¢

Es inmediata la verificacién de que estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacién carac-
teristicas del algebra de Lie si(2,R),

[joajj:] - :l:jiy [\7+7L7—] - _2L707 (72)

con Jy = J1 £ (Ji,i = 0,1,2, operadores hermiticos) y el invariante cuadratico de Casimir

T?=T0(JoF1)— TeTx = T3¢ — JE — T3 dado por

o [ (%2 &2 _.\° 1 /%2 &\ (7-x+%x-7)?
22T yop) — = rT) TETRT) .
J 16{<9+/€+ 1—60k \ 6 K Ok (1 — Or) ’ (7.3)




el cual no es un operador definido positivo [80].
Las ecuaciones (4.4)-(4.5) implican

[ﬁ,jo} —0, [ﬁ,ji] —0 = [i, 52} ~0. (7.4)

Luego, L puede ser incorporado como una extension central del algebra de si(2,R).
De hecho, se puede verificar que

J? = i (ﬁ - 1) > —%, (7.5)

lo que impone una condicién acerca de las representaciones irreducibles aceptables del producto
directo de los grupos SL(2,R) ® SO(2) (donde el segundo factor (Abeliano) es generado por L).
En particular, estas relaciones implican que sélo las clases discretas de representaciones unitarias
irreducibles de SL(2,R) [80, 81] seran de interés para nuestro proposito. La construccion de las
representaciones unitarias irreducibles de SL(2,R) es resenada en el Apéndice B, mientras que la
relacion entre J2 y L2 es demostrada en el Apéndice C.

Puesto que un Hamiltoniano general H (#,%X) que conmuta con L solo puede ser funcion de 72,
%% (& -%+%-7)y L,y apartir de las ecuaciones (7.1) podemos escribir

§(2

== \Zﬁ ) 1T+ ) -

~2

% D - 1T T - (7.6)
(- x+%-7)  [1

\ﬁ =2 %—1(~7+—~7—)7

es claro que tales H pueden ser expresados en términos de Jy, J+ y L tnicamente. Por tanto, los
subespacios caracteristicos simultianeos de H y L estan contenidos en espacios de representacién
de representaciones unitarias irreducibles del grupo no compacto SL(2,R) (o, equivalentemente,
SU(1,1)) que satisfacen la condicion de la ecuacion (7.5).

Las representaciones unitarias irreducibles en la clase discreta estéan caracterizadas por el auto-
valor A del operador de Casimir [J2, que toma valores A = k(k — 1) con k = 17 g, 2,---. Para un
k dado, el espacio de representacion esté generado por los autovectores simultaneos de J 2, Joy IA/,

’:?

T |k,m, ) = k(k —1) |k,m,1) ,
Jolk,m,l)y =m|k,m,l), coonm=kk+1,--- om=—k,—(k+1),--, (7.7)
Llk,m, ) =1|k,m,0), con I*>=(2k—1)2,

Advertir que estas representaciones, que pueden ser denotadas por (k,[), no son de dimensién finita
[80, 81] (Ver Apéndice B).

Vale la pena mencionar que las transformaciones discretas de inversiéon temporal y paridad de
las ecuaciones (5.8) dejan invariante el algebra extendida sl(2,R) de las ecuaciones (7.2) y (7.4).

35



De hecho, mientras que estas transformaciones cambian el signo de la extension central del dlgebra

L, se puede obtener directamente para el resto de los operadores
THT =PRP =T, TIT' =PIP'=JTs,

(7.8)
= TIT ' =PJ*Pl =77,
Tenemos, por ejemplo,
LT |kym,l) = — (Tﬁfﬂ) Tk, m,0) = —1T |k, m, 1)
(7.9)
= Tlk,m,l) ~|k,m,—l) .
Luego, la transformacion discreta mapea una representacion irreducible (k, 1) de SL(2,R) ® SO(2)
que satisface la ecuacion (7.5) sobre la otra con el mismo |I|, (k,—[), dejando invariante la suma
directa (k,1) & (k, —I).
Por otro lado, de ecuacion (7.2) se obtiene
(m, NI T Im, A1) = 0. (7.10)
Por tanto, la positividad de %2 (o #2) implica que, para cada representacion irreducible,
2
1< % (7.11)
Or
para todos los valores de m. En particular, esto es posible sélo para las representaciones irreducibles
de sl(2,R) de la clase discreta correspondiente a autovalores m enteros o semi-enteros acotados por
abajo, m > k [80, 81]. En particular, | < 2k/v0k (advertir que 1/v0k > 1).
Podemos establecer una cota atn mas fuerte si tenemos en cuenta la ecuacion (D.4) del Apéndice
D, la cual establece que, en cualquier representacion unitaria de si(2, R), tenemos

B2
ol Xo (AXo + BX)) ot Xo _ AHXO (7.12)

para A, B real, con |A| > |B| y tanha = B/A. Luego, %2 en (7.6) (o, equivalentemente, #2) puede
ser diagonalizado por una transformacion unitaria de modo que

52
0 K K

Por tanto, la positividad de %2 (o, de forma equivalente, #2) implica que
2m>1,Ym = 2k>1. (7.14)
Puesto que [2 = (2k — 1)2, se concluye que
l=+(2k—-1), (7.15)

siendo aceptables ambos signos.

Finalmente, puesto que un Hamiltoniano con un potencial central H (I:, Jos Ji) es transformado
por T (o P)en TH (f/, Jo, ji)TT = H( —L, %, ji), estas transformaciones discretas son simetrias
del Hamiltoniano (con la degeneracion correspondiente en los autovalores) si H depende solo de |I:|
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El caso x < 0

Consideremos ahora la regién con xk < 0. Podemos definir los operadores

1| 6kl [(#? %2
Jo =\ 154 (Mw !
~2

1| (7-%+%-7) < 72 %2 ) .
Je=-q——r——"FiOs| | ——+—F+2L| p =T £iJ2,
* 4{ 1+ 0]k I k[ 0 ' 2

(con J;,i = 0,1,2 operadores Hermiticos) los cuales también satisfacen las relaciones de conmuta-
cion caracteristicas del dlgebra de Lie de sl(2,R) (ecuacion (7.2)) y conmutan con L. El invariante
cuadratico de Casimir nuevamente toma la forma (ver Apéndice C)

0| 2 &\ 1 (&2 7\ (7-x+x-7)?
2 = — K — | — e 2L — = T - — -
=6 { (9 T T2 T e o T W) T e a s as)

:1(E2—1).
1

Luego, solo el producto directo de representaciones irreducibles de SL(2,R) en la clase discreta
[80, 81| con aquellas de SO(2) que satisfacen la condicion (7.17), subespacios del espacio de Hilbert
generado por autovectores simultdneos de J2, Jo y L como en (7.7), son relevantes para describir
los estados fisicos de un sistema con un potencial central.

En efecto, un Hamiltoniano general no-relativista H (7,%X) que conmuta con L puede ser expre-
sado en términos de los invariantes frente a rotacion

(7.16)

(7.17)

j‘i‘_j—)_i/)

%,
=2

G\H

i 2,1+ mﬁ—J_Hi,

+R-7) =2V/1 40| (T: + )

y de L mismo. Luego, H es una funcion de Jo, T+ y L tnicamente.

T

(7.18)

:]>
><>

Por otro lado, tomando en cuenta la ecuacién (D.7), es posible ver que la positividad de %% (o
7?2) requiere que 2m — [ > 0, lo que implica que m = k,k + 1,--- con k un entero o semientero
positivo, y | < 2k. Por tanto, como en la secciéon anterior,

l=+(2k—1). (7.19)

En esta region las transformaciones discretas de paridad e inversion temporal de las ecuaciones
(5.8) dejan invariante el dlgebra extendida de sl(2,R). En efecto, estas transformaciones cambian el
signo de la extension central L mientras que para los generadores de sl(2, R) obtenemos directamente

TIHTH =PRHP =T, TIT =-TJr =—-PILPH,
(7.20)

= TJT =PJ*Pl =77,
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lo que deja invariante la suma directa de las representaciones irreducibles (k,l) @ (k,—I) con | =
+(2k — 1), como se ha discutido en la secciéon previa (ver (7.9)).

Por tanto, la region k£ < 0 es andloga a la region con 0 < Kk < K.

El caso « > k.

Consideremos ahora la region £ > k.. Aqui definimos

1 L2 .2 A
Js = ~0r <“+X +2L> ,
K

1 0
7.21
J ! { ﬁ2+&2¢ L (7%t % “)} -
= ——+—F = (F-X+%x-7) ;.
T 11— L Los 0 VoK

Como puede ser inmediatamente verificado, a consecuencia de (4.1) estos operadores satisfacen las
relaciones de conmutacion

[Js, Ja] = £J0, [Ty, J_] = 2Js, (7.22)

que corresponden a un algebra de Lie su(2), con Jy = Jy +1Jy (J;,i = 1,2, 3, operadores Hermi-
ticos). En este caso el operador cuadratico de Casimir, J? = Ji+J+ + J3(J3 F 1), viene dado por la
misma expresion que en la ecuacion (7.3) y que, en esta region, puede ser escrito como un operador
manifiestamente positivo,

Or 72 oo /x2 &\ (R-x+%-7)?
2 _ o ~ n \ AT Ry
/ 16{<0+ +2L> +9/€—1<0 Ii) + Ok (0k — 1) ' (7.23)

Acé nuevamente, el generador de las rotaciones L puede ser incorporado como una extension central
del algebra,

[ﬁ, J3] —0, [ﬁ, Ji] —0 = [i,ﬂ] —0, (7.24)
y esté relacionado al operador de Casimir por la igualdad (ver Apéndice C)
1 /.
=1 (L2 - 1) , (7.25)

la que impone una condicién sobre las representaciones unitarias irreducibles admisibles del producto
directo SU(2) ® SO(2). En particular, advertir que | = 0 queda excluido.

Las expresiones (Hermiticas) cuadréticas en las variables dinamicas pueden ser escritas como
)22

7=

(J4 +J-)

\/7
\/70 (Jy +J2) (7.26)
LESS S N
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Consecuentemente, cualquier Hamiltoniano H que conmute con L puede ser expresado como una
funcién de Js, Jy y L mismo. En este caso, los autovectores simultdneos de L y H estan contenidos
en espacios de representacion de representaciones unitarias irreducibles del grupo compacto SU(2),
que son de dimensién finita.

Las representaciones unitarias irreducibles de SU(2) ® SO(2) pueden ser caracterizada por los
indices (j,1) donde, como es bien sabido, j puede tomar valores enteros o semi-enteros no negativos,
j=0, %, 1, :2)’, -++,y l €Z. La ecuaciéon (7 25) impone la restriccion 12 = (25 + 1)2. Para un dado j,
el espacio de representacion esta generado por los autovectores simultaneos de J2, J3 y I:,

T2 jm, 1) = (G +1) lj,m, )
J3 ’j7m7l> :m’]7m7l> , conm = _j)_.]+17 7j_ 17j7 (727)

Llj,m,0) =1[j,m,0), con 2= (2j+1)>2.

De acuerdo a las ecuaciones (6.2), esta algebra su(2) queda invariante frente a las transforma-
ciones discretas de paridad y time-reversal definidas en (6.1). En efecto, se obtiene

TIT =PIsPl = —J3, TJLT =PI Pl = U

(7.28)
< = TJLQTT = JLQ ) ,
que preserva las ecuaciones (7.22) y J?,
TIT =T (Jede + J3(J3 T 1) T = Jeds + J3(Jz3 1) = J2. (7.29)

Mas atin, puesto que en esta region las transformaciones discretas no cambian f), concluimos que la
representacion unitaria irreducible (j, 1) del producto directo SU(2) ® SO(2), de dimensién (25 + 1),
es también T y P-invariante.

Por ejemplo,

J3T|j’m7l> = - (TJSTT> T|jama l> = _mT‘]’maw
(7.30)

= T!j,m,l)N\j,—m,D, con m:_ja_j+1a"'7j_17j7

y el vector transformado pertenece a la misma representacién irreducible.

A pesar de esto, los Hamiltonianos en la clase que estamos considerando no son, en general,
T o P invariantes, sino que tienen sus subespacios caracteristicos contenidos en representaciones
irreducibles de SU(2) ® SO(2).

Por otra parte, de las ecuaciones (7.26) se puede ver que la positividad de %2 (o #2) implica,
para las representaciones unitarias irreducibles (4, 1), que

Y
l<\/7%<0 (7.31)

Pero, %2 (o #?) puede ser diagonalizado a través de una transformacion unitaria de SU(2) como
en la ecuacion (D.9). En efecto, en cualquier representacion unitaria de SU(2), una combinacion
lineal de generadores de la forma AJs + BJp, con A, B € R, puede ser transformada segiun

BZ
€2 (AJs + BJy) e %2 = Ay/1 + <=7 (7.32)
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donde ¢ = arctan (%) (ver Apéndice D). Luego,

1 1 . .
%2 2 — 1——\|J3—L=2J3—L. 7.33
x ~ 59—'— K0 3 3 ( )

Por tanto, la positividad de %2 (o, equivalentemente, #2) requiere que
om >0, ¥m=—j,—j+1,-,j—1,j, = 1<-27<0. (7.34)
Y como I? = (2j + 1), se concluye que
I=—(2j+1) < -1 (7.35)
para la representacion unitaria irreducible (7,1) que satisface la condicion (7.25).

En conclusion, para todo Hamiltoniano con un potencial central como el dado en (4.6) (que
también puede depender de I:) existe otra cantidad conservada que se corresponde al invariante de
Casimir cuadratico de la ecuacion (7.3) para k < k. 0 en (7.23) para kK > K¢, cuyos autovalores
determinan la representacion irreducible de SL(2,R) [80, 81] o de SU(2) respectivamente. Hay
también una restricciéon que relaciona este invariante de Casimir con el cuadrado del generador de
las rotaciones en el plano no-conmutativo, L. Mas atn, la positividad de %2 (o #2), implicita en la
Hermiticidad de las variables dindmicas, impone una restricciéon adicional que determina los posibles
autovalores de L para cada representacién irreducible.

En estas condiciones, el problema de autovalores para H se reduce, para Kk > K., a un problema
finito-dimensional en la representacion irreducible (j,1) de SU(2) ® SO(2) con | = —(2j + 1).

Para k < K, solo las representaciones unitarias irreducibles (infinito dimensionales) (k,l) de
SL(2,R) con Jyp acotado inferiormente satisfacen la restriccion. En este caso, | = £(2k — 1) y
ambos signos estan relacionados por una transformacion de inversion temporal (o de paridad).

Advertir que de (7.1), ni Jp ni J; tienen bien definido el (doble) limite para 6,k — 0. En
particular, no pueden ser definidos en el limite xk — 0 6 # — 0, a pesar de que el doble limite de J?
en (7.3) si existe. En efecto, si definimos Ly = z1m2 — z27m; (el limite conmutativo de L), obtenemos

1

1
lim g2 = — {2%247 4 277 — (X F + 7 %)’ (I8 =1) (7.36)

0,k—0 16

0,k—0
(que claramente conmuta con %2 y #2 en este limite).

Por tanto, la estructura algebraica descrita anteriormente es una consecuencia de la no-conmutatividad
presente a la vez tanto en coordenadas como en momentos.

En la siguiente seccién aplicamos estos resultados a la resolucion de ejemplos simples.

8. EL OSCILADOR ARMONICO ISOTROPO

Un ejemplo simple es el del oscilador isétropo en este espacio no-conmutativo, ya que en este
caso el Hamiltoniano

72 1

Hose := ﬂ + ill’l’w

es, en si mismo, un elemento del algebra de Lie generada por {7?2, %2, (%-F+7-R) ,L}.

%2 (8.1)
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El oscilador arménico is6tropo para x > k.

Consideremos en primer lugar este Hamiltoniano en la regiéon k > k.,

H+0u2w2( 2 A> K — OpPw? 1
Jo— L) BT (g =
% 7 (J+ )

20 0k
:/{+0u2w2< 2 J3—IA/>—K9M2W2\/1—1J1
2p VoK I Z

donde hemos utilizado la ecuacion (7.26).
De acuerdo a la discusion de la seccion 7, el Hamiltoniano en (8.2) puede ser diagonalizado a
través de una rotacidn generada por Jo. En efecto, si

o= arctan { - ("““9“2“2> VAT (83)

K+ Oplw?

Hosc =

la transformacion unitaria e’¥”2 lleva H,. a la forma diagonal (ver ecuaciéon (D.9))

2 J; —1pJ:
e'¥ 2Hosc € pJ2

. (8.4)

V0K

de donde se concluye que los autovectores de Hyse en la representacion irreducible (j,1) (con [ =
—(2j 4+ 1)), de dimension 2j + 1, son

2,2
k0w i
2u

)

{(n + 9,u2w2)2 + (k0 — 1) (k — 9,u2w2)2}1/2 J3

|Wjma) = €72 j,m,1) . (8.5)
Los correspondientes autovalores de energia vienen dados por
‘ 1 9 91 1/2
EY) = {H+9 20%)" + (kO — 1) (k — Opw? } m+
w = o (k + Opw?®)” + ( ) (k= Opw?)
(8.6)
0 2,2 0 2,2
+M (2j+1) = E\/(n — Op2w?)? + 4p2w? + KA Oprw” (27 +1),
2u Iz 21
donde m = —j,—j+1,---,7—1,7.
Tomando en consideracién que en esta regién
\/(Ii — 0p2w?)? + 4p2w? = \/(/-@ + 0p2w?)? + 4p2w? (1 — kh) < (K + Op’w?) (8.7)
vemos que
, ; K+ OpPw?
EY) > E(,J]) > <2M >0, (8.8)

en acuerdo con la positividad de H,s. en ecuacion (8.1).

Advertir que el espectro de Hys. queda invariante por el cambio m — —m, a pesar de que el
Hamiltoniano en (8.2) no es invariante frente a una transformacion de inversiéon temporal o paridad
(recordar que 7 y P cambian el signo de J3 mientras que dejan inalterados a J; y I:) En efecto,
para la transformacion antilineal T tenemos (ver (7.30))

|0, —m1) ~ € PRT |j,m, 1) = e T2 by i) (8.9)
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mapeando biunivocamente E,(,{) e E(_j,z,b

Los autovalores en (8.6) pueden ser escritos como

EY = hQ, <n+ + ;) + RO <n + ;) : (8.10)

donde hemos definido las frecuencias (positivas)

1
0L = 5 {(/4+0,u2w2) + \/(K—9u2w2)2+4u2w2h2} (8.11)
I
y N4, n_ estdn univocamente determinamos por j y m a través de las relaciones

nyg+n_+1=25+1, ny—n_=2m, =
(8.12)
ny=7Exm>0.

Luego, n4, n_ son ambos enteros no negativos. Por otro lado, dados n, la ecuacion (8.12) determina
univocamente a los enteros o semi-enteros j > 0 y m que satisface —j < m < j.

Por lo tanto, el espectro de H,s. coincide con el de dos osciladores armonicos desacoplados (en
el espacio conmutativo usual) con frecuencias 24, en completo acuerdo con los resultados de [48].

El oscilador arménico is6tropo para 0 < k < K,

Podemos dar una solucién similar al caso 0 < Kk < k., donde el Hamiltoniano en la ecuaciéon
(8.1) puede escribirse como

A k—0pPw? |1 B
jO_L>_2M %—1(‘7++.~77)—

o Ouw? [ 2
osc 2/_,L \/%

K+ Op’w? < 2 A) k—0ptw? |1
= Jo—L)———\——-1T1,
24 N po Vs '

expresion que puede ser diagonalizada a través de una transformacion unitaria en SL(2,R), como
se explica en el Apéndice D.
En efecto, si tomamos

(8.13)

A_/ﬁ;+c9u2w2 B__n—0u2w2 /i—l
B JIRVATS ’ B 2 Ok 7
(8.14)
B
ha=—
y tanha 1

aplicando los resultados citados en (D.4) a Hyse en la ecuacion (8.13) obtenemos el operador diago-

nalizado
JRENE! H,eo ez —

9 9 (8.15)
{(FL + 9u2w2)2 —(1—k0) (k- 9,u2w2)2}1/2 Jo — Wﬁ,

1
JIRVAT

42



en cualquier representacion unitaria de SL(2,R) ® SO(2).
De la ecuacion (8.15) se concluye que los autovectores del Hamiltoniano vienen dados por

Ok m,1) = € [kym, 1) (8.16)

donde |k, m,l) pertenece a la representacion unitaria irreducible (k,l), donde k es algin entero
o semi-entero positivo, m = k,k+1,--- yl = (2k —1) ol = —(2k — 1) (ver seccion 7). Los
correspondientes autovalores de energia son

1 1/2
EkE) — T {(I{ + 0,u2w2)2 —(1—=k0) (k- 0,u2w2)2} m—

wV Ok
2,2
q;m (2k —1) = (8.17)
2p
m 2 K+ OpPw?
= M\/(n + 0p2w?)” + 4pPw? (1 — kO) F BT (2k—1).
Not
otar que . . - 9M2w2 - 0M2w2
ERH > ph ZT[kaF(%—sz, (8.18)

nuevamente en acuerdo con la positividad de Hgc.

Més aun, advertir que, a pesar que H,s. en (8.13) no es invariante frente a time-reversal (o
paridad), la restriccion que relaciona L a J? y la condicién de positividad de %2 (o #2) hacen que
el espectro de energia sea T-invariante, (en esta region, las transformaciones discretas cambian el
signo de L y J5 dejando invariante J1,3 - ver la ecuacion (7.8)), ya que

T\ Prmi) = € 2T [k,m, 1) ~ e 2 |k,m, —1) = |bpm—1) (8.19)

con | = £(2k — 1), mapeando biunivocamente ES®S o g,

Los autovalores de energia pueden ser escritos como

1 1
ET(rIf,S) = Q+ (n+ + 2) + Q_ (TL_ + 2) 5 (820)
con s = 1, donde las frecuencias (positivas) son
1
QL = 5 {\/(/4; + 0p2w?)? + 4p2w? (1 — k) + (5 + 0,u2w2)} (8.21)
p

y N4,n_ estan univocamente determinados por m y [ = s(2k — 1) a través de las relaciones
ny+n_+1=2m, ny—n_=-I,

I 1 (8.22)

- — > - =) >o.

e N m:F2 2_($s)<k 2)_0

Por tanto, atin en este caso, n+ son ambos enteros no negativos.

Inversamente, dados los enteros no negativos n4, la ecuacion (8.22) determina univocamente m
y I, con k= (|l| +1)/2. Entonces, también en esta region el espectro de Hys. coincide con el de dos
osciladores armonicos desacoplados de frecuencias Q4 [48].
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El oscilador armoénico isétropo para «x < 0

Es esta region, el Hamiltoniano de la ecuacion (8.1) puede escribirse como

-0 2,,2 .
Hyse := AJO + BJ> + <W> L (823)
con
2 2 2,2
P ey YIRS /st B B (8.24)
m Il i\

Aplicando los resultados citados en (D.7) con tanh 8 = —B/A a H,s. en ecuacion (8.23) obtenemos
el operador diagonal

BT Hyse e~ W —

8.25)
1 1/2 — 022\ . (
{0l o) s a2} gy (MR 8
Iz 21
Esto muestra que los autovectores del Hamiltoniano vienen dados por
|Okma) = € |k,m, 1) (8.26)

donde |k, m,[) pertenece a la representacion unitaria irreducible (k, 1), con k un entero o semi-entero
positivo, m = k,k+1,--- y I = £(2k — 1) (ver seccion 7), correspondiente a los autovalores de
energia

1 1/2
EGH) = 3 (k] — 0p2w?) + (14 —— ) 4]r]0p20?
I 0|x|

(8.27)
0,22
i(m\fwu}>@k_n,
20
Aqui nuevamente
! 2 92 -0 2,,2
21 2u

en acuerdo con la positividad de Hogc.

Los autovalores de energia pueden ademas ser escritos como en la (8.20), donde las frecuencias
vienen dadas en esta regién por

e = o 30l = 0+ (1 110) i & ] - 002} (8.29)

y, para § = sign (|/~£| - 9u2w2),
ny+n_+1=2m, ny—n_=sl,

- (8.30)

1

= mny=mEs-——->(k—-|(1+tssign()) >0.
2 2 2

Luego, n+ son ambos enteros no-negativos relacionados univocamente a m y I, con k = (|I| + 1)/2.

Por tanto, también en este caso encontramos que el espectro de Hys. coincide con el de dos oscila-

dores armonicos desacoplados de frecuencias 24 [48].
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9. EL PROBLEMA DE LANDAU

Consideremos ahora una extension del Hamiltoniano de Landau en el gauge simétrico al espacio

de fases no-conmutativo,
2 2
. eB . ) eB .
2uHy = <7T1+2l'2> —I—(T('Q—:El)

B\? .
:7”1-2+<6> &2—63{(1—m9)L—Zﬁ2—

: X} _ (9.1)

Bf B .
= <1+62)‘fr2+e4( B+ 2r)%* —eB (1 —xf) L,

donde B representa a un campo magnético constante y uniforme perpendicular al plano.
Este Hamiltoniano debe ser comparado con H,s. en la ecuacion (8.1). Resulta evidente que el
espectro puede ser determinado por el mismo mecanismo.

El problema de Landau para < > k.

De las ecuaciones (7.26), podemos escribir al Hamiltoniano como

(B2620 + 4Befk + 4,%) n 1 1 1
2V 0k 3T 9 Ok
(B2629 + 4Be + 4,%) I
4

2uHy =

(32620 — 4/@) J1—
(9.2)

Tomando en consideracion (7.32), se puede ver que una rotacion generada por Jy en un angulo

Vs —1 (B2620 - 4,%)
© = arctan (9.3)
B2e20 4 4Bebk + 4k
transforma el Hamiltoniano en
4Be + B2%e%0 + 4k L
e~ w2 (2MHL) etz — ( 5 ) <J3 _ 2> (94)

Por tanto, los autovectores de Hy, en una representacion irreducible (j,1) vienen dados por

[Yjmi) = €972 |j,m, 1) (9.5)
con | = —(2j +1), para enteros o semi-enteros j > 0y —j < m < j. El correspondiente autovalor es
) 4Be + B?%e%0 + 4/<c) 1 (4Be + B2%e?0 + 4&)
EY = ( i+ > : 9.6
g - (mti+3)> = (9.6)

Notese que estos autovalores dependen sélo de los enteros no-negativos ng = (j +m). Por tanto,
dado ng, cada representacion irreducible con j > n,/2 contiene un estado con energia dada por
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(4Be + B?%e?0 + 4/<a) (na + %) /4u que, entonces, tiene degeneracion infinita. Los vectores en esta
secuencia pueden ser identificados por los enteros no negativos n, = 7 — m. Comparando con el
problema de Landau en el plano conmutativo usual, se puede ver que (32629 + 4/@) /4eh aparece
como una contribucién adicional al campo magnético externo. Advertir que solo los valores negativos
del entero [ < —1 son posibles.

Podemos ahora evaluar la densidad de estados en cada nivel de Landau, teniendo en cuenta que
cada representacion irreducible que a él contribuye lo hace con unico estado. Empleando la ec. (D.8)
con ¢ dado por la ec. (9.3) vemos que el valor medio de %2 en cada autovector del Hamiltoniano
estd dado por (ver ec. (7.26))

4 (B?e?6? + 4Bef) + 4)
B2e20 + 4Be + 4k

(j,m, 1| e” %72 %272 | m, 1) = m ( — 29) +6(25+1), (9.7)

donde hemos tenido en cuenta que el valor medio (j, m,l|J1|j, m,l) = 0.
Entonces, con m = n, — j, tenemos que el valor medio de %2 crece linealmente con j en cada
nivel de Landau (fijado ng),

165(0k — 1) 2n, (B?€*0? + 4Bef) — 40k + 8)

A9 o
(&)= B2e20 + 4Be + 4k + B2e20 + 4Be + 4k

+0. (9.8)

Suponiendo que el estado |1 ;1) estd esencialmente concentrado en un circulo de drea 7(%2), dicho
circulo contendra un estado por cada semientero 0 < j' < j.

Es decir, el circulo de radio cuadrado dado en la ec. (9.8) contendra concentrados en su interior
un namero de estados dado por Zf]:() = 27+ 1. En consecuencia, la densidad de estados en el limite
termodinamico (j — 0o) puede aproximarse por

~ 2j+1  B?*0+4Be+ 4k
Prore = %2y T 7 8n(0k — 1)

+0G ™). (9.9)
Notese que esta densidad de estados es independiente del nivel de Landau y diverge para x — £

El problema de Landau para 0 < s < k.

Usando las ecuaciones (7.6), escribimos el Hamiltoniano como

(32629 + 4Befk + 4&) 1 /1
2uH], = —\/— —1(B%*0 -4 -
pHp, N jo+2 o (B%¢*0 — 4r) T
(9.10)
(32629 + 4Beh + 4&) i
1 .
Luego, empleando (D.4) con
tanh o — Vv1—0k (B2€29—4K) (9.11)
YN TB2:20 1 4Ber + 4r | '
el Hamiltoniano puede ser transformado en
4Be + B%e%0 + 4 L
e@aj2 (QMHL) 677'&‘72 — ( (& 28 K) ( o — 2> (912)
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Por tanto, los autovectores de Hj en la representacion irreducible (k,l) de
SL(2,R) ® SO(2) con k entero o semi-entero positivo y I = £(2k — 1) (ver Seccion T7), vienen
dados por

[V m,s) = € %2 |k,m, s(2k — 1)), (9.13)

con s = *£1. Los correspondientes autovalores vienen dados por

4Beh + B%e?0 + 4k 1 4Beh + B?e?0 + 4k
quf’s):( ) m—s|k—— Z( ) (9.14)
4 2 Su
Consideremos primero el caso con s = +1 (correspondientes a k > % conl = (2k—1) > 0).
Escribiendo m =k +n conn =20,1,2,---, se obtiene
4Beh + B%e%0 + 4k) 1
k41 ( Z 1
A " n+ 5 ) (9.15)
el cual es independiente de k (una degeneracion infinita numerable).
Por otro lado, para s = —1 (estados con k > 1y | = —(2k — 1) < —1), obtenemos
4Beh+ B%e%0 + 4k 1
Ek—1) — ( ) [n +(2k—1) + ] . (9.16)
4u 2
Como n’ := n+ (2k — 1) € N, para un dado n’ se tiene 2k — 1 = n’ —n > 1, y entonces
n = 0,1,---,n’ — 1. Por tanto, estas representaciones del grupo con [ negativo contribuyen a
—1) _ (4Be+B%e?0+4k)

. .o , k, .
los subespacios caracteristicos de Hy, con energia Er(n (n’ + %) con un numero

4
finito n’ de autovectores linealmente independientes adicionales. g

Luego vemos que, con todo esto, se obtiene un espectro equivalente al del modelo de Landau
sobre el plano conmutativo usual con un campo magnético efectivo By = B + (32629 + 45) /4e.

Consideremos ahora la densidad de estados en los niveles de Landau. Basta con tener en cuenta
los correspondientes a representaciones con | = (2k — 1) > 0, ya que aquellas con [ < —1 no
contribuyen en el limite termodindmico.

Con %2 escrito como en la ec. (7.6), empleando la ec. (D.5) con a dado en la ec. (9.11), tenemos
que

(k,m, (2k — 1)| e 2% |k, m, (2k — 1)) =

(9.17)

B 16(1 — k) 49 BeO(Bef + 4) — 40k + 8

~"B2%20 + 4Be + 4r | ' Be(Bef +4) + 4n
donde hemos escrito m = k+n y tenido en cuenta que (k,m, (2k — 1)| 71|k, m, (2k —1)) = 0. Vemos
entonces que, en un dado nivel de Landau, el valor medio (%2) crece linealmente con k.

Suponiendo que el estado |1k 1) esta esencialmente concentrado en un circulo de drea (X?),

y teniendo en cuenta que cada representacion irreducible con [ = 2k — 1 > 0 contribuye con un
solo estado a cada nivel de Landau, en el circulo de radio cuadrado dado por la ec. (9.17) habra
concentrados un estado por cada semientero % <k <k.

+0,

Es decir, dicho circulo contendra un ntumero de estados dado por Zfil 1 = 2k, de modo que,
en el limite termodinamico (kK — o), podemos aproximar la densidad de estados por

2k B?e?0 + 4Be + 4k
Posmne = 2052 © 7 8a(1— k)
resultado independiente del nivel de Landau al orden dominante en k. Notese que esta densidad

tiende suavemente al valor correspondiente al problema de Landau en el plano conmutativo cuando
k,0 — 0, eB/2m, mientras que diverge para kK — 1~.

+ 0k, (9.18)
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El problema de Landau para x < 0

Empleando las ecuaciones (7.18), se obtiene

1 1 (B%¢*0 — 4Bef|r| — 4]k|)
2uHp = =1+ — (B%*0 + 4 —
pHy = +9\;<|( €0+ 4|k|) Jo + NG T2

(B%e?0 + 4Be — 4|k|) i
- 4h '

(9.19)

Luego, empleando (D.7) con

2,29 _
tanh § = — ( B?e*0 — 4Bef|k| — 4|k| > ’ (9.20)

1+ 0|k| (B%e20 + 4]k|)

el Hamiltoniano puede ser transformado unitariamente en

ez,BJ1 (2,LLHL) e—zﬂ]l —

4Be + B2%e%0 — 4 L
‘ (& (& ‘ﬁ” <j0_t> , (921)

2 2

donde t = sign (B?*¢*0 + 4Be — 4|x|) (el signo del campo magnético efectivo).
Ademés en este caso k es un entero o semi-entero positivo y [ = s(2k — 1) con s = £1 (ver
Seccion 7). Entonces, los autovectores de Hp, son

[km.s) = P |k, m, s(2k — 1)) (9.22)

correspondientes al autovalor

pke) _ [4Be+ B0 — 4| [m — st (k: - 1>] 5 [4Be+ B0 — dsl| (9.23)

m 4p 8

En este punto, el anélisis continta de forma similar al de la seccién anterior con el reemplazo de
s — st. Entonces, se concluye que este sistema es también equivalente al modelo de Landau sobre
el plano conmutativo usual con un campo magnético efectivo Beyr = B + (B%e?6 — 4|k|) /4e.

En particular, a la densidad de estados en cada nivel de Landau s6lo contribuyen en el limite
termodinadmico los estados con st = 1 y, mediante un razonamiento similar al seguido en el caso
anterior, a partir de las ecs. (7.18), (D.6) y (9.20) se obtiene que esa densidad esta dada por

2k |Be(Bef +4) — 4x||
PRO= 22~ sn(flr] + 1)

+O(k™), (9.24)

la que, para k — 0~ y 6 — 0, se reduce a eB/27. Compérese con las ecuaciones (9.9) y (9.18). Notar
que pueden resumirse los tres resultados para la densidad de estados en el limite termodinamico

€omo
B B2%e26 + 4Be + 4k

P sl —0r) |7
el cual presenta una singularidad para k — k. de ambos lagos, en acuerdo con los resultados en-
contrados en [48].

(9.25)
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10. HAMILTONIANOS CON POTENCIALES CENTRALES

Consideremos ahora Hamiltonianos no-relativistas con potenciales centrales como en ecuacion
(4.6).

Para cualquier x # 0, es posible diagonalizar %2 (y, consecuentemente, V(%)) expresandolo en
términos de los generadores del grupo a través de una transformacion unitaria, como fue discutido
en la seccién previa, transformaciéon que también debe ser aplicada al término cinético como se
describe a continuacién. Luego, aplicaremos estos resultados al pozo de potencial cilindrico.

El caso x > k.

Con ¢ = arctan v k6 — 1, de las ecuaciones (7.26) y (D.8) se obtiene

22
el <X0> e 2 — 2J3 — ﬁ>

(10.1)
iods (TN ips 2 22
e —)e¥2=-2(1-—|J3s—L——vkl—1(Jy+J_),
K K0 K0
que, si tomamos en cuenta que [ = —(2j + 1) (ecuacion (7.35)), implica que los elementos no nulos
de la matriz Hamiltoniana son
2. (g, m, 1| € He™ 02 |, m! 1) =
2 . .
=4¢-2k(1- - )m +K(25 +1) + 20V (0(2m + 25 4+ 1)) ¢ Gy — (10.2)

VTG m A DG+ m) S+ VG A DG ) G

Advertir que el problema de autovalores del Hamiltoniano en esta region se reduce a un problema
matricial ya que las representaciones unitarias irreducibles de SU(2) son de dimension finita.

El caso 0 < Kk < K,
Si tomamos tanh a = /1 — k6, de las ecuaciones (7.6) y (D.5) se obtiene

~

2
el <);> e~ = 9, — f/a
(10.3)

~ 2
gads (T2) cade _o (2 ) gy— L= 2VT=s0(T. +.7)
K K0 K0
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que, tomando en cuenta (7.15), implica que los elementos matriciales no nulos del Hamiltoniano son

o (k,m, 1| T2 He™ o2

k,m’,l>:

_ {zﬁ <29 _ 1> m — Kl + 2V (6(2m — l))}ém,m/—

K

2 /i \/<m_ 1>2_ (k—1>25m_1,m/+ (10.4)

1\2 1\2
[l G e}

donde k es un entero o semi-entero positivo, m =k, k+ 1,k +2,--- y | = £(2k — 1). Advertir que
en este caso, los autovectores del Hamiltoniano estan contenidos en representaciones irreducibles
infinito-dimensionales y, para ambos signos de [, el argumento del potencial es 8[2m F (2k —1)] > 6.

El caso x < 0

De las ecuaciones (7.18) y (D.6), tomando tanh § = — («/1 + |/£|0) , obtenemos

RN <§(;> e~ B _ 270 — [A/,
(10.5)
, 2 « 2 A 2i
PN <ﬂ> e BN =9 <1 + W) Jo+ L+ ﬁ\/l + |&[0 (T4 — T-) -

I

Teniendo en cuenta (7.19), concluimos que los elementos matriciales no nulos del Hamiltoniano son

en este caso ) o
2 (k,m, 1| P He BN

k,m',l> =

= {2\/<c| <1 + ’5’0> m + ||l + 2uV (0(2m — l))} Smm! +

2i 1\? 1\? (10.6)
Fg VIl \/ (m=3) ~(k=3) snorm
1\? 1\?
_\/<m+2) ~(r=3) B

donde nuevamente k es un entero o semi-entero positivo, m =k, k+ 1,k +2,--- y I = £(2k — 1).
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11. EL POZO DE POTENCIAL CIRCULAR

En esta secciéon aplicamos los resultados previamente expuestos al caso del pozo de potencial
circular sobre este plano no-conmutativo, para el cual

V(&%) =V 0% — 4?), (11.1)

donde Vj es una constante con unidades de energia, A es el radio del pozo y tomamos la funcion

salto unitario como
0, 2<0,
O(z) := { 1. 250, (11.2)

En cada region del parametro r, el operador ©(%% — A?) queda definido a través de su descom-
posicion espectral, como fue explicado para un potencial general en la seccién previa.

El caso k > k.

En esta region, de (10.1) obtenemos

. . o 2
e Q%% — A?) e 2 =9 <2J3 -L- ‘2) =

. (11.3)
J A2
j m=—j
donde la suma se extiende sobre todas las representaciones irreducibles (j,1) de SU(2) ® SO(2) con

l=—(25+1).
Definamos el entero o semi-entero mg ; por

2my ;= V;J —(2j+1) > —(25+ 1), (11.4)

donde |x] significa el mayor entero menor o igual que x. Luego,

J
¥ OR? — A?) e )2 = Z Z lj,m, 1) © (m —mg ;) (j,m, 1] , (11.5)

Jj m>=j

que es el proyector ortogonal sobre un subespacio (finito dimensional - posiblemente trivial) de cada
representacion irreducible. En efecto, la suma sobre el lado derecho excluye aquellos vectores |j, m, )
para los cuales el radio medio cuadrado es menor o igual que el radio cuadrado del pozo circular
(ver ecuacion (10.1)), 2m + 25 + 1 < A%/6.

Escribiendo [t;) = e™#72%7 _
representacion irreducible (7, 1)

_iCn |7,m,1), obtenemos para los autovectores de H en una

2 {j,m, 1| €72 (H - E) ;) =

2
= {—25 <1 - ;w) m+ K(2j + 1) + 2uVo0 (m — mo ;) — QME} Crn— (11.6)

Ve TG m A DG ) G+ VG DG ) O} =0,
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la cual es una relacion de recursion lineal de tres términos para los coeficientes de Fourier C,, con
—Jj<m<j.
Advertir que la primera ecuacion de esta recursion (m = —j) se reduce a

2
{2/—@ (1 - /<59> J+ k25 +1)+2uV0( — j —mo,) — 2uE} C_j—

(11.7)
2
—5\/ KO — 14/ 2] 01,]' =0.

Luego, si C_; = 0 = C1_; = 0 y se obtiene la solucion trivial. Por tanto, C_; # 0. La linealidad del
sistema nos permite tomar C_; = 1, por ejemplo, y entonces la ecuacion (11.7) determina C_j;
como una funcién lineal de F.

Luego se aplica (11.6) (2j — 1) veces para construir recursivamente los (25 — 1) coeficientes
de Fourier restantes como polinomios de E de grado creciente. Al hacerlo se obtiene C; como un
polinomio de grado 2j. Finalmente, la tltima ecuacion (m = j),

2
{—2#@ (1 - /{9) j+ k(25 +1)+2uV0(j — moy) — 2uE} Ci—

(11.8)
2 .
—5\/ KO — 1/ 2] Cj_l = 0,
determina los autovalores como raices de un polinomio de grado (25 + 1).
Por ejemplo, para j = 0 se tiene una sola ecuacion,
1| A2

la cual determina la energia del tnico estado en esta representacion irreducible. Advertir que la
particula en este estado siente el potencial solo si el radio del pozo es A < V.

Para j = 1/2, con C_y /5 = 1, se tiene

0 [ZNE — 3Kk — 2,&‘/0@ (—% - moﬂl/g)] +2

Cio = 11.10
1/2 20k — 1 (11.10)
donde mq 1/5 = % LA% — 2J, y la condicién
2 1
{—/{ <1 — H9> + 2k 4+ 2uVp© (2 - m0’1/2> — 2,uE} Cijo—
(11.11)
2
—5\/:‘10 — 10,1/2 = 0,
deviene en un polinomio de grado 2 cuyas raices,
P = |1 4y [0 (3 4 2 - 2) [0 (4 - mas) — © (4 - moaa)] +1]

(11.12)

31063 ~moage) +0 (3~ mosp)]
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corresponden a los dos autovectores de H en esta representacion irreducible, determinada por los
coeficientes en (11.10). Tener en cuenta que, en esta representacion, la particula puede sentir el
potencial solo si A < v/36.

Para el anélisis del caso general introduciremos la funcién generatriz de los coeficientes y trans-
formaremos las relaciones de recursion en una ecuacion diferencial. Llamemos

1
a=b——, conb=+v0k—-1,

b Y
(11.13)
L OB —YoO (m—mo)] (2 +1)
Ok — 1 2v0k —1°
y escribamos
) — | 1 |
o, = VU m)'\/(] DL (11.14)
Vv (29)!
Luego, de la ecuacion (11.6) se obtiene
(an—j)+2)Ky+2j—n+1)Kp_1+(n+ 1)Ky =0, (11.15)
paran=1,2---,2j—-1y
(—aj+2z) Ko+ K1 =0,
(11.16)
(aj + z) Kaj + K51 =0,
para n = 0 y n = 25 respectivamente.
Definimos la funcion generatriz de los coeficientes K, como
2j
fl@)=> Kua" (11.17)
n=0

y, para z constante, transformamos la relacion de recursion de (11.15) en la ecuacion diferencial
lineal

(2jz + 2z —aj)f(z) + (az —2® + 1) f'(x) =0, (11.18)

cuya solucién puede escribirse como

= (13"

Los coeficientes derivados de f(z) pueden ser expresados en término de los polinomios de Jacobi,

bz - bz
P+ ba) TR (11.19)

—1)" bz i —2j—1
K, — l' £ (0) = (bln)pn(ﬁ jon2i1) (1+26) . (11.20)
n:

Estos coeficientes son polinomios en z de grado n que satisfacen (11.15) para cualquier 25 > n >

0, como puede ser facilmente verificado a partir de su relacién con las funciones hypergeométricas
14

“En efecto, los polinomios de Jacobi estan relacionados con la funcién hipergeométrica Gaussiana a través de

(a+ 1)

PP (y) = =
n:

1_
oF) <—n,n+a+ﬁ+1;a+1;Ty) , (11.21)
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Consideremos primero aquellas representaciones irreducibles (2j+1-dimensionales) con j < my ;.
En este caso, @(m - mo,j) = 0 para todo —j < m < j y la particula no experimentara el salto de
potencial. Por tanto, los correspondientes autovalores del Hamiltoniano quedan determinados por
la segunda condicion de la ecuacion (11.16),

1% (2= —j—-2j-1 —1)2-1 b _j11,-25-1
(0 +2) CU2pE77) (g gy CDRTplRsnom) () ey
(11.23)
' -1 25+1 biz,jfl,,gjfl
=—(2j + 1)(b2]).+lp2gbj1+1 ) (1+2v*) =0,

donde la recursiéon de estos polinomios para n = 2j ha sido utilizada. Luego, las 25 4 1 raices de los
polinomios en z

ber__j_1,—2j—1
P2<j,fl+1 ’ ’ >(1+2b2):0> ZT,T:].,Q,"‘,Q].—F]., (1124)

dan los autovalores como
VOk —1 N (25 + 1)k

E. =
T ZT 0# 2#

(11.25)

Por otro lado, para aquellas representaciones irreducibles con j > mygj, se debe construir un
segundo conjunto de coeficientes que satisfacen la relacion de recursién con el valor corrido de z
como en la segunda linea de (11.16), y luego determinar el espectro imponiendo las dos condiciones
de empalme correspondientes a la ecuacion (11.15) con m =mg ; y m = mgj + 1.

En definitva, refiramosnos al pozo de potencial circular infinito. De las ecuaciones (11.13) y
(11.15) se ve que Cp, ~ O (ngl) para cualquier m > my j + 1. Por tanto, en el limite Vy — oo se
debe tener

(amo,j +z) Km0,j+j +(j— mo,; + 1)Kmo,j+j—1 =0, (11.26)

que, de acuerdo con la relacion de recursion (11.15), implica que los autovalores quedan determinados
por las raices del polinomio de grado (mgj +j+ 1) en z

(bé’—ilfmo,jfl,f%fl)

AT (1+2v*) =0. (11.27)

Consecuentemente, en esta representacion irreducible hay (mg; + j + 1) autovectores lineal-
mente independientes del Hamiltoniano, mientras que aquellos estados en que m > my ; + 1 no son
accesibles a la particula.

donde (@)n := I'(a + n)/T'(a) es el simbolo de Pochhammer. Luego, la relacién de recursién que satisfacen estos
polinomios puede ser mapeada a la relacion

1—
2(a)n+12F1 (—’I’L—l,Tl-FO&-FB—Fl;O(;Ty) —

(a+Dp(a—B+2n(y—1) +yla++1)—1)2F (—n,n+a+ﬁ+l;a+1;1_Ty> — (11.22)
n(y —1)(B+n)(a+2)n-12F1 (lfn,n+a+/8+1;a+2;1_Ty) =0,

que satsface la funcién hipergeomeétrica [82, 85].
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El caso 0 < k < K,

A partir de la ecuacion (10.3) podemos escribir

) ) . A2
ezaJQ @()»(2 _ AQ) e—zan =0 (2j0 — I — ) —_

0
o 2 (11.28)
= Z kaz <2m—l—9)<k,m,l]
k’Z% =+(2k—1) m=k
para o = tanh™! /1 — k0 real.
Si escribimos m = k+mnconn =0,1,2,--- yl = s(2k — 1) con s = £1, vemos que la funcion
salto unitario en el lado derecho de (11.28) se anula para
A2 s
<n<——Z+4k(s—1). 11.29
0<n< 59 3 +Ek(s—1) ( )
Luego, definimos n(()sll como el méximo entero en este conjunto,
() _ |42 s
Mok = |35 "3 +k(s—1)>0 (11.30)
donde |z] significa el mayor entero menor o igual que z y escribimos
eiajz @()22 _ AQ) e—iaj2 —
(11.31)

3 Ik, s(2k — 1)) © <m—k—néf,)€> (k,m, s(2k — 1) .
=+ m=k

k>1 s

N|=

Esta es la resolucion espectral del operador que, en cada representacion irreducible, se reduce a un
proyector ortogonal sobre el subespacio caracterizado por la condicion m > k + n(()i). En efecto,
la suma sobre el lado derecho excluye aquellos vectores |k, m,+(2k — 1)) para los cuales el radio
medio cuadrado es menor o igual que el radio cuadrado del pozo circular (ver ecuacion (10.1)),
2m F (2k — 1) < A?/6.

Escribiendo [y, +) = e 772 3°°° O, |k, m, £(2k — 1)), obtenemos para los autovectores de H
en la representacion irreducible (k, s(2k — 1)) la siguiente relaciéon de recurrencia de tres términos,

(s, 5(2k = )] e (H = B) [t,) =

= {2/§ <29 - 1) m — sk(2k — 1) + 2pVp© (m —k— néil) - 2,uE} C,—
K

2 A0 \/<m B 1>2 B <k B 1>20m_1+ (11.32)




Remarquemos en primer lugar que, a pesar de que los generadores en la ecuacion (7.1) no tienen
un limite bien definido cuando x — 0, la relacién de recursiéon previa si lo tiene,

Lom -+ [0 (m — e~ nls)) £} G-
(11.33)

_{\/(m—k)(m+k—1)cm—1+\/(m—k+1)(m+k)0m+1} =0.

Esta relacion tiene dos soluciones linealmente independientes que han sido encontradas en [74], donde
el espacio de Hilbert de estados del pozo de potencial no-conmutativo (con x = 0) ha sido realizado
en términos de operadores de Hilbert-Schmidt definidos sobre un espacio de Hilbert auxiliar. En
efecto, la solucion general para Cp, en (11.33) para m < (k + n(()sl)C +1)om>(k+ n(()S,)C + 2), puede
ser escrita como una combinacion lineal de la forma Cy,, = athy, (2) + by 1 (2), donde

Unk(2) = mr2k—nn EH TN e

(—n, 2k, 2),

(11.34)

En estas definiciones, L' (z) es el polinomio asociado de Laguerre, M(a,b,x) y U(a,b,x) son las

funciones hipergeométricas confluentes de Kummer y z = uf [E — VO (n— n(()sk> es constante

paran < ngs,l y para n > nés,)c.

~

. . s ., .,
Consideremos primero el caso en que m < k + n(() ,)C, para el cual z en la ecuaciéon de recursion

toma el valor z = pf E > 0. El primer paso en (11.33) (con m = k) se reduce a
(2]{7—2) Ck— VQka-i-l =0. (11.35)

Es evidente que, con el fin de obtener soluciones no-triviales, se debe tomar C # 0y, por linealidad,
es posible tomar Cj = 1.
Mas atn, es posible verificar que solo v, ;(2) satisface la primera ecuacion,

(2k — 2) Yo r(2) — V2k 1 1(2) = 0,

(11.36)
(2k — 2) o k(%) — \/ﬁ(bl,k(z) =1.
Luego, ya que g (z) = 1, se tiene
nl(2k — 1)! o [(0E s

Si se buscan los estados ligados, la condiciéon de normalizabilidad debe ser impuesta ya que los
coeficientes deben satisfacer la desigualdad de Bessel,

o0

> Chnl? < 0. (11.38)

n=0
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Entonces, el comportamiento de 1y, 1(2) y ¢n k() para grandes n debe ser tomado en cuenta cuando

se considera el caso m > (k + ngsll + 1), donde z = pb [E — Vp].
Para los dos factores en 1, ;(z) tenemos [82, 83]

M ~V@2k—1)!n27 " (1+0(n™h) ,

(n+2k—1)!
(11.39)
z/2 k

~ \/;Z‘lk {sin [w <k+ i) —9 z(k—i—n)] +0 (n_1/2>} :

Luego, para F < V) (z < 0), este comportamiento conlleva a coeficientes exponencialmente crecien-

tes, Cran ~ n~ /4 2V %S[V‘)*E], y deben ser descartados. Para estados de scattering (E > Vy =
z > 0), ¥y k(2) se comporta como n~ Y4 veces una funcion oscilatoria, dando origen a coeficientes
acotados (los cuales no conllevan a soluciones normalizables).

Por otro lado, de la ecuaciéon (9) en la pagina 279 de la ref. [84] tenemos que

U(a,b,x) =

11.40)

(1+1) 14y 1B T { 1 (

R ! 2exp Y4+ = —wym+ 20 /yx| < 1+ O
2 [ 2 } ,/|fy|

b

para a — 00, cony = 5 —a, € < argy < 3w —¢e <, y |argz — argy| < 7. Mas aun, la aproximacion
de Stirling conduce a

\/n!(n—|—2k:—1)! N V21

K0

Jun

@0 ko) e " (14 0(nh) (11.41)

Luego,

Te—2/2(— k-1
dni(z) ~ YT (%(_1))! n~ Ve 2\[@( (—1/2)) (11.42)

el cual, para estados ligados (z < 0), tiene un comportamiento exponencialmente decreciente mien-
tras que, para estados de scattering (z > 0) se comporta como n~ 14 veces una funcién oscilante.

Por tanto, para construir estados (normalizables) ligados debemos escribir Ciyp = N ¢y 1(2)

para n > (nésl,)c + 1). La constante de proporcionalidad N y los autovalores de energia quedan

(s)

determinados por dos condiciones de empalme seguidas de la ecuacion (11.33) con m =k +ny . y

m==k+ n((f,)f + 1, ecuaciones en las que ambos tipos de coeficientes aparecen:

{2(k+nfl) - moE}Cy, 0 - Nng;,g (2= 14 050) €+
W (n5) +1) (2t + ) cm%l} 0,
{2(k+ni)+1) + 01V - BT} Cpn)e1 {\/<nff,1 +1) (2 +nf)) Crnie)+

—F\/<n(()8,)C ) (2k + n(s) + 1) Ck-l—néil—i—?} =0,

o7

(11.43)




donde

Cranfl1 = ¥Ynl) 1 WOE) . Cp ) =) | (WOE)
(11.44)

C

S N S
ktn$)+1 Pl

(WO =V0) . Cp iy = N (W0(E = V0))

n$)+1k

Para estados de scattering, con z = uf [E — V] > 0, los coeficientes para n > né ,)C + 1 deben ser
tomados como una combinacion lineal de la forma Cyyy, = N1 ¢y, 1 (2)+Na ¢ 1 (2), puesto que ambas
funciones se comportan de forma similar. En este caso las constantes N1 2 quedan determinadas por
las condiciones de empalme de la ecuacion (11.43) como funciones de E.

Esto esta en acuerdo con los resultados de [74]. En particular, para el pozo de potencial circular
infinito (Vo — 00), de (11.33) se concluye que Cy, = O (Vo™ ') para m > k + n(()sli + 1. Luego, la
primera condicion de empalme en (11.43) requiere que

{ <k +nl )> - ,u,HE} Gyt~ \/ngf}c <2k 14 n<5)) Crpntil 1 § - 0. (11.45)
0

En este limite, esto impone la siguiente condicién que determina el espectro,

{ (k: + n<s>> _ ,ueE} 5 (WOE) = \/ng;; (21<: —1+n ) 0,01 (W)

:\/(né‘f])€+1)(2k+n >'Lb(s)+1k 0,

donde la relacion de recursién que satisface 1y, x(z) ha sido utilizada.
Por tanto, de (11.34) se concluye que los autovalores de energia quedan determinados por las

(s)

ng 1, + 1 raices de los polinomios asociados de Laguerre L(( ) ? (2),

(11.46)

()

L(Qk Y (2)207 with Zr:.ueETv T:]-aQa'” 7n(()323+1 (1147)
ng. 1 ’

Advertir que, para un k dadoy s = +1 (I > 0), el nimero de autovectores linealmente indepen-
dientes del Hamiltoniano en esta representacién irreducible es

2
AN L 11.4
ngy + {29 5 +1, (11.48)
el cual es finito e independiente de k (y al menos 1 si suponemos que %2 > 1). Por otro lado, para
s = —1 (I <0), el numero de autovectores independientes es
- A% 1
i) +1= {29 + J (2k — 1) (11.49)

que, para A dado, decrece linealmente con k. En particular, no hay soluciones no-triviales para

Az 1 1
k>2{20+2J+. (11.50)
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Por tanto, para cada [ = 2k—1 positivo, el Hamiltoniano del pozo de potencial circular sobre el plano
no-conmutativo tiene un nimero finito de autovectores que es independiente de k = %, 1, 3,2

mientras que para negativo [ = —(2k— 1), hay solo un nimero finito de representaciones 1rreduc1bles
donde el Hamiltoniano tiene autovectores, y su numero decrece linealmente con k. Estos resultados
estan ademas en acuerdo con |74|. Advertir que en el limite # — 0 se recupera un ntmero infinito

por cada [ € Z, como corresponde a un sistema definido en el espacio conmutativo usual.

Volvamos ahora al caso 0 < k < K, en la ecuacion (11.32). Una posibilidad consiste en el desa-
rrollo en potencias de k de los distintos elementos y la determinacién perturbativa de la correccién
a los coeficientes Cy,, y autovalores de energia.

Alternativamente, es posible transformar la relacion de recursiéon en una ecuacion diferencial
ordinaria cuya solucion es la funcién generatriz de los coeficientes. En efecto, escribamos la ecuacion
(11.32) como

(an — w)Chin — /1(2k + 1 — 1)Chin_1 — V/(n +1)(2k + 1) Cryns1 = 0, (11.51)

donde
1
a:b+g>2, b=+vV1—-0k <1,
s 1) (11.52)
Ou 2k Ok (2k(s+1) —s
w=—2H_|p_ V@(n—n(s)ﬂ— + ,
VI—0r [ 0 0k)] T T 0k 01— 0O
y definimos
\/ (2k — 1)!
2k +n — 1)
Luego, obtenemos para los coeficientes K,
(w—an)K,+2k+n—-1)K, 1+ (n+1)K,y1 =0 (11.54)
paran>1y
wK0+K1 =0 (11.55)
para n = 0.
Definamos ahora -
=) Kpa". (11.56)
n=0

Multiplicando ambos lados de la ecuacion (11.54) por ™, reordenando términos y tomando w como
una constante tenemos para f(x) la ecuacion diferencial

(1 —az +2?) f'(z) + 2kz + w) f(z) =0, (11.57)
cuya solucién es
[ bwt2k bwt2k ) _op
o) = (0 by () (1 - 2y (T) 2 (11.58)
b
Los coeficientes finalmente vienen dados por
1

Kn=— Fm0). (11.59)
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En particular, f(0) = 1, f/(0) = —w y ecuacion (11.55) se satisface. Es facilmente verificable que
K, asi obtenido satisface la ecuacion (11.54) para n > 1. Entonces, es posible escribir

2k — 1)!
(2k +n —1)Iv/n!

Crs = Uy p(w) = F0), forn=01,2,-,n), (11.60)

donde ¥,, ;(w) son polinomios en w de grado n, con coeficientes dependientes de b, que pueden ser

expresados en término de los polinomios de Jacobi [82, 85| pieP )(t) como

U, (w) = Y (2 — DVl <—2>nP£W_2k_”’2k_l) (1—20%) . (11.61)

(2k +n —1)!

Advertir que f(z) se reduce a la funcion generatriz de los polinomios asociados de Laguerre Lgk*l) (w+
2k) |82] en el limite b — 1~ (k — 0T):

~z(w+2k)
e 1—2
Jo(z) == Jm flx) = IS (11.62)
o L m 2k—1
0" (0) = L (w4 2K). (11.63)

Una segunda solucién a la relacion de recursion es obtenida a partir de la solucién de la ecuacion
diferencial inhomogénea (con w corrido por el término dependiente de Vj)

(1-az+ 332) g (x) + (2kz + w)g(z) =1, (11.64)
dado por
b 2k+bw 1—bx
=—— oF1(1,2k;1 ; 11.
g(x) bw+2k21(7 5 + 1_b271_b2> ( 65)
En efecto, por construccion, los coeficientes
N
K, = mg (0) (11.66)

satisfacen las relaciones de la ecuacion (11.54) para n > 1, pero no la primera con n = 0. Es claro
de (11.64) que

K| +wKj=1. (11.67)

Estos coeficientes pueden ser empleados para expresar Cp . para n > n(()s,l + 1 y, como antes,

la ecuacion (11.51) para n = nésll,nésll + 1 provee las dos condiciones de empalme entre ambos

comportamientos, necesarias para determinar el espectro.
En concreto, consideremos el pozo de potencial circular infinito. De las ecuaciones (11.51) y
(11.52) concluimos que Cyip, = O (Vo ') para n > n(()sll + 1. Luego (11.51) implica que

B "((fz)e <2k + n((le - 1) Coonry, — 0. (11.68)
R VS
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En términos de los polinomios ¥y, ;(w), esta condicion se lee como

(anés,)c ) U o (w) - \/nésl)c <2k + n(s) _ 1)%3171,;6(@”) -

Ok’

= J(o 1) (o) ) =0,

donde la relacion de recursion satisfecha por los ¥, (w) ha sido utilizada.

(s)

Por tanto, el espectro queda determinado por las ng + 1 raices w, del polinomio ¥ (s)+1 k( w),

(11.69)

(Lert2h —ok—p {7} —1,2%—1)

' 2\ — — (s)
o () ~ Pés£+’1 (1-20%) =0, r=1,2-,n+1,  (11.70)
Ccomo

E, = 6u {wrm-i-?k—@/i (k(1+s) - g)} . (11.71)

El analisis del namero de autovectores linealmente independientes del Hamiltoniano en cada repre-
sentacion irreducible (k,[) es similar a la discutida previamente en el caso k = 0 de forma que no
seré repetida. En particular, el espectro converge suavemente a aquel de la ecuacion (11.47) cuando
k— 0.

El caso x < 0

De la ecuacion (10.6) se obtiene el operador
, . . A2
PN eER2 - A% e PN =0 <2jo —L— 9> =
(11.72)

- Z Z Z Ik, m, s 2k-1)>@(m—k—n(§5,1) (k,m, 5(2k — 1)]

>1 s=+1 m=k
25

donde = —coth™! /1 +|s[f y nésll dado en (11.30). La ecuacion (11.72) es la resolucion espectral
()

del proyector ortogonal sobre los subespacios caracterizados por la condicion m > k+n, . (estados
cuyo radio cuadrado medio es mayor que el radio cuadrado del pozo circular).
Escribimos |1y, +) = e~ > msk Cm [k, m, £(2k — 1)) y obtenemos a partir de (10.6)

(e 5(2k = 1) 27 (= B) [) =

2 s
—{2]&\(1 ‘|e)m+s\ﬁ|(2k—l)+2/ﬂ/@®<m k—néi>—2uE}Cm+

2 1\2 1\? (11.73)
+g 1+ [0 \/<m—2> —</€—2> Cr—1—




igualdad que puede ser reescrita como la relacién de recursién de tres términos

—i(an — w)Chrin + V/1(2k +n — 1)Chin-1 — V(n +1)(2k + n)Cryns1 =0, (11.74)

donde hemos definido

1
a:b+g>2, b=+1+0|kl >1,

0 2%k 0k (2k(s + 1) — s) (1L75)
= g (E e ()| - g e
W= ——x-=—|E-WO(n—n - —
1+ 0]n| ’ 0.k 1+ 0]n| 21+ 0]n]
Escribimos il
V(2k = 1)IVn!
Chovm = i Y Wl e (11.76)
(2k+n—1)!
para obtener
(an —w)K, + 2k+n—1)K, 1+ (n+1)K,41 =0 (11.77)
paran>1y
—wK0+K1 =0 (11.78)
para n = 0.
Si definimos -
fl@)=> Kna", (11.79)
n=0
de las ecuaciones (11.77) y (11.78) (y para w constante) se obtiene
(1+az +2?) f'(z) + (2kz — w) f(z) =0, (11.80)
cuya solucién es
x\ —2k— L5tk 2k+bw
f(z) = (1+5) (14 ba) 1 (11.81)
donde hemos impuesto f(0) = 1. Los coeficientes estan finalmente dados como en (11.59). En

particular, Ko = 1 y K; = w satisfacen (11.78). Es posible verificar que la ecuacion (11.77) es
también satisfecha para n > 1.
Entonces, escribimos finalmente

OB () g V@R D
i = ) = el

donde W,, ;,(w) son polinomios en w de grado n, con coeficientes dependientes de b, los cuales también
pueden ser expresados en término de los polinomios de Jacobi como,

Wy, g (w) = " 8:;:’_@ (;)npn(w%"’%l) (1-20°) . (11.83)

F™), forn=0,1,2,--, (11.82)

Aqui nuevamente f(x) se reduce a la funcion generatriz asociada a los polinomios asociados de
Laguerre en el limite b — 17 (k — 07),

x(w + 2k)
folz) == lim f(z) = e 1Hr , (11.84)
b1+ (1+ x)%
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con

L A00) = (<17 L w4 2). (11.85)

Una segunda solucién a la relacion de recursion (con w corrido por el término que depende de
Vo) esta dada por la solucion de la ecuacion diferencial inhomogénea

(1+az +2?) ¢'(z) + (2kz — w)g(z) =1, (11.86)
dada por
b 2k+bw 1+bx
=——— oF1 (1,2k;1 ;— . 11.
9(@) bw+2k21<’ T b2—1> (11.87)
Los coeficientes 1
1 — _(n)
Ky = —9"(0) (11.88)
satisfacen las relaciones dadas en (11.77) para n > 1, pero para n = 0 tenemos
K| —wK{=1. (11.89)

Consideremos nuevamente un pozo cilindrico de altura infinita en esta region de parametros. Por
argumentos andlogos a los utilizados en la seccién anterior, pero esta vez haciendo uso de la recursiéon

que satisfacen los polinomios V¥, ;(w), se concluye que el espectro del sistema queda determinado

por las raices w, de \Ijnf)s,lJrl,k(w)’

2k+b ()
(—242es —2k—n{) —1,2k-1)

U o, (w) ~ P (1-20%) =0, r=12- a5 +1, (1190)

79,k ”((fz)ﬁ‘l

Ccomo

E, = elﬂ{wr\/T(MJrszraw (k(s+1) - %)} (11.91)

(las cuales coinciden con la expresion dada en (11.71) con k. > k > 0).

De aqui en adelante, el analisis contintia de manera similar al de la seccién previa: hay un ntmero
finito (nésl)€ +1) de autovectores linealmente independientes del Hamiltoniano en cada representacion
irreducible (k, 1), el mismo para todo [ = 2k —1 positivo y un nimero decreciente paral = —(2k—1)
negativo. El espectro converge a aquel dado por la ecuacion (11.47) cuando k — 0.
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12. CONCLUSIONES

En esta secciéon hemos estudiado la estructura algebraica de Hamiltonianos no relativistas con
potenciales centrales sobre un espacio de fases no-conmutativo. En este plano no-conmuatativo
hemos definido el generador de las rotaciones L y generadores de traslaciones K; que juegan un
rol similar al de los generadores de traslaciones magnéticas. Hemos mencionado que con L y con
expresiones bilineales en K; y m; es posible generar un algebra de Lie de su(2) o si(2,R), segin
sea kK > Ko 0 k < K¢, respectivamente. Si bien ellas son reflejo de la rica estructura algebraica de
estos sistemas, no son esas algebras las que no ayudan a resolver el problema de autovalores del
Hamiltoniano, por lo que hemos relegado al Apéndice E su consideracién. Por el contrario, son
expresiones bilineales en coordenadas y momentos no conmutativos las que nos permiten construir
generadores de algebras de Lie su(2) o sl(2,R), segun la region de pardmetros, los que, junto al
generador de rotaciones, resultan tutiles en el estudio de Hamiltonianos con potencial central.

En efecto, independientemente del sector de pardmetros de no-conmutatividad considerado,
Hamiltonianos invariantes frente a rotaciones sobre el plano no-conmutativo sélo pueden ser funcién
de tres posibles combinaciones bilineales hermiticas de coordenadas y momentos, #2, %% y (- % +%-
7t), ademas del propio generador de las rotaciones L. Por construccién, esos operadores cuadraticos
conmutan con L y, como consecuencia de las reglas de conmutacion que satisfacen, ecuacion (4.1),
hemos visto que generan un algebra de Lie su(2) o sl(2,R), dependiendo si k > ke 0 K > Ke.

En esas condiciones, Hamiltonianos invariantes frente a rotaciones pueden expresarse en términos
de los generadores del algebra y de f/, operador que hemos mostrado que se encuentra relacionado
con el Casimir cuadratico. En consecuencia, los subespacios caracteristicos del Hamiltoniano pueden
ordenarse de acuerdo a las representaciones irreducibles del grupo que los contiene y el problema
de autovalores admite una solucién algebraica. Cabe senalar que esta estructura sélo es posible si
ambos parametros de no-conmutatividad son no nulos, dado que los generadores de esas algebras
no Abeliana no tienen un limite definido para x o 6 tendiendo a cero.

Hemos mostrado que, para las dos fases cudnticas estudiadas, es posible definir los operadores
de inversion temporal (T) y paridad (P). Para k < k., encontramos que L (el generador de las
rotaciones) y (7 - X+ X - #), tienen las propiedades de transformacion usual bajo inversion temporal
y paridad, mientras que 72 y %2 dejan de ser invariantes. Estos operadores se transforman con un
término adicional proporcional a L y al producto de los parametros de no-conmutatividad entre
momentos y coordenadas respectivamente. Por tanto, las reglas de transformacion usuales son recu-
peradas en los limites conmutativos. Cabe senalar que todos los operadores permanecen invariantes
frente a la transformacion P7T.

También hemos determinado las reglas de transformacion en la regiéon x > k., sector que no esta
conectado con el caso conmutativo, encontrando que las formas cuadréticas de interés son también
aqui invariantes frente a la transformacion PT.

El estudio de sistemas sencillos ya considerados en la literatura, como es el caso del oscila-
dor armoénico isétropo y el problema de Landau, nos permitié comparar los resultados obtenidos
en este contexto algebraico con los ya conocidos, resultado de realizaciones lineales de coordena-
das y momentos no-conmutativos en términos de variables dinamicas (u operadores de creacion y
destruccion) ordinarias, encontrando un pleno acuerdo.

Para el oscilador armonico isétopo se encuentra que el espectro corresponde al de dos osciladores
armonicos (unidimensionales) de diferentes frecuencias. Cabe destacar que, si bien este Hamiltoniano
no es invariante frente la transformacién de inversién temporal, su espectro si lo es, de modo que el
mapeo a dos osciladores con diferentes frecuencias es consistente. De otra manera, se habria tenido
un sistema que no es invariante frente a inversiéon temporal que puede ser mapeado a dos sistemas
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que si lo son.

El problema de Landau puede ser resuelto de forma similar en este contexto, obteniendo las
mismas conclusiones que de su descripciéon mediante un shift de Bopp en las variables dindmicas.
En particular, se encuentran niveles con degeneracion infinita, pero el campo magnético adquiere
una contribuciéon adicional que depende de los parametros de no conmutatividad, en acuerdo con
trabajos previos sobre el tema.

Finalmente, hemos analizado el problema de un pozo de potencial en el plano no-conmutativo.
El borde en este espacio difuso debe ser implementado mediante una restriccién sobre los vectores
del espacio de Hilbert en funciéon de su radio cuadrado medio. El caso del pozo con k = 0 habia
sido resuelto en [74], mediante la realizacion del espacio de Hilbert en términos de operadores de
la clase de Hilbert-Schmidt, y representando a las variables dindmicas como operadores sobre ese
espacio. En nuestra formulacion (con k # 0), el espacio de Hilbert se representa como suma directa
de representaciones unitarias irreducibles de los grupos mencionados y el problema de autovalores
se reduce a esos espacios de representacion (de dimension finita para SU(2), correspondiente a
K > K¢, y de dimension infinita para SL(2,R), en el caso en que k < k). Por esa via hemos podido
determinar las autoenergias de pozos cilindricos infinitos (en las diferentes regiones de parametros)
en términos de los ceros de polinomios, reproduciendo en particular los resultados de [74] en el limite
x — 0. Hasta donde sabemos, los resultados asi obtenidos para x # 0 son originales [70].

En resumen, hemos mostrado que es posible tratar a los sistemas de mecénica cuantica con
potenciales centrales definidos sobre el espacio de fases no-conmutativo explotando de la forma
antes descrita las propiedades algebraicas de las formas bilineales en coordenadas y momentos, en
lugar de utilizar alguna realizacién particular en término de variables conmutativas usuales.
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Parte 111
No-commutatividad en (2+1) y el grupo de
Lorentz

En esta ultima parte estudiaremos modelos de una particula en (2+1) dimensiones espacio-
temporales con una no-conmutatividad no-standard inducida por el corrimiento de las variables
canoénicas de coordenadas y momento mediante la suma de generadores de una representacién uni-
taria irreducible del grupo de Lorentz en ese espacio. Esta definicion, que da al espacio de estados
la estructura de un producto directo, serd interpretada en el contexto de la descomposicion de Levi
del algebra deformada que satisfacen las variables no-conmutativas [86].

Consideraremos el problema de Landau y del oscilador arménico tanto para particulas de Schro-
dinger como de Dirac, cuyos Hamiltonianos son obtenidos a través de un shift de Bopp no abeliano de
las variables dindmicas del problema usual en el plano conmutativo. El espectro para estos modelos
se estudia a través de teoria de perturbaciones, tanto para pequenos como para grandes pardmetros
de no-conmutatividad.

Mientras que en el espacio conmutativo usual el problema de Landau se reduce al de un oscilador
armoénico con un término de momento angular, en este espacio no conmutativo la extensiéon es no
trivial ya que f’u tiene una estructura interna dada por los generadores de SL(2,R).

Como las representaciones unitarias irreducibles de SL(2,R) pueden ser realizadas en términos
de funciones de una variable de cuadrado integrable, se concluye que estos modelos son equivalentes
a modelos cuanticos de una particula que vive en un espacio con una dimensién compacta adicional.

Las contribuciones originales de esta secciéon fueron desarrolladas en colaboracion con H. A.
Falomir (de la Universidad Nacional de La Plata) y J. Gamboa, F. Méndez (de la Universidad
Santiago de Chile) y M. Loewe (de la Universidad Catolica de Chile) y publicadas en [81, 86].
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13. INTRODUCCION

Como hemos senalado anteriormente, la idea de un espacio-tiempo no-conmutativo en su version
convencional adopta coordenadas que satisfacen el &lgebra

[zH, "] = 0", (13.1)

donde 0¥ es una matriz constante antisimétrica. Esta situacion es hallada, por ejemplo, en teoria
de cuerdas en presencia de un campo tensorial antisimétrico de fondo [23]. Pero, puesto que 6"
define direcciones preferenciales, la ecuacion (13.1) implica la violaciéon de la invariancia de Lorentz
como consecuencia indeseable [3, 4, 5, 39, 40].

Con el fin de restaurar esa simetria, diferentes tipos de no-conmutatividad han sido estudiados
[41]. Por ejemplo, en el modelo de Snyder, el parametro 6*” es reemplazado por un término propor-
cional a los generadores del grupo de Lorentz, con un factor de proporcionalidad que establece una
distancia minima en la teoria (Ver pagina 24).

Estas ideas también fueron puestas en préactica en una serie de papers [42] empleando el dlgebra
de Doplicher, Fredenhagen y Roberts [43], en donde los operadores 0* son considerados como las
coordenadas usuales de un espacio-tiempo extendido a diez dimensiones, con la hipdtesis de que el
triple conmutador de las coordenadas x* se anula. Esta algebra fue extendida més tarde por Amorim
[44] mediante la introducciéon de un momento canodnico conjugado a esas nuevas coordenadas.

El tipo de no-conmutatividad en el espacio de fases que aqui consideraremos, donde el ntmero
de grados de libertad es extendido adicionando a variables dindmicas ordinarias un término pro-
porcional al generador del dlgebra de Lie de un grupo no-Abeliano [53, 54|, ha sido empleada en la
formulacion de algunos modelos cuénticos de interés, encontrando aplicacién en la descripciéon del
grafeno, un nuevo material recientemente obtenido experimentalmente que se comporta como un
sistema bidimensional. En [56] fue estudiado un modelo continuo bidimensional que toma algunos
elementos del modelo de tight-binding para este material y reproduce el efecto Hall cuantico entero
anémalo caracteristico del grafeno.

En lo que sigue consideraremos modelos con este tipo de no-conmutatividad tanto en coorde-
nadas como en momentos. Esta deformacion del dlgebra de Heisenberg es introducida mediante la
traslacién en un término proporcional a los generadores del grupo de Lorentz en 2 4 1 dimensiones,
SO(1,2), en una representacion unitaria irreducible (irrep) de este grupo no compacto [80, 88, 89].
Como se vera a continuacion, bajo estas condiciones, los generadores del grupo de Lorentz pueden
ser construidos como operadores sobre el espacio de Hilbert del sistema fisico de manera tal que
transforman correctamente a los distintos operadores segiin su naturaleza, permitiendo asi construir
modelos covariantes.

Esta deformacion del dlgebra de Heisenberg puede ser efectivamente realizada en un espacio-
tiempo no-conmutativo tridimensional a través de un corrimiento de variables dindmicas ordinarias
(conmutativas) mediante la suma de un término proporcional a los generadores en una irrep del
grupo de Lorentz en el espacio de Minkowski en 2+1, isomorfo a SL(2,R)/Z, aprovechando el
hecho de que la dimensién de este grupo coincide con la dimensién del espacio-tiempo considerado.
Una idea similar fue recientemente desarrollada para un espacio no-conmutativo tetradimensional
a través de un corrimiento en las coordenadas proporcional al vector de Pauli-Lubanski [87].

En este capitulo serd considerado el comportamiento de particulas de Schrédinger y de Dirac
en ese espacio-tiempo no-conmutativo de 2+1 dimensiones, para las cuales todas la variables del
espacio de fases se obtienen mediante el corrimiento de Bopp no abeliano antes descrito. Esto
otorga al espacio de Hilbert la estructura de un producto directo entre el espacio de las funciones de
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cuadrado sumable en el plano usual con el espacio de representacién de una representacién unitaria
irreducible de SL(2,R).

En efecto, si se exige que las variables del espacio de fase no-conmutativo sean operadores Her-
miticos, se estard sujeto a considerar irreps unitarias de este grupo las cuales no son de dimensiéon
finita. Mas atn, puesto que el espacio de representacion de las irreps unitarias de SL(2,R) pueden
ser realizadas en términos de funciones definidas sobre el circulo unitario o funciones analiticas sobre
el disco abierto, tal como es discutido en el Apéndice B (ver referencia [80]), estos modelos consi-
derados resultan ser equivalentes a sistemas cuénticos con una dimension adicional (compacta).

14. ESTABLECIENDO EL PROBLEMA

De acuerdo a las ideas previamente expuestas, se considera el dlgebra de Heisenberg modificada
(%) para las variables dindmicas (Hermiticas) dada por:

[Cﬁu’jl/] = _iezeuupgpa Lﬁuaﬁu] = _iK’QG,U,l/pgpa
[T, Pu] = t(Nu — KOELHS") | [Ty, 8] = —i0€up5” (14.1)
[Dpus 8] = —ik€ups” (80, 80] = —l€ups”

donde 1 := diag(1l,—1,—1) es la métrica en el espacio de Minkowski de 2+1 dimensiones y

Sy, = 0,1,2 son los generadores de una irrep de SL(2,R) donde 6 y £ juegan el rol de una
escala ultravioleta e infraroja respectivamente.

Se pueden definir los generadores de las transformaciones de Lorentz en el espacio no-conmutativo
en 2+1 independientemente de la realizacién del algebra. En efecto, si establecemos M b= lAL“ + 84,
con LN := LMV (&, — 03,) (B — K8,) — (& — 05,)(Dy — Kky)], se puede probar que:

[MM,MV} = —zeW,\M/\ [M/m §V} = —zeu,,Aé)‘,
(14.2)
[Muviu} = _ZeyVAjA7 [Muaﬁu} = _715#1/)\]3)\-

Este conjunto de ecuaciones muestra que es posible definir operadores sobre el espacio de Hilbert
del sistema fisico que satisfacen el algebra de Lie de SO(1,2) y que transforma a los operadores
de coordenadas y momentos como trivectores, de modo que este tipo de no-conmutatividad en este
espacio permite construir modelos con simetria de Lorentz.

Con el fin de tener un mejor entendimiento acerca de todas las simetrias del espacio no-
conmutativo en cuestién, estudiamos la descomposicién de Levi del algebra de Heinsenberg mo-
dificada . Este método provee una forma de definir una nueva (y mas conveniente) base en la cual
$ se descompone en una suma semidirecta de un ideal soluble'® y una subédlgebra semisimple!©.
Este teorema establece [90]:

15Se dice que un algebra & es soluble si existe k € N tal que 6" =0y L) # 0, donde 60 = [6”‘1), 6“‘”]

y e = &, para cualquier j € N.
Y6Un algebra S es semisimple si no contiene ningiin ideal soluble excepto 1.
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Sea un dlgebra de Lie finito-dimensional . Si $ no es soluble, existe una subalgebra S de § tal que
H=8S®SR(H), donde SR(H) es el radical soluble de $ 7. En esta descomposicion S ~ $/SR(H)

y se tendrd las siguientes relaciones de conmutacion:

[5;85] =38, [S;SR(H)] CSR®), [SR(®$); SR®H)] S SR(H). (14.3)

Con el fin de calcular SR($)) usamos la siguiente proposicion:
Si estamos tratando con un dlgebra de Lie de dimension finita, luego

SR($H) ={x € H/ T'r(ad; o ady) =0,Vy € [9, 9]} , (14.4)

donde ad, es el mapa adjunto de z, ady := [z,].

Algoritmo para calcular la descomposicién de Levi

» Primero se debe encontrar una base de la subélgebra [$), $)]. Para nuestro caso en particular,
es facil ver de las ecuaciones (14.1) que [$), 9] = span {1, 59, 81, $2}.

» Luego, por cada elemento de la base de $ := span {&} se debe calcular el mapa adjunto de

ese elemento con respecto al resto de los elementos de la base. Claramente ad, es un mapa

lineal, y en consecuencia tiene una representacién matricial. En este caso dicha representacion
. . , 2 N S

estara contenida en R?*Y ademés & = (1,21, o, &3, P1, P2, P3, 81, 82,83) e i =0, .., 9.

» En tercer lugar, es necesario calcular el mapa de Killing de $, K;;($) := T'r’[adéi o adéj],

donde é’z es un elemento de la base de $) mientras que éj es un elemento de la base de [9, 9].
Naturalmente, la regla de composiciéon para el mapa adjunto en la representaciéon matricial se
reduce al producto usual de matrices.

» Ahora, ya es posible calcular una base para SR(f)). En efecto:

9 9
x = Zaié € SR($H) — ZaiTr[adéi o adéj] =0, Véj € [9, 9] (14.5)
i=0 1=0

donde todo el problema se reduce a resolver un sistema de ecuaciones lineales para las cons-
tantes a;.

Aplicando este método se encuentra que SR($)) es isomorfo al dlgebra de Heisenberg H |, y que
S es isomorfo a sl(2,R), por lo que se obtiene,

9 :=Hosl(2R). (14.6)

De esta ultima ecuacion se deduce la posibilidad de establecer como base de $ los operadores del
algebra de Heisenberg usual sumados a generadores de sl(2,R). Otra consecuencia interesante de
esta ultima ecuacion es que la realizacion del dlgebra no es tnica, por el contrario, dos realizaciones

17E] radical soluble de § es, por definicion, el ideal soluble maximal de £, el cual viene dado por la suma de todos
los ideales solubles del algebra.
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de 9 estaran relacionadas a través de una transformacion canodnica (€)g) del algebra, donde (g
puede ser escrita facilmente en términos de las transformaciones canénicas de H (€2) y de sl(2,R)
(€2): N

Qe =020. (14.7)

Las condiciones que determinan a {2y Q son
QN ¥ =0, QBQ=B'Q, ¢=0,1,2 (14.8)

donde establecimos (B?)u, := —(B7),, = €u,pn”?. Es simple probar que la segunda ecuacion en
(14.8) resulta equivalente a Q'B? = B7Q).
En lo sucesivo, realizaremos el algebra §) en términos de variables dinamicas (2*,p,,s, con

= 0,1,2) que satisfacen el algebra de Heisenberg usual y el algebra de si(2,R),

[x;U«,mV] = 07 [p;upu] = 07 [xu7pu] = 155 ’

(14.9)
[:C#) SV] = 07 [pua Sl/] =0 ) [Su) SI/] = —’LE#V)\SA 3
a través de una especie de shift de Bopp no-Abeliano:
Ty —xy+0s,, Pu—putKS,. (14.10)

Para esta representacion M, se reduce a M, := L, +s,, con LN = %6)‘“” (xypu — zupy), €l cual
satisface:

[L,ual'u] = —’LEM,/,\QL’A, [L,uapu] = _7f€,uu>\p)\a
(14.11)
Ly, L) = —1eun L™, [Lyys,] =0.

La estrategia para formular los modelos previamente mencionados en el espacio no-conmutativo
serd: dado un Hamiltoniano H (p, x) en el espacio de Minkowski (conmutativo), generalizarlo toman-
do H(P, X) y luego analizarlo realizando las variables no-conmutativas a través del shift establecido
en la ecuacion (14.10).

En particular, como fue previamente mencionado, el espacio de los vectores de estado del sistema
fisico es el producto directo entre el espacio de Hilbert de las funciones de cuadrado sumable en
el plano conmutativo y el espacio de representacién de la representacién unitaria irreducible de
SL(2,R) considerada (también de dimension infinita). Como la representacion de este tltimo espacio
puede ser realizada en término de funciones de cuadrado integrable definidas sobre el circulo unitario
o de funciones analiticas sobre el disco abierto unitario, segun sea la irrep considereda [80], estos
modelos también pueden ser interpretados como la descripcién de una particula que vive en un
espacio con una dimension espacial compacta adicional.

Como el conmutador entre las componentes espaciales del momento en la ecuacion (14.1) se
mapea en [p; + KS1,p2 + KSa] = —z/<;230, donde sg es el generador de las rotaciones en el plano
espacial en la irrep considerada de SL(2,R), puede interpretarse esa relaciéon como consecuencia
de la presencia de un campo magnético no-abeliano uniforme. Por ello, los modelos a considerar
son una especie de generalizacion del problema de Landau al caso no-Abeliano [55]. Este punto de
vista fue empleado en |56] para construir un modelo continuo que incorpora contribuciones a orden
dominante de las relaciones de dispersion del modelo de tight-binding para el grafeno. En el contexto
actual, también se incorpora no-conmutatividad en la componente temporal de tri-momento.
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Por otra parte, relaciones de conmutaciéon como la de la ecuacion (14.1) para operadores de
coordenadas en un espacio euclideo tridimensional pero con los generadores de SU(2) en el miembro
de la derecha, han permitido simular interacciones dipolares y han derivado en modelos con estados
de vacio infinitamente degenerados y con rompimiento espontédneo de simetria [53], habiéndose
encontrado aplicacion, por ejemplo, en la descripcion de la triple superconductividad |91]. Por el
contrario, en el actual contexto hemos de considerar irrep’s unitarias de un grupo no compacto las
que, en consecuencia, no son de dimensién finita.

En lo que sigue aplicaremos estas ideas al problema de Landau y al oscilador armoénico, tanto
en el caso de particulas de Schrodinger como de Dirac.

15. MODELO DE LANDAU PARA PARTICULAS DE SCHRODINGER

Caso conmutativo usual

Con el fin de establecer la notacion, consideremos primero el Hamiltoniano de Schrédinger del
problema de Landau. Describamos al campo electromagnético externo como Ay = 0y A;(x) =
—geijaﬂ . Para una particula de masa M, el acoplamiento minimo requiere que el Hamiltoniano H

tenga la forma

eB

2
2MH = (pi — eAZ‘(.I'))2 = (pz' — 2€ijxj) , (15.1)

el cual es un operador que conmuta con el generador de las rotaciones en el plano, Ly = L1 (ver
ecuacion (14.11)).

Como es sabido, a este operador se lo puede llevar a la forma del Hamiltoniano de un oscilador
armoénico a través de la transformaciéon candnica de variables

=2y eB:U p = b2 eB:U (15.2)
= 25 = - 1, .
VeB 2 VeB 2

para las que se tiene

P VeB P2 VeB

veB 2 o2 \/eB_ 2 o

H= <eB) W +da) _ <eB> [aTa + 1] (15.4)

M 2 M 2

g, p] = 1. (15.3)

y asi obtener

donde

q+1p 49— [ T}
a= , a = , a,a'| =1. 15.5
7 7 (15.5)

Ademas, se introduce el conjunto de variables canonicas independientes

D2 VeB 1 P1 eB ,
= P = - — 15.
OVt P 2 (156
el cual satisface
[P,Ql=—1, [P,p]=0, [Pq =0,
(15.7)

@Q,p] =0, [Q,q=0.
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De manera similar se definen los operadores de creacién y aniquilacion

Q+:1P Q — P
b= , bl = : 15.8
NG NG (15.8)
los cuales satisfacen
[b, bT] —1, [ba =0, [b, aT] —0. (15.9)
Los autovectores del Hamiltoniano vienen dados en consecuencia por
()" (b))
a
n,np) = 0,0) , 15.10
con n,ny =0,1,2,--- y los correspondientes autovalores por
eB 1
E, = <M> [n—k 2] , (15.11)

2 Q2
degenerados en el indice ny. Aqui se ha identificado, |0,0) <> ¥o(g, Q) = r~3e= S , v la normali-

zacion adoptada implica que (n/,ny|n,ny) = O’ Ot -
Para Lg se obtiene

1 1
Lo = w1py — 2291 = —3 (p*+¢°) + 3 (P> +Q?) =b'b—ala, (15.12)
y para sus autovalores resulta la diferencia Il = ny, — n € Z.

Extensién al espacio no-conmutativo

La generalizacién del Hamiltoniano de este sistema al espacio no-conmutativo definido por la
ecuacion (14.1) es

. B 2 B 2
2MH = <]52 — 6261‘3‘:%]‘) + 2Mksg = |:pi + Ks; — %eij (.Ij + 98j)] + 2M ksg (15.13)

(donde el tltimo término en el miembro derecho viene como consecuencia del shift aplicado a py en
(14.10)), el cual conmuta con My = Lo + so como se sigue de (14.2).
Si definimos 7; 1= p; — L¢;; 5, se tiene de (14.1)

2
9 eB
K4 0—
lo que muestra que el modelo en consideracion puede ser interpretado como la introduccion (ademés

del campo magnético correspondiente al grupo U (1)) de un campo magnético constante no-Abeliano
en la direccion temporal (rotaciones espaciales) del dlgebra de Lie si(2,R).

[7r1, 2] = —1eB —1 50, (15.14)

En términos de a' y a, definidos en (15.5), y de los generadores Hermiticos s, en (14.9), este
Hamiltoniano se puede escribir como

~ V2eB eB eB eB\? (8()2 — 52)
H=H —|adf —wW— - 2 > onr :
+ Ko+ =5 {|:I€+292]015++|:K z92]as }+ m+(92> o (15.15)
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donde
St =51 t189, 8% =502 — 512 —59°. (15.16)

El parametro x aparece como una escala de energia para los grados de libertad internos mientras
que 926—5 (para x # 0) es una medida de la intensidad relativa de la no-conmutatividad entre
coordenadas y entre momentos respecto al campo magnético externo aplicado.

En el Apéndice B se da una breve resena de las representaciones unitarias irreducibles de
SL(2,R). Dada una irrep unitaria, el espacio de representacion esta generado por la base de auto-
vectores simultaneos de sg y s,

s\, m) = XA, m),  so|A\m)=m|\m), (15.17)

donde A y m son nimeros reales.
El espacio de Hilbert es entonces generado por las combinaciones lineales de vectores de la forma,

|, np; A, m) = |n,np) @ [\, m) , (15.18)

que son autovectores comunes a H, Lo, s? v s, normalizados de forma tal de satisfacer

<n,nb; A, m|n ny; A, m'> = 5n,n/5nb’n§75m,m/ . (15.19)
Recordemos que
al In,mp) =vVn+1n+1,n), aln,n)=vnln—1,n), (15.20)

y (ver ecuacion (B.16))
st A,m)y=+/m(m=El)—A|[Am=*1). (15.21)
Ademais se tiene [ﬁ, Mo] = 0, donde My = Lo + s tiene autovalores j =1+ m =ny —n + m,

enteros o semi-enteros de acuerdo a la irrep de SL(2, R) considerada [80]. En efecto, sea z := /ﬂ—i—@&%;
luego es simple obtener

[2MI:I, LO] =+V2eB [zaTer + Zas_, —aTa} =+V2eB (zaTer — 2a8_> , (15.22)
y A
[2MH, so} =V2eB [zaTs+ + zZas_, 30} =V2eB (—zaTs+ + Zas_> . (15.23)

Maés aun, [ﬁ , bTb} = 0. Entonces, dados los valores de A, j y np, es posible dar un desarrollo de

los autovectores de H de la forma

|¢E’j»nb> = Z Cn,m |n7nb; )\7m> . (1524)

n—m=np—j

De (15.15), se obtiene de forma inmediata una relacién de recurrencia para los coeficientes

(n,np; A, m| 2M (H = E) |5 jn,) =
= {2eB(n+1/2) — 2M(E — km) + 2z (m® — A) } Cyym+ (15.25)

+Z\/QeB\/ﬁ\/m(m —1) = ACh1m—1+2V2eBVn+1y/(m+1)m — ACpi1ms+1 =0,
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donde m = j — ny + n.

Si se toma z = 0, se recuperan los niveles de Landau usuales,

ComleB(n+1/2) — ME|=0 = E= % (n + ;) : (15.26)

Lamentablemente, no es evidente como resolver la relacion de recurrencia (15.25) de forma
general. Sin embargo se obtiene una simplificacion para el caso de irreps unitarias de la serie discreta,
(ver Apéndice B), con A = k(k —1) y m < —k, donde k es un entero o semi-entero positivo, puesto
que para estas irreps el miembro derecho de la ecuacion (15.24) se reduce a una suma finita. En

efecto,
m=j-m+n<-k = 0<n<n,—j—k, (15.27)

lo que implica que j — np < —k para obtener soluciones no triviales, teniéndose asi

np—k—j

WEjm) = > Chjonyn |nmp;k(k —1),j —ny +n) . (15.28)
n=0

De esa forma, el problema de autovalores de H se reduce a uno matricial, observandose por otra
parte la degeneracion infinita caracteristica del problema de Landau, consecuencia directa de que
la tnica dependencia de j y ny se da a través de la diferencia J := j — ny.

Por otra parte, para una irrep de la serie discreta con m = j—np+n > k, se tienen > k—j+ny
y se debe determinar toda la serie.

Si, por ejemplo, se toma j —ny = —1/2 y m < —k para la irrep con k = 1/2, se obtiene un
Unica solucién no trivial conn =0y m = —%,
1 1 eB (1 K Zz
W%mﬁm>—qwzﬁm*4ﬁa>’cm %_Af@)_2_ﬂw’ (15.29)
con una degeneracién infinita en el indice ny, = 0,1,2,... En este caso, la no-conmutatividad del
espacio de fases produce un corrimiento negativo en la energia del estado fundamental usual.
Para la misma irrep con j —ny = —%, la soluciéon pertenece al subespacio bidimensional (para
cada ny) que contiene a los autovectores independientes
_ 1 _3 2 1 1
[Vrm g = (1 2 +0GD) [0, ~5, ) — {725 +0 ()} Lmi =3, =)
(15.30)
_ z 2 1 1
‘¢E nb—fnb> = {\/QZE*B"‘O(Z )} ‘0 "bﬂ_ ) 2>+ (1+O ) ‘1 Mbs =4 — §>

que corresponden a autovalores dados por una funcién mas compleja de los parametros de no-
conmutatividad y que a orden cuadratico en |z| se reducen a

Be (1 3k 3zz
Bi=—(2 3
L (2) 2 T tOE)
(15.31)

B 1 z
ﬂze@*a>‘2+iQ+o()
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nuevamente degenerados en el indice ny. Al igual que para el anterior caso, aqui encontramos un
corrimiento de O(2?) en los niveles de Landau respecto de los del plano conmutativo usual.

Similarmente, para j — n, = —g los autovalores (degenerados en np) hasta orden cuadratico en
|z| son
Be (1 5k OZz
Ey=—|z|—-—=+— 3
2T M (2) > T TO)
Be 1 3k 9zz

Ey=—|[142) -+ 3 15.32
5 M(+2> st TOE) (15.32)

Espectro obtenido por teoria de perturbaciones
Para pequenos |z|

Con el fin de explicar la estructura del espectro es posible utilizar teoria de perturbaciones
para pequenos valores de los parametros de no-conmutatividad. Por conveniencia, se tomaré como
Hamiltoniano sin perturbar a Hy y como perturbaciéon a V', operadores que vienen dados por

0y )

1
2MHy = 2eB [aTa + 2} +2Mksg + zz (502 - s2) ,
(15.33)

2MV =+2eB {zaTs+ + Zas,} .

Como Hy conmuta con Lo, so y bib, los autovectores y autovalores sin perturbar vienen dados
por
Unnym = [nsmp) @ [Aym) . HoWppym = E’r(L(,)’Bn\Ijn:nbym7
(15.34)

1 1
0 — 2
Ey(l’ —_2{263 <n—|—2>—|—2M/<;m+zz(m —)\)},

que son degenerados en el indice np.
Puesto que V' conmuta con bfb, la correccion a primer orden para los autovalores en teoria de

perturbaciones viene dada por

E(ly)n = (\Iln,nb,mv V\Ijn,nb,m) = O, (1535)

n,

y son todos nulos.
La correccion a segundo orden viene dada por

! \Iln’ m’n aV\I’n,m,n 2
ER), => ( ]’E(O’)b_E(O) 3l : (15.36)
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donde los términos n’ = n y m’ = m son excluidos de la serie. De (15.33) se obtiene

(\Pn’,nb,m’a 2A]\4‘/\I}n,nb,m) =

= V2eBzvn+ 1y/m(m+1) = Aop/ nt10m/ my1+ (15.37)

—|—\/2€BZ\/>\/m — Aoy n— 107 m—1;

de donde se sigue que

pe _ “LEPe+Dmm+1) =N 1 |2Pafm(m —1) — A
MM 4 Me g ERon ) 2M g g Me g LR g gy 1539
2
= ’ | {2nm+[ (m+1)—>\]}+0(|z|3) .
Por lo tanto, a segundo orden en |z|, se obtiene para los autovalores
Enm = e n+ = ! + Em 4+ —— |2 (m?—\) — ’ * {2nm+[ (m+1) =M} +0 (|2]*) =
’ M 2 2M
_eB-l'm n—i—1 + &m + O (|2]*)
B M 2 ’
(15.39)

para toda srrep unitaria de SL(2,R). Advertir que, a este orden y para cada m, éstos son los niveles
da Landau correspondientes a un campo magnético efectivo con dependencia lineal en m, corrido
rigidamente por el término km. Ademas el término dominante en el parametro 6 es cuadratico.

De considerar nuevamente la irrep unitaria de la serie discreta con k = % y m < —k se obtiene
(a menos de términos de orden O (|z[*)),

2 2
B+ K eB+3EE 3k eB+2EE 5k
By 1= 0G)-%5 B as=—7%=0G)-% Bs=—3—0G)-%. -
2 2 2
eB+1) 1\ _ & o 1) _ 3k eB+2L 1\ _ 5k
El,f%_ M (14’5)_5’ E1,fg— M (1+§)_2’ El,fg— M (1+§)_2’
2 2 2
eB+1) 1\ _ & eB+2 1\ _ 3k eB+23 1\ _ 5k
EQ,%— M (2+§)_§v E2,f§— M (2+§)_ 2 E2,fg— M (2+§) 2
(15.40)

lo cual esta en completo acuerdo con las ecuaciones (15.31)-(15.32).

Para grandes |z|

Aqui se consideraran las correcciones a las autoenergias en el limite de grandes valores de los
parametros de no-conmutatividad, obtenidas mediante la teoria de perturbaciones. En este caso, se
puede tomar como Hamiltoniano sin perturbar al operador
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y como perturbacién

V2eB B 1
V = Ksp + ﬁ (zaTs+2as_> + eﬁ <aTa + 2> . (15.42)

De tal forma, los autovectores y autovalores de Hg son

Xngnpim ©= |1, 10) @ [A,m)
2, (15.43)

Q) m*— ) ,

nan = 57 (
los cuales dependen solamente de m y son degenerados en n y ny.

Tanto Ho como V conmutan con b'b, por lo que es posible referirse a los subespacios con ny defi-
nido y considerar solamente la degeneracion en n. La correcciéon a primer orden para los autovalores
en teorfa de perturbaciones vienen dados por los elementos de matriz

B 1
(Xn’,nb,wu VXn,nb,m) = 5n’,n {Hm + CM (n + 2) } , (15.44)

los cuales ya son diagonales en n.
El segundo término (O(|z])) en el miembro de la derecha de la ecuacion (15.42) contribuye a
segundo orden en teoria de perturbaciones con una correciéon O (%) . Luego,

eB

Ep = 22 2—>\)—|—/<am+0<). (15.45)

= oap 3

En consecuencia, se ve que los parametros de no-conmutatividad aparecen como una escala de ener-
gia tipica para la separacion de las series sucesivas de niveles de Landau. Para |z|/M > 1, sélo los
estados con el minimo valor de m? se manifestaran a bajas energias.

16. MODELO DE LANDAU PARA PARTICULAS DE DIRAC

Caso conmutativo usual

La ecuaciéon de Dirac en 2+1 viene dada por
(Y10, —M)¥ =0, (16.1)

donde se ha tomado
V=03, =00, =101, (16.2)

y se satisface {v*,7"} = 2n*" con (g"") = diag (1,—1,—1). De (16.1) se obtiene el Hamiltoniano
H = a;p; + M3, donde oy = —01, g = —09 and 8 = o3.

En presencia de un campo electromagnético, el acoplamiento minimo induce el cambio p, —
pu — eA,. Por tanto, el Hamiltoniano se escribe como

H=q; (pi — (:’A@) —eAgy + Mp. (163)
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Nuevamente consideramos un campo magnético constante perpendicular al plano del sistema, y
al igual que en el caso de particulas de Schrodinger, tomamos Ag = 0y 4;(x) = —geijmj, obteniéndo
asi

H=moveBq+asvVeBp+ MS =

_ M —v2eBat
~\ —V2¢eBa -M ’

en términos de los operadores definidos en (15.2) y (15.5).
Teniendo en cuenta que

[H, L] = [H by — aTa} = @( 2 —a ) (16.5)

(16.4)

0

T
[H,03] = —V2eB |:CLTO'+ —f—CLO'_,O'g} =2V2eB < j)a % > , (16.6)

se concluye que H conmuta con Jy := Lo + %. En consecuencia, resulta conveniente escribir los
autovectores de H y Jy como
Cy |n, np)
= ’ 16.7
Ynny ( Coln—1,np) )’ ( )

con n > 1. En efecto, tenemos

. Ch (Lo + %) |n, mp) .
JO@ZJn,m, - ( 02 (LO _ %) |TL _ 1’ nb) - ]O¢n,nb P (168)

con autovalor jo =np —n + %
Por otra parte, (H — E)ty,,, = 0 implica que

(e ) (8)-(5). 169

Soluciones no triviales exigen

E* - M?-2Bn=0 = Ei,=+VM2+2eBn, (16.10)

Oy = Ey,—-M
v2eBn

ambos independientes de ny. Luego, los autovectores vienen dados por

V2eBn |n, ny)
Yt nm, [—M + \/M} In —1,ny)

Ch, (16.11)

(16.12)

con n > 1, degenerados en el indice ny,.
Existe otra soluciéon para n = 0, dada por

0,n
Yo, = ( | Ob> ) : (16.13)
con jo =np+ 1/2y Eg = M, también degenerada en ny,.
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Extensién al espacio no-conmutativo

Se adopta como Hamiltoniano del sistema. al operador Hermitico

H = q; (]37, — eAl()AC)) +kKsg+MB =
(16.14)

=H®1+k(0;®s;+12® s0)

eB
— 9761‘]‘ o; @ S5,

en donde el término (klg ® sg) proviene del shift de pg en la ecuacion (14.10). A este operador se
lo puede reescribir como

~

H=H®14+Kkl®s)—20_- Q81 — 204+ QS_, (16.15)
donde o4 = %, s+ = 51 £1sa (ver (B.12)).

Ademés, H tiene una simetria generada por

1
J = <L0—|— 203> R1+12® sg. (16.16)

En efecto, (ver (B.13)),

|:J7 I:Ii| = _g [0-370-*] ® 5y — g [0-370+] ®s_—
(16.17)
—20_ ® [S0, 54+] — 204 @ [S0,5-] = 0.

Maés aian, puesto que [bTb, H ] = 0, los autovalores seran degenerados en el indice np.

Dada una #rrep unitaria de SL(2,R), podemos escoger un sistema completo de autovectores
ortonormales en el subespacio de Hilbert caracterizado por los autovalores de n, y j (autovalores

de J) como
_ |Tl,, nb> . _ 1
Ql)’rL,T = < 0 & /\a.] np 9 +n),

(16.18)
¥ O Velnj—n+i+
= —np+=+n).
n,l |n,nb> »J b 2
En ambos casos el autovalor de J es (nb —nx %) + (j —np F % + n) = 7.
Senalemos que
1
[(H—-—E)®1+Klya® so]nt = {M —FE+k (j —ny — 3 + n)} Yn4 — V2eBnin_1,, (16.19)
y
1
[(H —E)®1+Kkl2® 80] Un,| = |:—M —FEF+«k (] —np + 3 + n>:| UL — V 2eB(n + 1) UVnt1,1 - (16.20)
Ademis,

o_ Q@ 84Ypy = \/(] —np+ n)2 — <)\ + i) Y| s (16.21)
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04 @ S-Yp| = \/(J —np+n)’ - <)\ + i) Vnt (16.22)

mientras que
04 ® 57¢n,T =0=0_® 8+¢n,¢ . (1623)

Si se propone el siguiente desarrollo para los autovectores del Hamiltoniano,

U= Z (ann,T + ann,i) =
n=0

16.24
) Cn|n,nb)®|)\,j—nb—%+n> ( )

n=0 \ Dy |n,ny) ® P\,j —np+ 5 +n)

la condicién (H — E) U = ( conduce de forma directa a la relaciéon de recurrencia

1 1
Cp [M—E+m<j—nb—2+n)] —Dn_lx/ZeBn—Dnz\/(j—nb—|—n)2— (/\—|—4> =0,

1 1
D, {—M—E—i—/@(j—nb—&—Q—Fn)} —C’n+1\/263(n+1)—C’nz\/(j—nb+n)2— <A+4) =0,

(16.25)
para n > 0, donde D_; := 0. Notar que las soluciones dependen de j y n soélo a través de la
diferencia j — ny.

Es simple ver que el limite x,6 — 0 reproduce los resultados de las ecuaciones (16.10), (16.12)
v (16.13).

El problema de obtener los autovectores del Hamiltoniano parece ser mas complejo que en el
caso de las particulas de Schrédinger. Pero como antes, ciertas irreps unitarias de SL(2, R) reducen
el problema de autovalores a uno matricial.

En efecto, de considerar nuevamente la serie discreta caracterizada por A = k(k—1) y m < —k,
seobtienem:j—nb—i—n—%g -k = Ogngnb—j—k—i-%.

Por ejemplo, tomando k = % con j —ny = 0 se obtiene de manera simple

Co (—E—ngM) ~0. (16.26)
Luego, E=M — 5y ¥ ~ 9.
Para j — np = —1, los autovalores son los ceros del determinante
-4 M-E 0 ~z
0 —5+M—F —V2Be =0. (16.27)
—z —v2Be -5 —M—-FE

Se trata de los ceros de un polinomio de grado tres en E, cuyas raices estan dadas por las expresiones
estandar que no seran reproducidas aqui.
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Espectro en teoria de perturbaciones
Para pequenos |z|

Con el fin de explicar la estructura del espectro para pequenos valores del pardmetro de no-
conmutatividad se utiliza nuevamente teoria de perturbaciones tomando a Hyp := H @ 1 + k1 ® so
como el Hamiltoniano sin perturbar y a V := —z0_ ® s — Zoy ® s_ como perturbacion.

Como Hy conmuta con (L() + %03) y con sg, es factible tomar como autovectores normalizados
y autovalores no perturbados a

|0a nb)
\IIO,nb,m - ( ® |)\,m> 5 E(()(,)')ii =M + KM,
0
(16.28)
E(O)

+,n,m

V2eBn |n,ny)
® |\, m) =+ M? +2eBn+ rkm,

[M FVM?+2eBn| |n—1,n)

degenerados en n, € NU {0}, con

\Il:t,n,nb,m = C:t,n (

[N

Cin= {2 (M2 4 2¢Bn)  2M /M2 + QeBn}_ . (16.29)

Puesto que [bTb, V] = 0, es posible referirnos al subespacio con n; dado. Luego, todas las
correcciones a primer orden en la energia en teoria de perturbaciones se cancelan autométicamente.
En efecto, vienen dadas por

(\Ilo7nb7m, V‘llombznm) =0= (\I]:t,n,nb,my V\Ilzl:,n,nb,m) . (16.30)

Por otro lado,

(\Ilsl,n/,nb,m’7 V\IIO,nb,m) = —5n/’15m/’m+1zCs/7n/ |:M — SI V M2 -+ 263} AV m(m + 1) - )\,

(16.31)
B _EO = M — ¢/ M2+ 2eBn’ + x(m —m)
0,m s’/ m! T y
Yy
(\IIS/7n/7nb9m/7 V\Ijs)nznlhm) =
= —CynCsn {5n/7n+15m/,m+1z {M - s'\/M2 +2eB(n + 1)} \/QBBn\/m(m +1) = A+
(16.32)

+0n’ n—10m/ m—12v/2eB(n — 1) [M — sV M? + QeBn} m(m—1) — )\} ,

Eg?,z7m - Ei%,m, = sV M2+ 2eBn — s’/ M2 + 2eBn’ + k(m —m’),
A través de (16.31) y (16.32) resulta sencillo calcular las correciones a la energia a segundo orden
(O(|2|*)) en teoria de perturbaciones.

Por tanto, para toda irrep unitaria de SL(2,R) y a primer orden en |z|, los autovalores vienen
dados por la ecuacion (16.28). Al igual que en el caso de particulas de Schrodinger, los autovalores
muestran un corrimiento lineal en m y no dependen de 6 a primer orden. Esto estd en acuerdo
también con las ecuaciones (16.26) y (16.27), a menos de términos de O (|z[?).
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Para grandes |z|

En el limite para grandes |z|, se define como Hamiltoniano no perturbado al operador

Ho =K1® 59— 20- Q54 — 204 ® s_ (16.33)
y como perturbacién
V=H®1=Mo;®1— 2B {aTaJr—l—cw,} ®1, (16.34)

Como [Ho, % o3+ 80] = 0, es posible ver que los autovectores normalizados de Hg estan dados
por
Cl(j,i) )‘7.7 - §>
Py gt = |n>nb> ® ) (16.35)
c2(4, £) [\ d+3)

siendo j el autovalor de (% o3 + so) y

P 2 _ (A1
(. %) = -V o) ,

\/1+47[j2_(“}1)] £ /1+49[2- (A +1)]

(16.36)

26 4 k(1 — 2j)
CZ(j? :l:) = 2

VoLt [2 = (A D]+ U [ (D)

)

_ 0 .
con vy 1= zz/K? y 5](7 :I): los correspondientes autovalores,

1 1
£ ::H<3¢2\/1+47 [j?— ()\+4>]> , (16.37)

degenerados en los indices n y np.

. ) : . . 1
Las correcciones a las autoenergias a primer orden en teoria de perturbaciones, 5]( :I):7 establecen
K

contribuciones no nulas solamente del primer término del miembro derecho en la ecuacion (16.34),
determinadas por los elementos de matriz

((Dn’,ng,jctvv(pn,nmj,i) = M(Sn’,nfsng,nb {|Cl(j7 :l:)’2 - ’CQ(jv i)‘Q} =
(16.38)
= :FM 5n’,n5n;],nb ’
Vitwr -]

que son diagonales.

Resulta simple ver que las correcciones a segundo orden en teoria de perturbaciones contienen
una contribucion O(M?/|z|) del primer término del miembro derecho de la ecuacién (16.34) y
contribuciones O(eB/|z|) del segundo término en el miembro derecho de la misma ecuacion.

En consecuencia, en estos modelos los pardmetros de no-conmutatividad aparecen como una
escala de energia tipica para la separacion entre las sucesivas series de niveles de Landau, y a bajas
energias solo los estados con el minimo valor de j se manifestaran efectivamente.
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17. OSCILADOR ARMONICO PARA PARTICULAS DE SCHRODINGER

Caso conmutativo usual

Sea el Hamiltoniano de Schrodinger de un oscilador armoénico isétropo:
2MH := p? + M?w?x? (17.1)

que evidentemente conmuta con Ly.
En términos de los operadores definidos en (15.5) y (15.8), H y Lo son diagonales y toman la
forma:
H:=w(aa+bb+1), Ly:=bb—dla. (17.2)

Sus autovectores son de la forma

f\e (pt)"e
I, np) = (al)™ (b1) 0,00, n,N=0,1,2,...

donde @ |0,0) = 0 =010,0), y los correspondientes autovalores estan dados por

H|ng,np) =w (ng +np+ 1) |ng,np) , Lo |ng,np) = (np — ng) [ng, np) - (17.3)

Extensiéon al espacio no-conmutativo

Nuevamente utilizamos el shift no abeliano de la ecuacion 14.10 para obtener la generalizaciéon
del Hamiltoniano al caso no-conmutativo,

OMH = ﬁ? + M2w25522 = (p; + mi)2 + M?w? (z; + 931)2 , (17.4)
operador que conmuta con My = Ly + sp como puede verificarse facilmente.

En término de los operadores de creacién y aniquilacién y de los generadores s, este Hamilto-
niano se escribe como

OMH =2MH +VMw (zaTs+ +Zas_ + 2bls_ +Ebs+> + 2z (302 — SZ) , (17.5)
donde z := 0Mw + 1k, Z := §Mw — uk. Luego, dados los valores de A y j, se desarrollan los

autovectores de H como

WEs) = Y Chynyn INanp; A,m) (17.6)

ny—ng+m=j
De la ecuacion (17.5) se obtiene nuevamente una relacién de recurrencia para los coeficientes,

(a1 A, ml 2M (H = E) Wp jmy) =
= {2Mw(ng + np + 1) = 2M(E — km) + 2z (m* — \) } Cpo oy m+
+2VMwy/ng + 1v/m(m + 1) — XA Cro 10y mt1 + 2V Mwy/ngy/ (m — 1)m — X Chy —1.ny m—1+

+2V Mwyny + 1y/m(m — 1) = AChy ny+1,m+1 + 2V Mwy/npy/(m 4+ 1)m — ACpy ny—1,m—1 =0,
(17.7)
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donde m = j + ng — 1.
Como era esperable, para z = 0 esta recurrencia se reduce a los niveles del oscilador armoénico
usuales,
Comwng+ny,+1)—El=0 = E=wn.+m+1). (17.8)

No obstante, no es evidente como obtener soluciones exactas para esta recurrencia en el caso
z # 0. Una diferencia relevante con respecto al modelo de Landau es que [H , bTb} # 0y, a conse-

cuencia de ello, el problema de la determinacién de autovalores no se reduce a uno matricial para
las 4rreps unitarias de la clase discreta.

Espectro obtenido por teoria de perturbaciones
Para pequenos |z|

Nuevamente se aplica la teoria de perturbaciones para pequenos valores de los pardmetros de
no-conmutatividad, tomando en este caso como Hamiltoniano sin perturbar a Hyg y a V' como
perturbacién, ambos operadores definidos de la siguiente manera,

M Hy = 2Mw [a*a AT 1] + 2Mrso + 7% (502 — 82)
(17.9)
IMV =vVMw (zaTs+ +zas_ + zb's_ +Ebs+> .

Como Hy conmuta con Lg y sg, los autovectores y autovalores sin perturbar vienen dados por

\I’na,nb,m = ‘naynb> ® ’/\>m> ) HO\I}na,nb,m - E(O) \Ijna,nbam7

Na,Np,Mm
s (17.10)
E’flg),nb’m =w(ng+mnp+1)+rm+ oYY (m? = \) .
Las correcciones de primer orden a los autovalores son nulas, al igual que en el caso de Landau,
Er(Li),nb,m = (\I]na:nbym7 V\IInavnbym) = 07 (1711)

Para las correcciones de segundo orden se deben calcular los elementos de matriz

(g 2MV Wy ) =
= VMwzv/ng + 1v/m(m + 1) = Xon, 5,101 1, Omr ms1+
VMW /ig\/m(m = 1) = by mu 100 1y Ot am—1+ (17.12)
+VMwzy/ny + 1y/m(m — 1) = Xy .0t y410m am—1+
VMwz/y/m(m 1) = X 0,0y - 16mmt1 s

de donde se obtiene que
R

O T N S o 3 17.13
B = i (m )\) 2Mml+0(]z\ ) . ( )
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Entonces, a segundo orden en |z|,
ElS 3

By npm = w (ng +np + 1) + £m — mml+0(|z| ), (17.14)
para toda irrep unitaria de SL(2,R). La correccion lineal en k produce, para cada m, un corri-
miento rigido de los niveles del oscilador arménico. Mas atin, el término cuadrético |z|? muestra un
acoplamiento con el momento angular, rompiendo asi la degeneraciéon usual en [ del espectro del
oscilador armoénico isétropo. Esta es una diferencia con el caso anterior del problema de Landau
donde las correcciones a segundo orden no rompen la degeneraciéon usual en el momento angular
de las particulas. Ademéas advertir que, al igual que en el anterior caso, el término dominante en el
parametro 6 es cuadratico.

Para grandes |z|

Aplicando la teoria de perturbaciones en el limite de grandes parametros de no-conmutatividad,

se toma _
zZz

T 2M

como Hamiltoniano sin perturbar y

[ w _ _
V= i (ZCLTS_;,_ +Zas_ + zbTs_ + zbs.,.) . (17.16)

como perturbacién. Los autovalores y autovectores de Hg vienen dados por

Ho : (502 — S2) + kS + w {aTa +bf+ 1] , (17.15)

Xng,np,m = |na7nb> X |>\7m> y
) 17.17
o s, ( )

nampm = 517 (m2 —A) +Em+w(ng +ny+1).

La correcciéon de primer orden en teoria de perturbaciones a las autoenergias se cancela,

(Xna,npms VXng,npm) =0, (17.18)
mientras que a segundo orden V contribuye con una correccion O (ﬁ), por lo que podemos escribir
Sn ny,m — {ﬁ (m2 - A) + Km+w(na +np + 1)} (1 + 0 (i)) . (1719)

o 2M M

De donde se concluye que, en el limite de masa grande, el pardmetro de no-conmutatividad aparece
como una escala de energia tipica para la separacién entre sucesivas series de niveles del oscilador
armonico isétropo. Para |z|/M > 1, sélo los estados con el minimo valor de m? se manifestaran a
bajas energias. Dicha conclusion, esta en completo acuerdo con las obtenidas anteriormente para el
problema de Landau.
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18. OSCILADOR ARMONICO DE DIRAC
La ecuaciéon de una particula libre de Dirac en 2-+1-dimensiones es
(0, —M)¥ =0, (18.1)

donde tomamos
V=03, A'=—1w09, 2 =101, (18.2)

las cuales satisfacen {y*,~"} = 2n*” con (n*’) = diag (1, —1,—1). De (16.1) obtenemos el Hamilto-
niano H = a;p; + M3, donde oy = —01, as = —09, 8 =03 y M > 0 la masa de la particula.

En [92] Moshinsky y Szczepaniak propusieron anadir un término lineal en las coordenadas,
interpretando el sistema como un Oscilador de Dirac ya que, en el limite no-relativista, se reduce
a un oscilador armoénico con una interacciéon spin-6rbita. En ese sentido, el operador Hamiltoniano
de interés se escribe como

H = o; (pi —wpPx;) + Mf, (18.3)

para alguna constante w > 0. Usando que ;3 = 1€;;0; es facil ver que la tltima ecuaciéon resulta
equivalente a la del problema de Landau si identificamos w <+ eB/2. En consecuencia, los resultados
obtenidos para el modelo de Landau para particulas de Dirac en este espacio no-conmutativo se
aplican directamente a esta extension del oscilador de Dirac, por lo que no sera necesario reproducir
los resultados previamente expuestos y se refiere al lector a la seccion correspondiente.
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19. CONCLUSIONES

En este capitulo se han considerado modelos de particula de Schrédinger y Dirac que viven
en un espacio-tiempo con una no-conmutatividad no-standard, tanto en coordinadas como en im-
pulsos. Esta no-conmutatividad fue inducida deformando los conmutadores canénicos por términos
proporcionales a los generadores de una representacion unitaria irreducible del grupo de Lorentz en
el espacio de Minkowski de 2+1 dimensiones, el cual es isomorfo a SL(2,R)/Zz. Puesto que éste es
un grupo de Lie no-compacto, sus irreps unitarias no son de dimensién finita.

Con el fin de lograr un mayor entendimiento acerca de la realizacion del algebra se analiz6 la
descomposicién de Levi de la misma, obteniéndose que puede ser representada como una suma di-
recta del operador conmutativo usual con elementos del algebra de Lie de SL(2,R). Esta realizacion
no es unica, sino que dos realizaciones del dlgebra pueden diferir en una transformacién canénica
de las variables dinamicas.

Se ha realizado esta deformaciéon a través de un corrimiento de las coordenadas y momentos
canonicos con términos proporcionales a los generadores de la irrep unitaria considerada. En parti-
cular, este shift en el momento puede ser interpretado como la introduccién de un campo magnético
no-Abeliano constante.

Consecuentemente, el niimero de variables dinamicas aumenta y el espacio de Hilbert toma la
estructura de un producto directo, donde un factor proviene de los vectores de estado del siste-
ma usual, el espacio de las funciones de cuadrado sumable sobre el plano conmutativo, y el otro
corresponde al espacio de representacion de la irrep unitaria de SL(2,R) considerada.

Hemos visto que pueden construirse generadores completos de las transformaciones de Lorentz,
los que transforman correctamente a todos los operadores realizando de esa manera el algebra de
Lie de sl(2,R) sobre el espacio de Hilbert del sistema cuéntico. Esto permite formular modelos
covariantes en este espacio de fases no conmutativo.

En este contexto, hemos considerado Hamiltonianos modificados, obtenidos a partir de ese shift
de Boop no-Abeliano de las variables dindmicas, para el modelo de Landau y para el oscilador
armoénico isétropo, tanto para particulas de Schrédinger como de Dirac. Hemos analizado éstos
modelos para irreps unitarias de sl(2,R) tanto en las clases discretas como en las continuas. En
general, el problema de autovalores deriva a una relacién de recursion infinita para los coeficientes
del desarrollo de los autovectores en una base convenientemente escogida del espacio de Hilbert las
que, para ciertas irreps, se reducen a problemas matriciales. Los espectros de éstos modelos han sido
estudiados ademéas mediante la teoria de perturbaciones, tanto para pequefios como para grandes
valores de los pardmetros de no-conmutatividad.

En el caso del modelo de Landau para particulas de Schréodinger, la ecuacion (15.39) muestra
que para pequenos valores de |z| y para toda irrep unitaria de SL(2,R) hay una serie de niveles,
uno por cada autovalor m de sg, rigidamente corrido por un término proporcional a m y con una
correccion a segundo orden en el campo magnético efectivo. Por otro lado, en el limite de grandes
valores de |z, (15.45) y (15.44) muestran que los parametros de no-conmutatividad aparecen como
una escala de energia tipica para la separacion entre series sucesivas de niveles de Landau y que,
a bajas energias, solo los niveles con el minimo valor de m? se manifiestan. Conclusiones similares
fueron obtenidas para modelos de particulas de Dirac.

Por otra parte, el espectro para el caso del oscilador armoénico isétropo extendido a este espacio
no-conmutativo, para pequenos valores de |z|, es el del oscilador bidimensional usual rigidamente
corrido por el término km para cada autovalor m de sg. Las correcciones a segundo orden, rompen la
degeneracion usual en el momento angular. En particular, la correccién dominante en 6 es cuadréatica.
En el limite de grandes |z|, los parametros de no-conmutatividad en los pardmetros aparecen como
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una escala de energifa tipica para la separacién entre series sucesivas de niveles del oscilador arménico
isotropo.

Senalemos que, contrariamente al caso convencional no-conmutativo (basado en el producto
Moyal), no se ha encontrado relacion entre los parametros de no-conmutatividad entre coordenadas
y entre impulsos. Mas bien, con un campo magnético no nulo B, xk y 6 aparecen jugando un rol
similar (a pesar de que no hay contribuciones lineales en 6 a los autovalores).

Notar que la estructura del espacio de Hilbert como producto directo conduce, en el limite
|z| = 0, a una degeneracion infinita adicional a la usual del problema de Landau. En este sentido,
los modelos no-conmutativos aqui mencionados no se reducen al caso conmutativo usual en ese
limite, sino que el Hamiltoniano modificado H toma la forma H ® 1;rep, diagonal en el espacio
de la representaciéon del grupo. Por lo tanto, éstos modelos no constituyen una deformacién suave
de los modelos en el espacio conmutativo. Por otra parte, como fue previamente mencionado, en
el limite |z| — oo solo las excitaciones de energia mas baja, con componente en el subespacio con
el menor valor de m? de ese factor adicional del espacio de Hilbert, podrian ser detectadas a baja
energia, sin evidencia de la existencia de las series correspondientes a niveles superiores.

Vale la pena senalar que las representaciones unitarias irreducibles de SL(2,R) pueden ser
explicitamente realizadas en términos de las funciones de cuadrado integrable, funciones definidas
sobre el circulo unitario para las clases continuas de irreps y funciones analiticas definidas sobre el
disco unitario para clases discretas, tal como se resenia en el apéndice B. Por tanto, los ejemplos
estudiados en este capitulo pueden ser considerados como equivalentes a modelos de particulas
cuanticas viviendo en un espacio con una dimensién compacta adicional, con el parametro s jugando
el rol de la inversa de una escala tipica de longitud. De hecho, el shift de Bopp no-Abeliano de la
ecuacion (14.10) conduce a una descripcion de estos sistemas en términos de las variables del espacio
de fases conmutativo usual, correspondientes a un espacio de Minkowski de (2+41) dimensiones, méas
los generadores de una irrep unitaria de SL(2,R), variables dinamicas adecuadas para describir el
comportamiento del sistema en esta dimension adicional.
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A. GEOMETRIA SIMPLECTICA

En éste apéndice se daran de forma abreviada alguna de las definiciones basicas de la geometria
diferencial y simpléctica. Este anélisis se sigue de |93, 94| de donde se puede encontrar la definicion
de variedad diferencial que utilizaremos recurrentemente a continuacién.

Notacion: denotaremos como T, M al tangente a una variedad diferenciable M en el punto z
y TM :=J,cp T-M a su fibrado tangente. De igual forma denotaremos como 77 M al cotangente
en el punto z y T"M := J,c (T M a su fibrado cotangente.

Definicion. Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M es una aplicacion
X M—->TM X((z)=X, (A1)

siendo X, € T,M, Vz € M.
Dicho campo se dice que es diferenciable si Vf € C* (M), X,[f] € R donde

Xl = o) (42)

para cualquier curva Y(t) en M, tal que y(0) = z. Dicho campo, puede escribirse en término de
un conjunto de coordenadas z1, .., zn definidas sobre M como

15)
o

X, = X'(z2) (A.3)

Notacion: el conjunto de los campos diferenciales sobre M se los denotara como X(M).

Definicion. Una k—forma diferencial w en M es una aplicacion suave k-lineal, antisimétrica

definida sobre T M,
w:TMx..xTM—R

W (X1, 000y Xp) = ()0 (X1, s Xory) (Aa4)

donde | o | representa el signo de una permutacion o del conjunto 1, ..., k.

Notacién: el conjunto de las k—formas diferenciales sobre M se las denotara como AF(M).

Una 1-forma es una aplicaciéon del espacio vectorial tangente en los reales,
aceAMM), aX)eR. (A.5)

Para una 2-forma,

we A M), w(Xi,X2)eER. (A.6)

Respecto de un sistema local de coordenadas de la base dual {dz!,...,dz"}
a=aq(z)dz, d2'(9;) = 6. (A.7)

Similarmente, ‘ ‘
W(Xl, XQ) = winlngl dzt N\ dZ? (8k, 8[) =

= winlkXQl dz’(@k) AN dz](al) = winlngj .
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Definicion. Sea w una k—forma diferencial definida sobre M y sea X € TM, se define la con-
traccion de w con X, ixw, como la (k — 1)-forma dada por

in (X].)"')Xk—l) IZW(X,Xl,...,Xk_l) . (Ag)
Definicion. Sea o una p—forma y 5 una g—forma, se define el producto de wedge de o con
a la (p+ q)—forma
ANB (X1, ooy Xpy Y1, 00, Yy) 1= —— Z (=)l (Xo(1)s s Xo(p)) B (Yo(1)s o Yorq) - (A10)
" oeP{l,...p+q}

Por ejemplo, sean las 1— formas «, 8 sobre M definimos la 2 — forma a A 3, de forma que
Vu,v €T ,M,Vze M
o A Blu,v) = a(u)B(v) - a(v)B(u). (A11)

Definicién. El diferencial exterior d : AP(M) — AP (M) es la tinica aplicacion lineal tal que,
= si f € A°(M), entonces df es el diferencial usual de las funciones f € C>®
» =0
w sia € AP(M) y BAY(M), entonces

d(aAp):=danB+(—)Pands. (A.12)

Por ejemplo si consideramos una 1—forma cuya expresiéon en coordenadas con respecto a la base
dual {dz!,...,dz"} viene dada a = a;d2’, se tiene:

= gjﬂ dzi A d2t (A.13)

Definicion. Se dice que una k—forma w es cerrada si dw =0

da

Para la descripcion de los sistemas mecanicos referidos en esta tesis se utilizamos en exclusividad,
1 y 2 formas, por ello a continuacién solo analizaremos estos casos.

Definicion. Decimos que una 2—forma w es no-degenerada si
w(X,Y)=0, YWeTM=X=0. (A.14)

Dada una 2—forma, es posible definir un mapa lineal w? : TM — T*M como X — w (X, -).
Puesto que w es bilineal, es claro que w! es lineal, de forma que esta bien definida.
Es facil demostrar que w es no-degenerada si y solo si w? es isomorfica.

Definicion. Una forma simpléctica w sobre M es una 2—forma sobre M cerrada y no-degenerada.

Las variedades simplécticas de dimensién finita aparecen ligadas al espacio de fases de sistemas
mecanicos clisicos con un numero finito de grados de libertad, donde la forma simpléctica es la
estructura geométrica que permite definir los campos vectoriales Hamiltonianos y el corchete de
Poisson.

Definicion. Llamamos variedad simpléctica al par (M,w), donde M es una variedad diferen-
ciable y w es una forma simpléctica sobre M.
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Sea (M, w) una variedad simpléctica. Luego, por cada punto z € M, Wt ToM — TFM es un
isomorfismo por lo que hay una correspondencia entre 1—formas y campos vectoriales. En particular,
dada una funcion f € C*°(M), el diferencial de f es una 1—forma df, = 0;f(z)dz". A esta 1— forma

le corresponde el campo X,[f] = (w!)~'df,. Equivalentemente, existe una identificacion entre los
campos diferenciables y las 1-formas sobre M, dada por

i X(M) =AY M), i(X) =ixw (A.15)

Definiciéon. Dadas (M,w) una variedad simpléctica y H : M — R una funcion C*, definimos el
campo vectorial Xg € X(M) como el campo identificado con la 1—forma dH. Es decir,

ixyw = —dH (A.16)
Xp es el campo vectorial Hamiltoniano de H.

De este modo, asociado a cualquier funcién H sobre M tenemos las llamadas ecuaciones de
Hamilton: una curva «(t) € M satisface estas ecuaciones (de primer orden sobre M) si es una curva
integral del campo Hamiltoniano X g asociado a H, es decir, si

A(t) = Xgory(t) € TynM (A.17)
Definicion. Un corchete de Poisson sobre una variedad M es una aplicacion
{-,-}:C®(M) x CZ¥(M) — C*(M) (A.18)

tal que se satisface:

{+,-} es bilineal (con respecto a la suma de funciones y al producto por constantes).

{,-} es antisimétrico.

Satisface la identidad de Jacobi.

{fa {g7h}}+{gv{haf}}+{h7{fvg}}:O (Alg)

Vfgh e C®(M) vale la regla de Leibnitz

{fg,h} = flg,h} + g{f, h} (A.20)

Definicion. Dada (M,w) variedad simpléctica, el corchete de Poisson asociado a w , de f y g para
fyg € C®(M) es la funcion f,g, € C°(M) dada por

{f,9}e = W(Xf7Xg) = in-W(Xg)- (A.21)
Ejemplo: Dada la variedad simpléctica (IRQ,w =dx N\ dy) y una funcion f : R? — R suave,

cuyo diferencial puede escribirse como df = 0, f dx + 0, f dy. Es simple de ver que Wwh(0,) =dy y
w#(9,) = —dz. Por lo tanto, el campo Hamiltoniano viene dado por:

Xy o= @) 7N (df) = 0uf W) (d2) + 0, f (1) (dy) = 0uf Oy — 0y fO, (A22)
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B. EL GRUPO DE LORENTZ EN 1+2-DIMENSIONES (SL(2,R))

El grupo de Lorentz sobre el espacio de Minkowski en 1+2-dimensiones [80, 88, 89], Ms, es

definido como el conjunto de las transformaciones lineales reales de x = (2°, 2!, 22), X' = Lx, que

dejan invariante el intervalo

5% = x'nx = x'L'nLx (B.1)
para todo x, donde (7,,) = diag (+1, —1, —1). Esto significa que
L'nL=n = (detl)’=1 y n4sL%L5 =nu. (B.2)
Luego,
detL=+1 y L%>1 o L%<-1. (B.3)

La parte conexa del grupo de Lorentz (que contiene la identidad 13), El, corresponde al subgrupo
de las transformaciones condet L =1y LOO > 1. Los otros cosets del grupo son obtenidos a partir de
El a través de la multiplicacion con el operador de paridad (P := diag (+1,—1,+1)) y/o inversi6n
temporal (7" := diag (—1,+1,+1)).

Es facil ver que El ~ SL(2,R)/Zs. De hecho, uno puede establecer una correspondencia uno a
uno entre M3 y el espacio de las matrices reales simétricas de 2 x 2 a través de la relacion

0 1 2
o(x) := 2%y + 2'os + 220y = ( “ ;2:” xo‘”_xl ) = o(x)!, (B.4)

donde o1 y o3 son las dos matrices de Pauli reales.

En esta representacion del espacio de Minkowski, el intervalo queda expresado como det o(x) =
(:1:0)2 - ($1)2 - (m2)2 = 52, Luego, las transformaciones de Lorentz quedan realizadas como o(x) —
Ao(x)A! con matrices reales A tal que det A = +1. Estas condiciones definen un grupo de Lie cuya
parte conexa que contiene la identidad 12 es SL(2,R) (isomorfo a SU(1,1)).

Mas aun, ya que los elementos del centro del grupo, {12, —12} & Zs, corresponden a la misma
transformacion de Lorentz, se concluye que existe un homomorfismo ¢ : SL(2,R) — El que aplica
{+U,-U} — L.

Los elementos en SL(2,R) pueden escribirse como

A:< a+c b+d

b+ d a—c)’ con a2+ =14+2+d*>1, (B.5)

y pueden ser parametrizados como

c=sinha cosff, d=sinhasing,
(B.6)
a =cosha cosvy, b=coshasinvy,

con « € Ry 8,7y € [0,2m). Por tanto, SL(2,R) es un grupo de Lie tridimensional no-compacto
miltiplemente conexo. En consecuencia, las representaciones unitarias irreducibles de SL(2,R) no
son de dimension finita.

Escribiendo los elementos de SL(2,R) como A = e, se puede ver que los elementos de la base
del élgebra de Lie sl(2,R) pueden escogerse como un conjunto de matrices

1 ? ?
{XO = —5 O'Q,Xl = 50’1,X2 = 20'3} y (B?)
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que satisfacen las relaciones de conmutacion
[X;u XI/] = _Ze,uVAX/\ ) (B'S)

donde X# = "X, y €,,) son totalmente antisimétricos con €g12 = 1. X genera las rotaciones en
el plano, mientras X o corresponde a los boosts sobre el correspondiente eje espacial. El invariante
de Casimir cuadratico, viene dado por

X? =" X, X, = Xo* - X1 — Xo?, (B.9)

el cual conmuta con los X,,.

trreps de dimension finita de si(2,R)

Como SL(2,R) es no-compacto, sus irreps de dimension finita no son unitarias. Estas pueden
ser contruidas a partir de las irreps unitarias de SU(2) de la siguiente manera. El generador de
las rotaciones, Xg, es Hermitico para toda irrep y puede ser escogido como Xo — J3. Los otros
dos generadores son anti-Hermiticos y pueden escogerse como X; — —iJy y Xo — J1, donde
Ji,i=1,2,3 son los generadores de la irrep unitaria j-ésima de su(2).

El espacio de representacion de dimension (25 + 1) es generado por la base de vectores

{|j7m>7m:_j7_j+17”'7j_17j}7 (B]_O)

y el Casimir se reduce a X2 = J3% — (—1.J2)% — (1.J1)* = J? = j(j + 1)1, donde j(j + 1) > 0.
Pero, como fue previamente discutido, se necesita estudiar las representaciones unitarias de
SL(2,R), las cuales seran consideradas en la siguiente seccion.

irreps unitarias de s/(2,R)

Las irreps unitarias de sl(2,R) son de dimension infinita [80] y son generadas por operadores
Hermiticos X, = XMT que satisfacen las relaciones de conmutacion de la ecuacion (B.8). En este
caso, el invariante de Casimir puede tomar valores negativos.

Puesto que [X 1> XQ] = 0, consideremos autovectores normalizados comunes a X2 y X,

X2 A m) =X Am), Xo|\m)=m|\m), (B.11)
donde A € R y m toma valores enteros o semi-enteros.
Si se define
Xy =X, +1Xo, con Xif=Xg, (B.12)
se tiene
[Xo, Xi] =£Xs, [X4 X ]=-2X,. (B.13)
Luego,
Xo (X£[A,m)) = X (Xo£1)[A,m) = (m+1) (Xs|A,m)) ,
(B.14)
X2 (X1 A m)) =X (Xg |\, m)) .
Tomando en cuenta que
XiXs=Xo(XoF1) - X?, (B.15)
se concluye que
| X+ |)\,m>|]2 =Am| XeXs [ Am)=m(mF1)—-A>0. (B.16)

Por tanto, (m F %)2 > A+ 1. Dos casos deben ser considerados [80]: A+ 1 >0y A+ 7 <0, los
cuales dan origen a las llamadas clases discretas y continuas de irreps unitarias respectivamente.
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Clases discretas: )\ + % >0

. 2 .

Escribamos A = k(k — 1) con'® k> % Luego, A+ i = (k: — %) > 0, de modo que m > k o bien

m < —k. Entonces, de la ecuaciéon (B.16) se deduce la existencia de un vector correspondiente a un
autovalor mg minimo o maximo respectivamente, lo que requiere que

mo(moF 1) —k(k—1)=(moFk)(moE£(k—1))=0 = mg= £k respectivamente. (B.17)

Por tanto, en estas irreps k toma valores enteros o semi-enteros, k = %, 1, %, -++ (lo cual justifica el
nombre de clases discretas).

La aplicacién sucesiva sobre esos vectores de X o X_ respectivamente genera una secuencia infi-
nita de autovectores de Xy correspondientes a autovalores m = k+n o m = —k—mn respectivamente,
con n € NU{0}.

Estas irreps pueden ser realizadas explicitamente sobre el espacio de funciones analiticas de
variable compleja que son regulares sobre el disco abierto unitario [80, 89]. En efecto, consideremos
el espacio de Hilbert definido por el conjunto de funciones f(3) analiticas sobre el disco abierto
M :={3€C: |3 <1} con el producto escalar

(), 9))y = ! /M 5 1) 5520 £3)7g()

m 2

) 1 (B.18)

2k—1 [=" _ %

= / dd)/ dr? [1 - r2]2(k Y f(re®) g(re'?),
21 0 0
con k > 3. Esta definicion puede ser extendida a k = 5 como en [80]
. 2k—1 dz d3 2k .
(f(3):9(3))y /2 = lim_ / 5 =37V () 9)- (B.19)
k—1 T M4t

Una base ortonormal y completa sobre éste espacio puede ser construida como

{hl(;,) = (%)251,120,1,2,...} (B.20)

y puede demostrarse que, para cualquier funciéon de cuadrado integrable en este espacio que la serie
f(3) =120 cihu(3) converge puntualmente y f(3) es regular sobre el disco abierto M [80].
Puede verificarse inmediatamente que los operadores diferenciales [80]

Xo:=30;+k, Xy:=—5°0,—2k;, X_:=—0 (B.21)

son realizaciones de los generadores de sl(2,R) en la ecuacion (B.13) y sus conjugados Hermiticos
en este espacio satisfacen XoT =Xoy XiT = X+.

Mas atin,
Xohi(3) =mhi(3) con m=I1+k,1=0,1,2,... (B.22)
y
X% =M1, con A=k(k—1), (B.23)
18] caso 0 < k < % puede ser mapeado sobre el caso considerado a través del cambio k¥’ =1 —k > %, ya que

K (K —1) = k(k — 1).
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lo cual corresponde a una #rrep unitaria con un autovalor minimo para Xg, mg = k, con k =
113
57 17 57 ..

Una 4rrep unitaria con un autovalor maximo para el generador de las rotaciones es obtenido

tomando sobre el mismo espacio [80]
X)=-Xo=-30—k, X,=-X_=0;,, X =-X,=3%0+2k;, (B.24)
conA=k(k—1)ym=—-k,—k—1,-k—2,...

Clases continuas: \ + i <0

En este caso se escribe A = k(k — 1) con k = %—l—w y 7 € R. Luego, )\—l—% =2 <0yla
condicion (B.16) se reduce a (m F %)2 > 0 > —~2, la cual se satisface para todo valor entero o
semi-entero de m. Tomamos v > 0, lo que justifica el nombre de clases continuas.

De esta forma, m no resulta acotado y toma todos los valores enteros o todos los valores semi-
enteros. Notese que en estas irreps el invariante de Casimir toma sélo valores negativos, X2 =
- (¥*+ 1)1

Las representaciones unitarias correspondientes a estas dos clases continuas pueden ser realizadas
en términos de funciones de cuadrado integrable sobre la circunferencia unitaria, como se discute
en [80]. En efecto, consideremos el espacio de Hilbert de funciones f(¢) definidas sobre el intervalo
cerrado [0, 27| con el producto escalar definido con la medida usual de Lebesgue

27
(F(6). 9()) == / 46 1(6)"9(0) (B.25)

En este espacio se define [80]

1 1
Xo:=—10y, Xy:= e <Z8 5 27) ., X_=e® <18¢ + 3 + 2’y> ) (B.26)

con v real. Es un ejercicio simple verificar que estos operadores satisfacen las relaciones de conmuta-
cion expresadas en (B.13) y que sus conjugados Hermiticos estan dados por Xof = X, y X, = X+
si se los define sobre un dominio de funciones periodicas o antiperiodicas sobre el intervalo [0, 27].
Ademas,

X2 =— <111 +72> 1. (B.27)

Por tanto, para todo 7 > 0 y adoptando las condiciones de contorno periodicas, f(27) = f(0),
se puede tomar como base ortonormal completa al conjunto de autovectores de Xy,

1
B (6) 1= M m e Z} B.28
{hn() = (B.25)
con
Xohm(d) = mhpm(d), m=0,+1,£2, ... (B.29)
Por otra parte, si se adoptan condiciones de borde antiperiodicas, f(27) = —f(0), se puede
tomar como base ortonormal completa a
1 1
B (p) = e”w,mEZ—i—} B.30
{1 = . (B.20)
donde 1 3 s
Xohl,(¢) =mh! (¢), con m= :|:§, i§’ :|:§, . (B.31)
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C. RELACION ENTRE J? Y L? Y ENTRE J2 v L2
Definamos los operadores

. Al b'e By

, = — —7—.

Vo VE Vo o VE
Tenemos

(A, A =0, [A,L,Aﬂ:o, [Ak,AH:Qiekl—k\/%ékl,

lo cual implica que
[2iek1ALAl,Ain} -0,

(A4, alA]] = 2[4, ]| {[ar, 4]] +24] 4.} =

_ sienAl § Ata, _ _ L
= 82€klAkAl+ \/@AkAk 16 <1 /ﬁ;@) .

En particular, tenemos que
(afay) (Aja) = a] [Ax, A]] 4+ AL 44,4, =
= e AL A + \/% AL A, + AT AT AL A,
(emalar) (Al4;) = iena] [, Al] A + eyl Al A; =
2i
mekl
(iewAlAr) (el d;) = —ewes { AL |4, Al] 45 + Al a4}

=240 Ay + AL A +iey AT ATA A

= 2i€klALAl + \/%A};Ak - EkleijALA;[AlAj R

1
AvAGATAT = ATATA AL — Sicp AT A + 2 Al A, 16 (1 — > :

VKO K0

Para k > k., podemos escribir

VKo

P e Al i
I=30 - {~iewAl A+ VoAl A},

1

1
92 )

Jy= ——— dieg Al A —
3 {klkl N

.|.
4(1_$) AkAk}-i-

(C.9)



de donde obtenemos
1

1
4J2:1+{ie Ala —

2
ATAk} +
1(1- ’

1 1 1
— ATA}+
(1—39){ Vel T s (1-

Un calculo directo que toma en cuenta las ecuaciones (C.2) - (C.8) muestra que

+ ieklA]LAl —

Para k < K¢, escribimos

-1 1 1
T i€ ATA—ATA}+,
0 4($_ ){ kl k l \/@ k k 2
1
Jr=——{Alal + 4t
VKrO—1

Jo = —5—{ ALl - A} |

Vif—1
y
sr=1y ! {ie Ata— L ata }2
= 1 92 kl N k -
4 (é _ 1)2 k /KJH k
SR S AR AL S P G 4l f Al
) {zeklAkAl mAkAk} Yy {alafaa, + aaalal}

de donde se obtiene el mismo resultado que en (C.11).
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D. TRANSFORMACIONES UNITARIAS EN SL(2,R) Y SU(2)

Recordemos que los generadores en la representacion (no unitaria irreducible) fundamental de

SL(2,R) pueden ser escogido como [81]
1 ? ?

0 202, 1 20’1, 2 20’3, ( )

donde o;,i = 1,2, 3, son las matrices de Pauli. Estos generadores satisfacen las relaciones de con-

mutacion
[Xuv XI/] = *'Leu,u,/\X)\ ) (D.2)

donde X* = n* X, con (") = diag (1, -1, —1).
Es inmediato verificar que

B2
eZCYXQ (AX(] —|—BX1) e—ZOZXQ — AHXO (DS)

para A, B € R con |A| > |B], si tomamos tanha = B/A.
Luego, en cualquier representacion unitaria de SL(2, R) (con generadores Hermiticos J;) también

2
T2 (AT + B e T2 = Ayf1 - %jo. (D.4)

En efecto, el lado izquierdo de la ecuacion (D.4) puede ser escrito como

se tiene

= (i) 1k _
Z I ([j2, 1" (AJo + le)) =
k=0 (D.5)

= (Acosha — Bsinha) Jy + (Bcosha — Asinha) J1

donde hemos empleado las relaciones de conmutacion entre generadores. El coeficiente de J; del
lado derecho de esta ecuacion se anula si elegimos tanh o« = B/A (para |B/A| < 1), y en tal caso se
obtiene el lado derecho de la ecuacion (D.4).

De forma similar,

BT (AJo + BJ) e~ BT _

(D.6)
= (Acosh 8 + Bsinh 5) Jp + (Asinh f + Bcosh 3) Ja .
Por lo tanto, escogiendo tanh § = —B/A, para A, B reales con |A| > |B|, se tiene
_ B2
!B (Ado +BJs)e BT = A1 - ﬁjo- (D.7)

Por otro lado, para cualquier representacion unitaria de SU(2), con generadores Hermiticos
Ji,i=1,2,3y A, B € R, se obtiene inmediatamente
P2 (AJs + BJy) e ¥ =
(D.8)
= (Acosy + Bsiny) Js + (—Asingp + Bceosp) J; .

™

Luego, tomando tang = B/A con ¢ € (—5, g) resulta
10 —1pJ: B2
6(’02(AJ3+BJ1)€ P2 = 4 1+ﬁ']3. (Dg)
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E. MAS ESTRUCTURA ALGEBRAICA

En la seccién 4 hemos senalado que el generador de las rotaciones en el plano no-conmutativo
L puede ser incorporado como uno de los generadores de un algebra de Lie de su(2) o sl(2,R)
(de acuerdo a que k sea menor o mayor que el valor critico k.), junto con los generadores de las
traslaciones sobre el plano espacial no-conmutativo, K;,i = 1,2, definidos en la ecuacion (4.8). Si
bien no son estas relaciones las que nos han permitido resolver los problemas con potencial central
de la Seccion 11, las desarrollaremos brevemente para ampliar nuestra visién sobre la rica estructura
algebraica de estos modelos sobre espacios de fases no-conmutativos.
En efecto, dado un operador vectorial V, definimos Vi := (Vl + 2‘72)/\@, donde V representa
ax, o K.
Luego, tenemos que L puede ser escrito como
i 1 0 K
) {z (xpm_ —x_my) + 3 (mym_ +m_my) + 5 (xqz_ + x_a;+)} (E.1)

y satisface
[i, vi} — £V (E.2)

Introducimos ahora las expresiones cuadréticas Py K. Resulta inmediato verificar que

[I:, TiKi] =+211 K4,

(E.3)
K/Q _Z;
K K |=——1L.
[7T+ +, T ] (1 _ 0/{/)
Entonces, para k < k. y k # 0 podemos definir los operadores
- 24/1 -6
Jy=1L, Jii= ‘f’,ﬂ“ miKe (E.4)
que generan un élgebra de Lie de su(2),
[J3, Jo| =y, [J4,J-] =2J3, (E.5)
con un operador cuadratico de Casimir dado por
12 N\ .
JQZJ:EJ:F—i-Jg(Jg:Fl):i </<;+L> +1% -1 , (E.6)

como puede verificarse de forma directa. Advertir que este operador conmuta con #2 pero no con
52
X“.

Por otro lado, para k > k. definimos

A 2Ok — 1
Jo=1L., Ju:= f’: oKy (E.7)

que genera un algebra de Lie sl(2,R) (o, equivalentemente, su(1,1)),

[jo,ji] = iji? [jJrvj*] = _21-707 (E8)
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con operador de Casimir J2 = Jo(Jo F1) — J+J+ tomando la misma expresion que en la segunda
linea de la ecuacion (E.6).

Advertir que mientras las representaciones unitarias irreducibles de su(2) son de dimension
finita, aquellas de sl(2,R) son infinito dimensionales.

Similarmente a la introducciéon de Kj;, es posible definir los operadores de traslaciéon sobre el
plano de momentos no-conmutativos,

- 1
M

los que satisfacen el dlgebra de conmutadores

[Mi, .Ci'j] = 0, [Ml, ﬁj] = —Zéij,

(E.10)
~ ~ —19 61']' ~ ~ ~
|:Mi, M]} = 7(1 — 9/{) N [L, Mz} = zeiij .
Ademas introducimos las expresiones cuadraticas x+ M4, las que satisfacen
[f), xiMi] =+2x 4 My,
5 (E.11)
M _M_]= .
[z My, @ ] 1— 6k
Luego, para x < k. podemos definir los operadores Hermiticos
- 2v/1 -4
Ny:i=1I, Ny:= fe’i viMs (E.12)
que genera un algebra de Lie de su(2),
[N3, Ni] = £Ni, [N, N_|=2N3, (E.13)
con un operador de Casimir dado por
N? = NiN;+ N3(N3F1) =
- E.14)
1 2 .\ . (
=3 (>=+L -1
que conmuta con X2 pero no con 2.
Por otro lado, para & > k. definimos
- 20k — 1
No:=1, Np:= ‘[l:” T Ky, (E.15)
operadores que genera un élgebra de Lie de sl(2,R),
No, Ni| = +Ng, NG, N = =20, (E.16)

con un operador de Casimir N? = Ny(Np F 1) — NoN5 tomando la misma expresion que en la
segunda linea de la ecuacion (E.14).
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F. REALIZACION LINEAL DEL ALGEBRA NO-CONMUTATIVA

En esta seccién nuestro objetivo serd considerar una realizaciéon particular del algebra deformada
de la ecuacion (4.1) expresando los operadores Z;, 7;,% = 1,2, como combinaciones lineales de un
par de variables canoénicas conjugadas p;, gi,? = 1,2, las cuales satisfacen el dlgebra de Heisenberg
usual,

9,95 =0, lai,pj] =265, [pi,ps] =0. (F.1)
Si llamamos & := (&1, &2, 71, 72), 7 := (q1,q2, p1,p2)t v escribimos £ = An, luego
&, 5] = AiAulne,m) (F.2)
donde
0 0 1+ 0
-0 0 0
&&= _ =
v 0 0 s (F.3)
0 — —k O '
=—00®1y— 0 (2EB) @0y — k (25B) ® 0y
y
0 0 10
0 0 01
([ni,mj]) =G, con G := 1 0 0 g |Tw2e 1. (F.4)
0 -1 0 0
Si tomamos el determinante de las matrices a ambos lados de (F.2) obtenemos
det ([&:,&;]) = (1 — #6)” = (det A)?, (F.5)

lo que muestra que la transformacion lineal A (definida mas all4 de una transformacion canonica,
dada por la multiplicacién a derecha con U € Sp(4,R)) es singular para el valor critico k. = 0"
[1, 48]. En este punto critico, los operadores Z;, 7;,7 = 1,2, no representan de manera independiente
las variables dindmicas y el sistema debe ser cuantizado como uno sujeto a ligaduras.

De hecho, para k = k. ocurre una reducciéon dimensional ya que el dlgebra deformada puede ser
realizada en términos de un tinico par de variables candnicas conjugadas, ¢ y p, donde la dimensién
adicional da origen a una degeneracion infinita [48|. En efecto, si escribimos &1 = ¢, 71 = p, T2 = 0p
y T2 = —Kcq obtenemos el dlgebra (4.1) con kK = k., como puede ser facilmente verificado.

Esto dltimo esta relacionado con que el factor multiplicativo frente a la expresion de L en la
ecuacion (4.3) se vuelve singular. Por todo esto, de momento consideraremos k # k. y sin pérdida
de generalidad tomaremos 6 > 0.

Caso k < K,

Realizamos el siguiente Ansatz simétrico para realizar las variables dinamicas no-conmutativas

K

fr1=)\p1+ﬁ@,

R 0
1= Aq1 — oy P2

(F.6)

0 K
£o 1= A\ — o = Apa — — Q1 .
T3 QQ+2)\]31, T D2 2)\(11
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Es simple verificar,
Ok

4N2

donde las otras dos relaciones de conmutacion de (4.1) son autométicamente satisfechas. Por tanto,

(&3, 7j] =20 = N+ 5=1, (F.7)

A2 = % (1 + m) , (F.8)

lo que requiere k0 < 1 (k < k), ya que A € R con el fin de tener operadores Hermiticos en la
ecuacion (F.6).

Debe remarcarse que esta limitacion es una consecuencia de la representacion escogida en (F.7).
En efecto, uno puede ademas escoger una realizacion no simétrica valida para todo k # k. (ver
seccion F).

Nuestra realizacion simétrica de las variables dindmicas simplifica la expresion del generador de
las rotaciones ya que, para ambos signos en la ecuacion (F.8), se obtiene inmediatamente

L = Lo := qip2 — q2p1 - (F.9)
En lo que sigue tomaremos A = Ay, con el fin de que A — 1 cuando x6 — 0.

Puesto que es de nuestro particular interés estudiar los potenciales centrales definidos sobre
este espacio difuso, sera de utilidad expresar en el marco de la realizacién simétrica de las varibales
dinamicas dadas en la ecuacion (F.6), al operador de la distancia radial al cuadrado sobre este plano
no-conmutativo,

%2 =07+ 33 =
92 2 2 2 2 2
e (m% + p2%) + 22 (1% + 22) — 0 (q1p2 — qopr) (F.10)

0 |1 1 /232\?2
=0 {2)\2 [2 (p12 +p22) + 5 <9> (Q12 + CI22)

_LO}.

Advertir que esta expresion (la cual se reduce al cuadrado de la distancia radial en el plano
usual cuando 8 — 0), para € # 0, puede ser realizada como una combinacién lineal del momento
angular y del Hamiltoniano de un oscilador armonico is6tropo en el plano conmutativo [69, 72, 28],
con masa M y frecuencia w que satisfacen

2)2
Mw=—. (F.11)
0
Por otro lado, el término cinético definido como
2 2 20 2 2 K 2 2
A2 =i+ a5 =X {p° +p°} + 5 (0" + @°) — kLo, (F.12)

4)\?

expresion que, para # — 0, se reduce al Hamiltoniano del problema de Landau usual con un campo
magnético efectivo Beg = k/e (siendo e la carga de la particula).
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Caso k > K.

En esta region también podemos emplear una especie de realizacién lineal siméirica en la cual
aparecen similitudes en la expresion de las coordenadas y momentos no-conmutativos con el mismo
indice (en lugar de entre coordenadas y momentos como en (F.6) para el caso k < k.). En efecto,
se puede verificar facilmente que

1= Or Yq1 27172 , 1= Or 0 Yq2 27]91 ,

=

(F.13)
1 1
R 1\4 \/6 n K R 1\14 K
To = — — — o= |— - —z
2 Or - TP1 2y q |, 2 Or P2 2y 1)
1
2
con vy = \/%" (1 +4/1— i) satisfacen las relaciones de conmutacion de las eqs. (4.1).
Advertir que, en el limite K — k", estas expresiones se reducen a
. 1 ( 0 o) . 1 ( N 1 )
1= —(q1 — , 1 =— — ,
1 5 q1 p2 1 NG Lt 5
(F.14)

. 1 . 1 1
Z2 125(302-1-92?1)7 7T2:\/§<p2—eﬂh> )

la cual coincide con el limite kK — k_ de las ecuaciones (F.6) con A = Ay definidas en (F.8), dando
asf continuidad en la realizacion lineal de las variables dindmicas no-conmutativas.

Llamemos 1
K .
H, = §pi2 + %qf, 1=1,2, (F.15)
al Hamiltoniano de dos osciladores armoénicos de masa unitaria y frecuencia @ = (/7.

De (F.13), se obtiene para el cuadrado de la distancia radial

1 11 1
52 - - o -
% _e{w(H1+H2)+ L= o~ (Hi— Hy) \/%Lo}, (F.16)

para el cuadrado del momento

erZK{;(Hl—FHg)—\/l—;/{;(Hl—Hg)—\/Z?LO} (F.17)

y para el generador de las rotaciones en este plano no-conmutativo

- 1

L:—a (H1+ H>) , (F.18)
de donde se lee que es un operador proporcional al Hamiltoniano del oscilador isétropo como es
considerado en el Apéndice G.

En particular, los autovectores de un Hamiltoniano con un potencial central como H de (4.6)
pueden ser encontrados en los subespacios caracteristicos de dimension finita de L.
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Sin embargo, es posible dar una expresiéon més conveniente para los operadores a través de una
transformacion de Bogolyubov [48], n = U(a)n’ donde

cos(a) 0 0 \/%sin(a)

Ula) = 0 cos(a) J% sin(av) 0 : (F.19)
0 —/Fsin(e)  cos(a) 0
—\/% sin(a) 0 0 cos(av)

escogiendo de manera adecuada el pardmetro a.

Por ejemplo, si elegimos o = —% arctan 0k — 1 se obtiene

1
22— {w (H) + H) — Lg} | (F.20)
7%=k l(H’+H’)+3\/9;~e—11(H’—H’)+ -2\ (F.21)
. 27 0k o\ 2 ! Or ) O '
' 1
L= ——(Hi + Hy) , (F.22)

donde H {72 son los Hamiltonianos de dos osciladores armoénicos de masa unitaria y frecuencia @ =
\/g en las variables dindmicas primadas y L, el momento angular del sistema.

Advertir que con esta eleccion, X% y L pueden ser expresados en términos del Hamiltoniano del
oscilador is6tropo Hy = (Hj + HJ), y su momento angular, Lj), pero #2 depende de la diferencia
(H, — Hy), la cual no conmuta con L{,. De cualquier forma, puesto que el generador de las rotacio-
nes L conmuta con el Hamiltoniano de una particula sujeta a un potencial central sobre el plano
no-conmutativo, los autovectores simultianeos a ambos operadores estdn dados por combinaciones
lineales de los autovectores degenerados de este oscilador is6tropo cuyos niveles de energia tienen

degeneracion finita puesto que sus subespacios caracteristicos corresponden a una representacion
irreducible de SU(2) [1] (ver Apéndice G).

1. Ejemplos sencillos para la regién ~ < k..

Oscilador is6tropo

Consideremos

1 1 .
H,ge := 5 w2 4 iuw2x2 . (F.23)
Empleando la ecuacion (F.6) se tiene (ver (F.10) y (F.12))

H, :—)\2{p2+p2}+ 5 (@2 + %) — — L

osc 2/1/ 1 2 8IU,A2 1 2 QM 0

Loof 07 o oy a9 oy

—1—2,u,w e (p1 + po )+/\ (q1 +q2) 0Lg (F.24)

2 2,2
P Loroze (0w +r tAL
2M+2 q < 2# 0 n oscTl,
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donde la masa y la frecuencia efectiva vienen dadas por

M= |+ 0 (KJ — 0u2w2)
K AN2 + 021202 — Ok |
(F.25)
2
2 o (n—0uPw?)
Q =w” 4+ 4—,U,2 .

Estas expresiones coinciden con los resultados expuestos en |95 (para x = 0) y se reducen a
1ty w? en el limite conmutativo respectivamente (ver [96]). Cuando (k — fp?w?) = 0 también se
obtienen los valores originales de estos parametros (siempre que 8uw? < k). Esta condicion fue
impuesta en [75, 76] con el fin de obtener la estadistica de Bose-Einstein para los operadores de
creacion y aniquilacion definidos para este modelo particular (ej., dependiendo de pw) en términos
de las variables dinamicas del espacio de fases no-conmutativo.

Advertir que H,g. tiene la forma de un Hamiltoniano de un oscilador arménico isétropo cargado
9u2w2+n)

2p

acoplado a un campo magnético efectivo Beg proporcional a ( y perpendicular al plano.

Sea |n,l) ,n =0,1,2,...;] = —n,—n + 2,...,n — 2,n, sean los autovectores simulténeos del
momento angular Ly y del Hamiltoniano del oscilador is6tropo de masa M y frecuencia €2 sobre el
plano conmutativo,

Lo 1,020
= -MQ*q”. F.2
b 2M + 2 4 (F26)
Tenemos
hin,l) =Qn+1)|n,0), Loln,l) =1|n,l). (F.27)

Es evidente que H,4. es diagonal con respecto a esta base del espacio del espacio de Hilbert. Pero
el término proporcional a Lo en el lado derecho de (F.24) rompe en general, para k y/o 6 # 0,
la degeneracion usual del oscilador armoénico is6tropo (Ver Apéndice G). Esto esta en acuerdo con
los resultados de 75, 95, 97]. No obstante, esta degeneracion es recuperada para el valor particular
k= —0p’w? (< k).

Bajo inversion temporal el Hamiltoniano se transforma en (ver ecuaciones (5.4)) y (5.5))

U N1 )
THos T = 5 (frz + o L) + 5 ()22 + 20 L) -
1
(F.28)

= Hosc + /:i |:K/ + H2w29] i/ .

Advertir que esta simetria es recuperada no solo en el limite conmutativo sino ademéas cuando se
satisface la relacion & + p2w?0 = 0 (ver [97]), precisamente el punto donde el espectro presenta la
degeneracion usual del oscilador isétropo.

Puesto que el Hamiltoniano en (F.23) depende de & y %? solamente, se sigue de (5.7) que el
lado derecho de la ecuacion (F.28) sea el resultado de PH,s P, Finalmente, de (5.9) se sigue que
H,s. es PT-invariante.

Mencionemos que H,se de (F.24) puede ser ademés escrito como la suma de dos Hamiltonianos de
osciladores armoénicos a través de una transformacion canénica apropiada de las variables dinamicas
usuales 1 := (q1, g2, p1, p2)t en la ecuacion (F.24) [48, 96]. En efecto, en términos de 1’ que satisface
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n=A"1ANpU(a)n, donde A viene dada por la ecuacion (5.14),

1 0 0 0
A 0 0 0 “% 0 F.2
NP = Hw 0 % 1—0r ﬁ 0 ) (~9)

I
1 1 /

con A= Anp € Sp(4,R), y U(a) € Sp(4,R) la transformacion de Bogolyubov discutida en [48] (ver
eqs. (13-14) de esta referencia) la cual, con nuestras convenciones, se lee como

sinh(a)
cosh(a) 0 Sin}(1)(06) "
0 pwsinh(a)  cosh(a) 0
pw sinh (o) 0 0 cosh(a)
donde
2v/1 — 0k
= —tanh™! F.31
“T gt (—02,u2w2+9/<c—2) ’ (F:31)
la forma cuadrética definida por Hyse se reduce a
2 72
Pi 1 212 | P 1 2 12
H,se = —mq§) —maS)_ ) F.32
oy g g Ty et (F-32)
donde las frecuencias vienen dadas por
0 2,2
QL2 =02+ (K—Z;;w) {(R + 0pw?) £ 2\/(#@ — 0p2w?)? + 4u2w2} . (F.33)

Aqui nuevamente, se ve que la degeneracion del espectro del oscilador isétropo es recuperada
para k = —u’w?0, donde ambas frecuencias coinciden. Es simple de ver que el espectro presenta
una degeneraciéon similar cuando el cociente de frecuencias es un nimero racional [96], 7L Q4 = €,
con T4+ co-primos. En este caso tenemos

En+’n7 :Q{n++1/2 4 n_+1/2} _

T4+ T_—
(F.34)
_ g+ +1/2  q-+1/2
:Q{(p++p)+( + )
T4+ r—
donde ¢+ = nﬂmodri yp+r =0,1,2,... dados g+ € {0,1,...,rL — 1}, uno obtiene la misma energia
que para el estado N + 1 caracterizado por la condicién py +p_ = N, para cada N =0,1,2,...
02 2,2
Mas aun, advertir que 24 — % y 2_ — 0 cuando Kk — K.~ .

Problema de Landau
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Consideremos ahora,

;(2} _ (F.35)

B B .
_ (1+ 62> 72+ %(eBJrzH);z? —eB(1—k) 1L,
siendo B el médulo del campo magnético perpendicular al plano. Esta Hamiltoniano debe ser
comparado con Hyse de la ecuacion (F.23).

Empleando la realizacion simétrica de la ecuacion (F.6), se sigue inmediatamente

2

p 1 2 2
= —M;Q — Q7 L F.
2ML+2 2°q Lo, (F.36)

Hy,

donde la frecuencia y la masa efectiva viene dada por

Be(Bef +4) + 4k
Qp = S )
Q

(F.37)
16220 B (Be)\2 + /@)2

(Bef +4X2)%  4X2uQ; 2

Advertir que Hy, tiene la misma forma que (y en su limite conmutativo se reduce a) el Hamilto-
niano de Landau en el plano usual. Por tanto, éste presenta una degeneracién infinita para cualquier
valor de los parametros no-conmutativos 6 y x (restringidos a la condicién k < k).

En particular, en el limite § — 0 se tiene My — py Qp — EB:”. Advertir que en este caso k/e

2
aparece como una contribucién al campo magnético.

En el plano conmutativo usual, el Hamiltoniano del problema de Landau queda invariante frente
a una transformacion de inversion temporal (con B impar), pero en el plano no-conmutativo este
Hamiltoniano se transforma en (ver las ecuaciones (5.4) y (5.5))

B2e20 + 4Be + 4k i
5 .

ouH.T = 2uH; + (F.38)

La misma expresion da 2uHp7 (tener en cuenta que B es también impar bajo paridad). Ambas
simetrias son recuperades en el limite conmutativo y ademés para (B262t9 + 4Beh + 4/{) =0 [97],
pero Hj, es siempre PT-invariante (con B par bajo PT).

2. Ejemplos sencillos para la regiéon s > k..

Oscilador is6tropo
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Consideremos en primer lugar la extension al plano no-conmutativo del oscilador armoénico isétropo
de la ecuacion (F.23) en la region donde k > k.. En este caso, de (F.20) y (F.21), una transformacion
de Bogolyubov convenientemente escogida de 1’ puede reducir H,s. a una suma de Hamiltonianos de
dos osciladores armonicos, tal como es discutido en [48]. En efecto, reemplazando & = BU (a)U(8)n"
en Hyse, (siendo B la matriz de la realizacion simétrica de esta region, la cual cumple £ = Bn), el
término proporcional a L{ en la expresion resultante puede ser eliminada escogiendo

Or — 0% pw? — 2

2v0k4/1 — 5=

y se obtiene asi una suma de dos osciladores desacoplados de masas y frecuencias dadas por

(F.39)

1
= — t
8 5 arctan

2. JE
My = Fvo ;
</{ + Op2w? + \/(K, — Op2w?)? + 4,u,2w2>
(F.40)
0 2,2
02 =02+ (H—:'L;w) (ﬁ + 0p2w? + 2\/(/4; — 0p2w?)? + 4u2w2> ,
"

con Q? definido en (F.25). El espectro de este sistema queda determinado por las frecuencias Q.

las cuales tienen la misma expresion a aquellas obtenidas en la ecuacion (F.33), pero que nunca

coinciden para k > rk. > 0.
2,2 2

Ademas Q, — 6“972“

. _ . , M
otra regiéon cuando kK — k. . Mejor atn, M — ()

y ©_ — 0 cuando kK — kT, en coincidencia con el limite tomado en la
mientras que M_ diverge en este limite.

Problema de Landau

De forma similar, para la extensién no-conmutativa del problema de Landau del problema en
ecuacion (F.35) en la region k > k., haciendo una transformacion canénica adicional U () con

4V0r\/1 — 2 (Bed + 2)
B = - arctan (F.41)
2 B2e202 + 4Bef) — 40k + 82

encontramos que el Hamiltoniano se reduce a la forma de Hy, de la ecuacion (F.36) con la misma
frecuencia €1, que en (F.37) (y, por tanto, el mismo espectro como funciéon de los parametros no-
conmutativos) pero masa efectiva distinta,

VAT (F.42)

M= VO(Be(Bef +4) + 4k)
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G. EL OSCILADOR ISOTROPO BIDIMENSIONAL
Recordemos que el Hamiltoniano de una oscilador armoénico isétropo es
Huo =5 [P*+ Q7] , (G1)

donde los operadores hermiticos P y @ que satisfacen [P, Q] = —1, pueden ser escritos en términos
de los operadores de creacién y aniquilaciéon de una particula,
Q — 1P Q+ P
a:=
V2 V2

(IT =

(G.2)

que satisfacen [aT, a] = —1, como
t 1
Hyo =w aa—i—i ) (G.3)

Consideremos ahora el oscilador isétropo bi-dimensional, el cual viene dado por el Hamiltoniano

w
Ho =2 [(P* + Q%) + (P* + Q2%)] | (G4)
con [P1,Q1] = —1 = [P3,Q2]. O, en términos de los operadores de creacion y destruccion,
Hy=w (a];al + agag + 1) . (G.5)

La simetria axial de este sistema implica la conservacion del operador momento angular, [Ho, Lg] =
0, con Ly dado por

Ly :=(Q1Py — Q2P1) =1 (agal — aI@) ) (G.6)
Se define
a:G1+ZG2 b:al—zag
\/ﬁ ) N \/5 b
(G.7)
af = ai—m; bt — a{—{—za;
V2 V2 o
de donde se obtiene
[a,aT] =1= [b, bT] ,
(G.8)
[a,b] =0 = [a, bT] ,
y
Hy=w (aTa +blb + 1) , Lg= (bTb - aTa> ) (G.9)
0, en términos de los operadores nimero, N, = a'a, N, = b'by N := N, + Ny,
H
HO;ZUO:N(Z—FNb—l—l:N—{—l, L:=Lo=N,—N,. (GlO)
Luego,
[H(Ja aT] = +aT 3 [%07 bT] = +bT ’
(G.11)

[E,aw = —af, [E,bT] = 4bf.
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y el espacio de Hilbert de los estados de este sistema es la (clausura de) el espacio de Fock generado
por los vectores

|ng, np) = NI |0,0) , ng,np=0,1,2,... (G.12)
al !

donde el estado de vacio satisface a |0,0) =0 = b10,0). Tenemos
Ho |na,7’Lb> = (n + 1) |7’La,nb> , L |na7nb> =1 ’navnb> ’ (GlS)
con n=ng +np and | = ny — ng.

Consideremos brevemente la degeneracion de los autovalores de Hy. Es evidente de (G.13) que
para cualquier n € NU {0}, &,; = n + 1 es (n + 1)-veces degenerado, para n, = 0,1,2,...,ny
ny =n — Ng.

Estos subespacios caracteristicos de Hg son espacios de representacion de la representacion
irreducible de SU(2). En efecto, definamos

1, Ng— Ny

Jg = —*ﬁ

5 —— Jy=a'b, J_ :=J=bla. (G.14)

Luego, se tiene
[J3,J4+] = 3 [No — Ny, alb] = alb=J,

(G.15)
= [J3,J]=—-J_,
y
[Ty, J_] = [aTb, aTb] — 5, (G.16)
la cual es la forma usual del dlgebra de Lie de su(2).
Mas atin,
[Ho, J3] =0,
(G.17)
[Ho, J+] = [Na + Ny, CLTb] = —alb+a'b=0.
Advertir que
Ng — N
J3 [ nay ) = (2”) [ (G.18)
' (@)™ o)
a b n
— gfp \2 _
J+ ]na,nb>—a b \/@ \/’ITb' ’070>_
’I' (na+1) b"' (nb—l) G 19
=/ (ng + 1)ny (a) ( ) 10,0) = (19
V(g + 1)1 /(np — 1)!
=\ (na + 1)77,(, ]na + 1,71(, — 1> .
Por tanto, llamando
.._ﬁ_na"i‘nb ___l_na_nb
JiIEgE g ¥V mi= g =, (G.20)
lo que implica que
ng=j+m, and ny=j5—m, (G.21)



e identificando
||jvm>> = |na7nb> - |.7 +m7] - m> ) (G22)

con j fijoy —j <m < j, de (G.18) y (G.19) se obtiene

J3|lj,m)) = m|lj,m)) ,
(G.23)

Jillim) =G +m+1)G —m) [lim+1)),
la cual es la expresion usual para la representacion unitaria irreducible (de dimension (25 4 1)) del

algebra su(2).
Estos resultados explican la degeneraciéon de los autovalores de Hy.
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